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Vorrede. 


Der  erste  Theil  meiner  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen  Functionen,    die   ich   im   Wesentlichen   in   der   Gestalt  ver- 
öffentliche,   wie    ich    sie    in    den    letzten   Jahren    an    der   hiesigen 
Universität  gehalten,  behandelt  ausführlich  die  von   Riemann   ge- 
gebeneu  Grundlagen    der    Functionentheorie    ynd    baut   in   systema- 
tischer Weise    die  Lehre  von  den  algebraischen,    trigonometrischen 
und  elliptischen'  Functionen  auf.     Mit  den  letzteren  Transcendenten 
beschäftigen    sich   die  Vorlesungen    eben   dieses  Theiles    eingehend, 
indem   sie   eine    Discussion    und   Eintheihmg    der    elliptischen   Inte- 
grale liefern,    die  Umkehrung  derselben   mit  Hülfe  der   elliptischen 
Transcendenten  und  der  -O*- Functionen  behandeln  und  eine  ausführ- 
liche Theorie  dieser  Ja c'obi 'scheu  Transcendenten  entwickeln.     Der 
zweite  Theil  meiner  Vorlesungen  beginnt  mit  der  Behandlung  des 
AbeTschen  Theorems,  dem  sich  die  Frage  nach  den  allgemeinsten 
Beziehungen    zwischen  elliptischen  Integralen   und  die  Entwicklung 
der  Transformationstheorie  anreiht;   die  Multiplicatiou  und  Division 
der  elliptischen  Functionen  nebst  der  Behandlung  der  algebraischen 
Fragen,   welche  die  Modular-  und  Multiplicatorgleichungen  betreffen 
und  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  mit  den  andern  mathe- 
matischen Disciplinen  verbinden^  bilden  den  Schluss  dieses  Bandes. 
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Erste  Vorlesniig;. 

Herloitang  der  reellen  und  imaginären  Zahlen  und  der  fiir 
dieselben  geltenden  Bochnimgsregeln. 

Wie  die  Wahrnelimung  örtlicher  Unterschiede  erst  mit  Hülfe 
der  Orte  Veränderung  zu  Staude  kommt,  welche  ihrerseits  wieder  die 
AiiscJinuung  des  „neben  einander"  als  a  priori  gegeben  voraussetzt, 
so  hat  die  Wahrnehmung  zeitlicher  Unterschiede  die  ebenfalls  a  priori 
forliaiidene  Anschauung  des  „nach  einander"  zur  Grundlage,  von  der 
aus  wir  sodann  uumittelbar  zur  Eutwickelung  der  Zahlen  geführt 
werden.  Wir  gelangen  zu  dem  Begriffe  der  ganzen  Zahlen  dadurch, 
ilass  wir  uns  dur  Wiederholung  ein  und  derselben  geistigen  Tbätig- 
keit,  ausgeübt  an  gegebenen  Substraten  der  Erscbeinungswelt,  an 
Objecten  sinnlicher  Wahruehuiuug  bewusst  werdt-u;  das  einmalige 
geistige  Auffassen  eines  einzelnen  Körpers,  z.  B.  einer  Kugel,  würde 
DOS  nodi  nicht  zur  Zahl  führen,  erst  die  Wahrnehmung  einer  Reihe 
oin  gemeinsames  Merkmal  besitzender,  also  in  gewissen  Beziehungen 
gleichartiger  Körper  —  gleichartig  entweder  bloss  an  Form,  oder 
auch  an  Farbe,  an  Materie  etc.  —  wird  die  Wiederholung  derselben 
geistigen  Thittigkeit  involvireu  und  den  Begriff  der  benannten  ganzen 
S^ahleu  liefern,  den  Begriff  von  zehn  Kugehi  oder  von  zehu  rothen 
Kugolp  oder  von  zehn  rotheu  Lülzerncn  Kugeln  etc.  Sind  wir  nun 
uuf  diese  Weise  zu  verschiedenen  Reihen  benannter  Zahlen  und 
XU  verschiedeneu  benannten  Einheiten  gelaugt,  so  filhrt  die  Ver- 
gleichung  dieser  lleihen,  d.  h.  die  Äbatractiou  von  den  gemein- 
sainen  Mcrkinalen  der  Glieder  je  einer  Reihe  zu  dem  Begriffe  der 
uulieuannteu  Zalil,  indem  man  als  gejneiusames  Merkmal  all'  der 
beotwchteten  Erscheinungen  eben  nur  noch  das  geistig  autfasst,  dasa 
sie  sich  iih<;rhnupt  nach  einander  beobachten  lassen.  Ist  mau  so 
tlurcii  die  Erfahrung  zur  Auffassung  einer  bestimmten  endüchcn  An- 
Kttbl  von  unbenannten  ganzen  Zahlen  gelangt,  so  kann  man  durch 
Wiederholung  derselben  geistigen  Tliätigkeit  an  weitereu  reellen  Sab- 
stralcn  ftlr  die  Beubauhtung  oder  auch  au  nur  gedachten  Objecten 
die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  bis  in's  Unendliche  vermehreu,  und  es 
weidea  somit  diejenigen  arithmetischen  Gebilde  gcaebaffen,  welche 
mau  Zahlen  aenut,  und  denen  im  eigentlichen  Sinne  allein  dieser 
Mune  zukommt     Nennt  man  uun  Summe  zweier  Zahlen  eine  Zahl, 


2  Erste  Vorlesung. 

welche  aiiB  ebenso  vielen  Einheiten  besteht  als  die  beiden"! 
zusammengenommen,  wobei  der  Satz  der  Unabhängigkeit  einer  Summe 
von  der  Reihenfolge  der  Summanden  als  aus  der  Erfahrung  entlehnt 
betrachtet  wird,  ferner  Differenz  zweier  Zahlen  eine  solche,  w«lche 
mit  der  zweiten  zu  einer  Summe  vereinigt  die  erste  giebt,  Protluct 
diejenige  Zahl,  welche  aus  einer  der  Zahlen  durch  Summation  so 
entstanden  gedacht  wird,  wie  die  andere  Zahl  durch  Summation  aus 
der  Einheit  hervorgegangen  ist,  endlich  den  Quotienten  zweier  Zah- 
len eine  solche  Zahl,  die  durch  Vereinigung  mit  der  zweiten  zu  eiuem 
Producte  die  erste  giebt,  so  sind  damit  die  für  die  oben  detinirten 
Zahlen  eingeführten  arithmetischen  elementaren  tirundoperationen 
festgestellt,  und  es  ergeben  sich  auf  bekannte  Weise  hieraus  die  ver- 
schiedeneu weiteren  aus  diesen  abgeleiteten  Rechnungsoperationen, 
sowie  die  Begriffe  der  gebrochenen,  rationalen  und  irrationalen 
Grössen,  denen  man  ebenfalls  noch  den  Naraeu  der  Zahlen  beilegt. 
Hiermit  ist  jedoch  das  gasammte  Grössengebiet,  so  lange  nur  So] 
stanzen,  d.  h,  für  sich  denkbare  Gegenstände  das  gezählte  sind, 
schöpft;  sollen  jedoch  auch  Relationen  zwischen  je  zweien 
ständen  das  gezählte  sein  können,  so  lässt  sich  das  GrÖssengebiet 
noch  erweitern.  Gehen  wir  von  einer  bestimmten  Raumanschauung 
aus  •) ,  indem  wir  auf  einer  geraden  Linie  von  einem  festen  Punict« 
aus  nach  einer  Richtung  lu'n  die  oben  detinirten  Zahlen  als  Strecken 
auf  eine  willkürUche  Einheit  bezogen  abtragen,  so  werden,  wenn  wir 
dieselbe  Construction  von  jenem  festen  Anfangspunkte  aus  nach  der 
andern  Seite  hin  ausfuhren  und  als  Vergleichungsmerkmul  iiumer 
nur  die  Länge  der  aufgetragenen  Linien, in 's  Auge  fassen,  zwei  gleich 
lange   Stücke  zu   beiden  Seiten   des  Anfangspunktes  durch    dieselbe 

*}  Wir  kSnneii  jedoch  auch  von  rein  urithmetiBcbeiu  Standpunkte  aus  cu 
weiteren  ZalileDgattnngeii  gelaDgen;  erwogt  man  nämlich,  liaen  die  Definition 
des  Begritfes  einer  DiffcreoK  zweier  gamea  Zahleu  der  naturgemllsBen  Boaolirftn- 
kuog  UDterworren  vax,  da«a  der  Subtruhendus  kleiner  als  der  Minueudua  aeia 
loUBste,  HO  wird  in  bekannter  Weise  ein  neaer  Ziüilenbegriff  entwickelt  werden, 
wenn  wir  diese  Bedingung  fallen  lassen,  und  man  wird  die  Kegeln  fiir  die  Addi- 
tion, Subtraction,  Maltiplication  uuii  Division  dieser  Zahlen  dtiraus  herleiten 
können,  dasa  man  z.  fi-  festsetzt,  es  sollen  die  Rechnungsregeln  der  Multi{ili- 
Ctttion  der  ganisen  potitiveii  j^ahlon.  daaa  uiliiiUcb  eine  Summe  mit  oiner  XtM 
mnltipliciTt  wird,  indem  man  jedes  Glied  der  Summe  mit  jener  Zahl  multipli- 
cirt,  und  daaa  der  Werth  eines  Froductes  von  der  Auordnmig  der  Foctoren  un- 
abhängig ist,  anch  für  diese  neue  Zahlengattung  bestehen  bleiben.  Da  jedoch 
noch,  wie  oben  gexeigt  wird,  wenn  wir  gewisse  Uelatiuneu  zwischen  zwei  Gegen- 
ständen zählen,  die  Erfahrung  jene  GrOssengattung  xur  AoGohauung  bringt,  and 
tlie  Rechnungsregeln  fflr  dieselben  naturgemUss  aus  Raumbetrochtungen  sidi 
ergeben,  so  werden  wir  auch  diese  neuen  Grüssen  als  unmittulbar  durch  Ab- 
atraction  ans  der  Eracheinungswelt  entnommen  betrachten  und  in  der  oben  an- 
gedenteten  Weise  die  Berechtigung  ihrer  Einführung  in  die  Arithmetik,  lowi« 
die  EtechnungBregoln,  welche  sie  befolgen,  begrSndon  kOnnon. 
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Grösse  in  eiuer  nach  der  obigen  UetSuition  auf<restellteu  Gröasenretho 
ri*|iriLseutirt  sein.  Zieheii  wir  jedoch  nicht  bloes  die  Länge  dieser" 
Htücke,  sondern  auch  die  Richtung  derselben,  von  dem  festen  Änfitugs- 
|iunkt<r  ans  genommen,  in  Betracht,  eo  werden  sieh  gleiche  Stücke 
za  beidfn  Seiten  offenbar  nicht  mehr  als  dieselbe  Grosse  einer  Reihe 
ilaretellen  lassen,  nnd  es  wird  sich  fragen,  wie  jetzt,  wo  Relationen 
zwischen  je  zwei  Substanzen  das  gezUhlto  sind,  eine  arithmetische 
Ours teil nngs weise  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir  eine  Linie, 
deren  Länge  a  ist,  wenn  diese  nach  der  Richtung  hin  liegt,  nach 
welcher  wir  die  ursprüngliche  Grüsseureihe  entstehen  lassen,  jetzt, 
wo  als  zweites  Merkmal  die  Richtung  in  Betracht  gezogen  wird, 
kurz  durch  a,  die  Linie  von  derselben  Länge  nach  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  hin  genommen  mit  (»),  bo  wird  mau,  um  in 
arithmetischer  Form  Beziehungeu  zwischen  a  und  (a)  zu  erhalten, 
iiiu  der  reinen  Raumanschanuug  unmittelbar  ersichtliche  geometrische 
£igeusehafteu  aufsuchen  müssen,  welche  die  aritlunetischen  Gesetze 
jener  Grössen  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  erweitern  wir  den  Begriff 
der  vorher  dL'finirten  Summe  dahin,  dass  die  Summe  zweier  Linien 
die  Entfernung  desjenigen  Punktes  vom  festen  Anfangspunkte  be- 
deate,  zu  welchem  man  gelangt,  wenn  man  die  beiden  gegebeneu 
Linien  nach  einander  ihrer  Lunge  und  Richtung  nach  durchlauft. 
Es  folgt  aus  dieser  Definition  unmittelbar,  doss,  wenn  man  das  Zel- 
clie«  -\-  für  tlit!  geometrische  Addition  braucht  (worin  auch  das  fttr 
ilie  arithmetische  Addition  der  früher  deänirt«n  Grössen  gebrauchte 
eatL&lten  ist)  für 

OA  =  a,    AB=  ib)    und    6  <  o 

Fig.  1. 

e- — 3#-  J»' e ^ J — rf- 

o  +  (t)  =  OB  =  a~h 
ist,   wo  dos  Minnszeiclien  auf  der  rechten  Seite  im  Sinne  der  früher 
iloßnirten   SuhtnicÜon  aufzufassen   ist;    ist   dagegen  Alf  =  {b)   und 
I>  >■  tt,  so  wird 

a-\-{b)^Oir  =  ib~<,), 

und  «benso,  wenn  OÄ'=(n),  AB  =  V  und  ?/<«'  ist, 

(„■)  +  ft'=OB'  =  (o'-A-l, 
dagegen,  wenn  OA ^^  (a),  A'JS"=^  h'  nnd  b'  >  a    ist,  ^^H 

(tf)  +  i'  =  0B"=  h  -  «',  ^H 

entllich  wenn  OA:={a),  A'C'=  (c'),  ^^H 

(a')  +  {0  =  '>f-=(«'+c'); 
woraus  unmittelbar  zu  ersehen  ist,  dass,  wo  nach  denselben  uder 
nnch  entgegengesetzten  Seiten  gerichtete  Linien  additiv  mit  einander 
verlMmden  sind,   mau  jederzeit  zu   dem   richtigen  Resultate  gelangt, 
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wenn  mau  alle  nach  der  einen  Seite  gerichtete  Strecken  mit 
Zeichen  +,  die  nach  der  putgegeugesetzten  Seite  gerichteten  ( 
dem  Zeichen  —  behaftet  and  in  der  additiven  Zusammenstelllll 
diese  Zeichen  als  Operations^^eicheu  zwischen  den  Grossen ,  die  aie 
verbinden,  in  dem  früheren  Sinne  auffasat,  wobei  nur  noch  die  ans 
den  obigen  Gleichungen  unmittelbar  sich  ergebende  Rechnungsregel 
hinzukommt,  dass,  wenn  die  zusammengestellten  Grössen  dasselbe 
Zeichen  haben,  das  E^sultat  der  Addition  erhalten  wird,  wenn  man 
die  absoluten  Grössen  addirt  und  dem  Resultat  das  gemeinsame  Vor- 
zeichen gieht,  während  bei  entgegengesetztem  Zeichen  die  kleinere 
der  absoluten  Zahlen  von  der  grösseren  -abzuziehen  und  das  Ilesultat 
mit  dem  Vorzeichen  der  grösseren  zu  versehen  ist.  Somit  ist  eine 
neue  Gattung  benannter  Grossen,  unmittelbar  aus  der  Rauman- 
schauung hergenommen,  in  die  Arithmetik  eingeführt,  und  wenn 
man  noch  bemerkt,  dass  wir  zu  Ühnlichen  Relationen  in  Bezug  auf 
früher  definirte  Grössen  und  zu  denselben  Gesetzen  auch  durch  die 
lieobachtung  unendlich  vieler  anderer  Eigenschaften  und  Beziehungen 
als  der  Länge  und  Richtung  geradUniger  Strecken  gelangen  könn- 
ten, 80  wird  die  Reihe  der  mit  dem  —  Zeichen  versehenen  unbenanu- 
ten  Zahlen  in  der  That  als  eine  neue  Gattung  unbenauuter  arith- 
metischer Grössen  aufzufassen  sein.  Um  nun  för  diese  neue  Art  von 
Grössen  sowohl  unter  eümnder  als  auch  verbunden  mit  dun  früher 
definirten  eine  Multiphcation  festzustellen,  erweitern  wir  die  vorher 
für  diese  Uperatiou  gegebene  Definition  und  lassen  wieder,  indem 
wir  uns  —  n  so  aus  der  positiven  Einheit  entstanden  denken,  dasa 
man  dem  a  fachen  Werthe  der  letzteren  das  entgegengesetute  Vor- 
zeichen giebt,  das  Product  aus  dem  einen  Factor  ao  entstehen,  wie 
der  andere  ans  der  positiven  2i]inheit  entstunden  ist;  ehie  Definition 
des  Productes,  welche  die  früher  für  positive  Zahlen  gegebene  in  steh 
achliesat,  dasselbe  eindeutig  bestimmt  und,  was  keiner  weiteren  Aus- 
führung bedarf,  die  Multiplicationsregeln  für  positive  und  negative 
Zahlen  unmittelbar  liefert. 

Wie  wir  von  der  erweiterten  Definition  der  geometrischen  AdtH- 
timt  ausgebend  durch  Äbstraction  von  der  speciellen  Raumanscbauuwg 
zur  Reihe  der  negativen  Zahlen  gelangt  sind,  so  wird  die  Definition 
der  geometrischen  Multiplication  der  Reihe  der  imaginären  (com- 
plesen)   Zahlen  ihre   Entstehung  geben.*)     Lasatn  wir  nSmlich   als 

*)  Wollte  mau  von  rein  ariUimetüicbem  Stundpuakte  aus  zu  weiteren  neuen 
ZabJeugattungen  gelaugcn,  so  würde  man,  wie  früher  darch  AuBdchhuDg  der 
tiubtractioD  auf  FiUle,  in  denen  der  Subtrahend  den  Minuend  übertrnf,  die  ne- 
gativen Grössen  eingeführt  wurden,  jetzt  durch  Auadehnmig  der  Mnltipliuatiou 
ftuf  die  Fülle,  in  denen  dag  Quadrat  einer  GrOBao  eiuen  negativan  Wertb  an- 
nimmt, und  durch  die  FestaetKUng,  iIiuh  die  für  positive  gannu  Znblun  gillligen 
ItechnungEiegcIn  aucli  fdr  die  iicne  nrllMengattnog  bestehen  bloibeu,  sii  dea 
ituagiuHren  Zuhlen  gelangen. 
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Delinjtiou  tl«s  geometrischen  Productes  zweier  vom  Nullpunkt;  aus- 
gttbciiden,  iti  Länge  nnd  Richtuug  v ergeh iedenen  und  iu  einer  durch 
die  Fnndanicntnllimc  gelegten  Ebene  befiudlicheu  Linien  die  Idon- 
tität  mit  einer  Linie  gelten,  welche  durch  Vervielfditiguug  der  ahao- 
lulen  lÄngu  und  Drehung  um  einen  Winkel  so  aus  dem  einen  Factor 
uotfUiideu  ist,  wie  der  andere  aus  der  positiven  Liingeneiubeit  — 
«iw  De&iidon  der  Multiplication,  welche  die  früher  gegebenen  iu 
sich  scIlliesBt,  —  so  wird  es  sich  fragen,  wie  sich,  weun  wir  una  auf 
«oflT  Geraden  von  einem  festen  Punkte  0  ans  uach  rechts  hin  die 
poiitive,  nach  links  die  nega-  p-     ^ 

the   Läügeneiuheit    aufgetra-  j 

gen  ilpuken,  die  der  absolnten  { 

Länge  lisch  der  Einheit  gleiche  Lj" 

StTttke  der  Lilnge   und  Rich- 

hiug  nach    ausdrückt ,    wenn   j^ 

diew   Richtung    dadurch    be-  '■* 

»timmt   wird,    daas   man    von 

der  Fnndamentallinie   iu   die- 

•olbft  durch  eine  einen  rechten 

Winkel    betragende    Drehung 

KcloDgen  soll,  welche  für  einen  auf  der  Ebene  stehenden   und   nach 

der  positiven  Seite    der  Fundamentallinie   hin    sehenden   Beobachter 

Ton  der  rechten  zur  linken  vor  sich  geht. 

Sei  nun  (1)  der  gesuchte  Ausdruck  für  die  l<ungeneinheit  iu  jener 
Richtung,  so  wird  offenbar  —  1  so  aus  (1)  entstehen,  wie  (1)  aus 
•f- 1  etitetundeu  ist,  d.  h.  aber  nach  der  Definition  des  geometrischen 
Prodactes  nichts  anderes,  als  dass  —  1  dem  Produc:te  ans  (1)  in  (I) 
äquivalent  ist,  oder  indem  wir  uns  dci^  Multipücationszeichens  bedie- 
,  (lau 

-i  =  (n.(i) 

bezeichnet  man  nun  den  rcellett  Zahlen  analog  (wie  die  vorher 
besprochenen  positiven  und  negativen  Zahlen  im  Gegensat/  zu  den 
'ifitxi  XU  definirenden  genannt  werden)  die  Zahl,  die  mit  sich  selbst 
niltipUcirt  —  I  giebt,  mit  y' —  1  =  »",  so  ist  i  der  Ausdruck  für  die 
af  der  nach  oben  gerichteten,  zur  FuDdamcntalllnio  senkrecht  ste- 
eaden  Linie  aafgetragene  Läugeueinlieit  und  daher  —  i  der  fdr  die 
of  der  entgegengesetzten  ?eite  befindliche  Einheit.  PUr  jede  andere 
1  der  positiven  Ordiuatenrichtung  gelegene  Linie  a  folgt  aber  un- 
üitelbor,  dass,  weil  (a)  aus  a  entsteht,  wie  t  aus  1, 

li,  wu  die  Bedeutung  des  Multiplicationszcichens  zwischen  a  und  t 
1  d«ai  angegebeneu  8inne  aufzufasseti  ist.  Wird  endlich  die  Linie 
auf  einer  bcliebigeir  durch  0  gehenden  Richtung  aufgetragen   so. 
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lässt  sich  diese  durch  Beibehaltung  der  früher  aufgestellten  Definition 
der  geometrischen  Summe,  auch  der  Länge  und  Richtung  nach  aus- 
drücken; indem  man  sowohl  längs  OA  als  auch  auf  dem  Wege  OBA 
von  0  nach  A  gelangt  und  somit 

findet,  wenn  OB  =  a,  BA  =  h  gesetzt  wird,  wobei  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar  einleuch- 


Fig.  3. 


&^^ 


a 


unmittelbar 


tet,  wie  das  Summenzeichen 
zwischen  dem  reellen  Theile  a 
und  dem  imaginären  Theile  6  i 
^  der  complexen  Grösse  a  -j-  hi 
geometrisch  zu  deuten  ist.  Be- 
^  zeichnet  man  den  Winkel,  wel- 
chen OA  =  r  mit  der  positi- 
ven Richtung  der  Fundamen- 
tallinie macht,  mit  <p,  so  er- 
giebt  sich  aus 

b  =  r  sin  <p 


a  =  r  cos  (f , 

(OA)  =  r  (cos  9  +  i  sin  (p), 


worin 


r  =  }/a^¥ 


cos  tp  = 


a 


sm  (f  = 


ist,  und  die  Quadratwurzel  als  absolute  Länge  jener  Linie  mit  posi- 
tivem Zeichen  zu  nehmen  ist;  r  wird  der  Modul  oder  der  absolute 
Betrag  jener  complexen  Grösse,  (p  die  Amplitude  derselben  genannt. 

Abstrahiren  wir  wiederum  von  der  speciellen  Raumanschauung, 
so  wird  uns  eine  neue  Gattung  von  Grössen  von  der  Form  a  -f-  hi 
geliefert,  die  aus  zwei  in  Bezug  auf  die  Addition  unter  einander  irre- 
ductiblen  Einheiten  1  und  i  bestehen  und  die  positiven  und  negativen 
reellen  Zahlen  als  specielle  Fälle  unter  sich  enthalten.  Es  wird  somit 
die  Berechtigung  der  Einführung  jener  Grössen  in  die  reine  Arith- 
metik unzweifelhaft  sein,  wenn  wir  nachweisen  können,  dass  die  für 
complexe  Zahlen  aus  der  geometrischen  Anschauung  mit  Hülfe  der 
oben  erweiterten  Definition  der  Addition  und  Multiplication  sich  er- 
gebenden Rechnungsregeln  genau  mit  den  für  positive  ganze  Zahlen 
aufgestellten  übereinstimmen. 

Nun  wird  aber  die  Summe  der  beiden  durch  die  complexen 
Grössen 

m 

repnisentirten  Linien  nach  dem  Obigen  durch  eine  Gerade  dargestellt, 
welche  den  Anfangspunkt  mit  demjenigen  Punkte  C  verbindet,   zu 


Herlcitang  der  reellen  nud  imaginären  Zahlen  und  der  für  dieselben  etc.    7 

welchem  man  gelangt;  wenn  man  nach  einander  die  Strecken  {OÄ) 
und  {OB)  oder  (ÄC)  der  Länge  und  Richtung  nach  zurücklegt,  und 
da^  wie  unmittelbar  aus  der  Figur  zu  ersehen, 

(OC)  =  X+^    g  +  i(y  +  ^) 

als  Diagonale  des  von  den  gegebenen  Linien  gebildeten  Parallelo- 
gramms ist,  so  folgt;   dass  complexe  Grössen  addirt  werden,  indem 

Fig.  4. 


man  ihre  reellen  und  rein  imaginären  Theilc  für  sich  zusammenfasst, 
und  ferner,  dass  der  absolute  Betrag  einer  Summe  zweier  complexen 
Grossen,  nämlich  OC,  kleiner  ist  als  die  Summe  der  absoluten  Be- 
trage der  einzelnen  Grössen  OÄ  und  OB.  Die  Ausdehnung  auf 
die  Summation  einer  beliebigen  Anzahl  von  Linien  oder  complexen 
Grössen  ergiebt  sich  von  selbst  und  führt  zu  (OB)  als  Summe  von 
{OÄ)y  (OB),  (OC)  und  (OB)  vermöge  der  aus  der  Figur  unmittelbar 
ersichtlichen  ConstructioU;  indem  man  AB  =  OB,  BC'=^  OC  und 

Fig.  5. 


D 

r 


c 

\ 

\ 


/ 


j> 


c 


/  y 


y 


B 


\3' 


/ 


y 


A 


endlich  C'B  =  OB  macht;  ebenso  bedarf  die  Regel  von  der  Sub- 
traction  complexer  Grössen  nach  dem  Obigen  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. 
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Sind  ferner  zwei  complexe  Grössen 

{0  A)  =z  X  -{-  yi  =  r  (cos  a  -{-  i  sin  a) 
{OB)  =  g  -j-  i^i  =  p  (cos  a  -\-  i  sin  a) 

mit  einander  zu  multipliciren,   so  wird   als  Product  nach  der  früher 
gegebenen  Definition  der  Multiplication  eine  complexe  Grösse 

{OC)  =  X+Yi  =  JB(cos  A  +  i  sin  A) 

zu  construiren  sein,  welche  ebenso  aus  {OB)  entstanden  ist  wie  {OA) 
aus   der  positiven  Einheit.     Sei  nun   OE  =  -\-  \y  so  ist  {OA)  aus 

Fig.  6. 


/. 


H^- 


^B 


f 

/ 


OE  durch  Drehung  um  den  Winkel  a  und  Vervielfältigung  der  ab' 
soluten  Längeneinheit  um  das  r fache  hervorgegangen;  es  wird  somit 
auch  {OB)  um  den  Winkel  a  zu  drehen  und  der  absolute  Betrag  in 
den  r  fachen  zu  verwandeln  sein,  so  dass 

{OC)  =  X+  Yi  =  TQ  [cos  (a  +  «)  +  i  sin  (a  +  «)] 
oder 

r  (cosa  4"  *  sina)  x  q  (cos«  +  i  sin«)  =  vq  [cos  (a  +  «)  +  isin  (a  +  cf)j 

wird,  d.  h.  es  ist  bei  der  Multiplication  complexer  Grössen  eine  jede 
derselben  als  ein  Binom  aufzufassen  und  die  Multiplication  nach  den 
für  reelle  Binome  aufgestellten  Rechnungsregeln  auszuführen.  Zu 
gleicher  Zeit  folgt  aber  aus  der  obigen  Gleichung,  dass  der  absolute 
Betrag  eines  Productes  complexer  Grössen  dem  Producte  der  abso- 
luten Beträge  der  einzelnen  Grössen  gleich  ist,  und  aus  der  Figur 
erhellt,  dass  das  aus  dem  Producte  und  dem  einen  Factor  gebildete 
Dreiecjc  dem  aus  dem  anderen  Factor  und  der  Einheit  gebildeten 
ähnlich  ist. 

Die  Regel  für  die  Division  complexer  Grössen  ergiebt  sich  hieraus 
unmittelbar  in  der  Form 

r  (cos  a  +  t  sin  a)         r   r        /  \     i     •    •     /  \t 

Q  (cos  a  +  »  Bin  a)         Q  ^  ^ 

während  die  positive  und  die  negative  ganzzahlige  Potenz  einer  sol- 
chen Grösse  durch  die  Gleichungen 


Uerlcitung  der  roollon  unil 

[r  (cos  a  -|-  i  siu  a)]' 
mid 


bestimmt  ist. 
Dcfinirt  t 


(rlcoa«  4"  1  sina)]' 
endlich  die  h"  Wurzel 
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"  (_C0B  »Jö  +  i  aiu  »i«) 

—  (cos  mit  —  ('  siu  J«n) 
•1  +  Bi,  welche  durch 


yA  -f  Bi  =  (.-1  +  Bi)-  =  [r  (C03O  -f  »  siu  «)]" 
bezeictuiet  wird,  als  diejenige  coniplexe  Zahl 
X  =  Q  (cos  «  -f-  i  sin  «1 , 
welche  in  die  »'•  Poteuz  erhoben  A  -\-  Bi  giebt,  so  folgt 

Q»  (cos  na  -}-  i  sin  na)  =  r  (cos  n  -f-  t  sin  <f) 
oder 

p'  coena  =  r  cos  a,        p"  üana  =  r  aina, 

oder  wie  durch  Quadrirung  iiud  A.d()itiuii  der  Gleichacgeii  ersicht- 
lich ial, 

■      .-K    ■.-"+„"•■-, 

woriu  t  eine  heliebige  gouze  iijihl  Ijedeutet.  Der  aich  hieraus  für  x 
er^gebeiide  Ausdruck  lantet 

z  =  f »  (^cos  --T  +  »  am  —^ ) 

and  HiDiuit  offenbar  ii  nnd  nur  «  vom  einander  verschiedene  Weitlie 
an,  die  man  säainitüch  erhitlt,  wenji  mau  k  dio  Beibo  der  Zahlen 

0,   1,  2,  .   .  .  «  -  1 
durchlaufeu   lUest.     Da  aber  für  r  =  I  und  »  =  0  uadi  der  obigen 
Fonnol 

-wird,  welche  n  Wcrthe  die  «'■"  Einheitswurieln  genannt  werden,  und 
der  oben  iiufgestellte  rilgemeine  Ausdruck  für  x  sich  auch  in  diu 
Komi  setzen  lÜsst 


<  folgt 


c  =  r'  y:i>ä      +  '  ^'^     }  (jCos     —  -j-  f  sin  j, 


|r(co6n  - 


aa)]-~ 


'  (cos  "  -f  jsin  ")  p'l, 


wurin  unter  r'  der  eindeutig  bestimmte  reoUo  positive  Wcrth  der  n"' 
Wnrzel  aus  r  veratiinden  ist. 

Naclulem  aatt  der  Herleituiig  der  coiiijdexen  /»bleu  bei  gehö- 
riger Ausdehnung  der  Definitionen  der  einzelnen  KechnungBopem- 
tioncD  die  Berechtigung  entnommen  worden,  mit  denselben  nadi  den 
für    iHnitive   gause    Zahlen    nufgestellttfu    Uechnuugsregcin    su    ver- 
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fuhreu  und  dieselben  somit  als  eine  neue  Zahleogattnttg  in  die  i 
Aritbmeblc  einfuhren  zu  dürfe«,  mag  noch  biuzugeftigt  werden,  dasa 
ebenso,  wie  man  die  positiTen  und  negativen  Zahlen  durch  Punkte 
auf  der  Fundamentallinie  repräsentiren  kann,  welche  die  Endpaukte 
der  entsprechenden  Strecken  bilden,  und  umgekehrt  diese  Punkte 
eindeutig  durch  die  reellen  Zahlen  dargestellt  werden,  man  auf  Grund 
der  vorher  besprochenen  arithmetischen  Darstellungsweise  einer  der 
lättge  und  Richtung  nach  fest  bestimmten,  in  der  Fundamental  ebene 
vom  Anfangspunkte  aus  sich  erstreckenden  Linie  jeder  complexcn 
Grösse  den  Punkt  der  Ebene  zuordnen  kann,  welcher  den  Endpunkt 
der  entsprechenden  Linie  bildet,  und  daas  umgekehrt  jedem  Punkta 
eine  bestimmte  complexe  Zahl  zugehört. 

Es  liegt  nun  endlich  uooh  nahe,  zu  untL-isuchen,  ob  die  Darstellung 
einer  vom  Anfangspunkt  ausgehe udeii,  aber  nicht  in  der  bisher  be- 
trachteten Ebene  gelegenen  Linie,  wenn  dieselbe  als  Function  der 
Lriugc,  des  WinkeU,  welchen  die  Projection  derselben  auf  die  Fando- 
mentalebcne  mit  der  Fundamcntallinie  macht,  und  endlieb  des  mit 
der  Vcrticalen  zur  Fundamentalebene  gebildeten  Winkels  aufgefasst 
wird,  einer  neuen  Gattung  arithmetischer  Grössen  ihre  Entstehung 
giebt.  Indem  wir  die  oben  aufgestellte  De&nition  der  geometrischen 
äunune  festhalten,  wird,  wenn  die  auf  der  Verticaleu  zur  i-'undamen- 
taleboue  aufgetragene  Längeneinheit,  als  Function  ihrer  Länge  und 
Loge  aufgefasst,  mit  i'  bezeichnet  wird,  der  Ausdruck  jener  Linie 
a  +  ffi-i-  ci 

sein,  wenn  c  das  vom  Endpunkte  der  Linie  auf  die  Fundamentalebene 
gefällte  Perpendikel  und  (t  und  h  die  Cuurdinaten  des  Fusspunktes 
dieses  Perpendikels  bedeuten,  während  1,  /,  i"  in  Bezug  auf  die  Addi- 
tion irreductihle  Einheiten  sind,  d.  h.  Einheiten,  zwischen  denen 
keine  homogene  lineare  Kclntion  mit  reelleu  Coefficienten  besteht, 
da  oSeubar  die  aus  den  drei  Componentcu  zusammengesetzte  Strecke 
nie  den  Wertb  Null  annehmen  kann,  wenn  nicht  jede  dieser  Comj»- 
ueoten  verschwinde!  Sollen  nun  Grössen  dieser  Art  eine  Einfüh- 
rung iu  die  reine  Arithmetik  gestatten,  so  muss  die  Reclinung  mit 
ilineu  nach  den  fflr  die  bereits  behandelten  Zahlen  aufgestellten  Kecb' 
nungaregeln  —  indem  wir  die  Gfiltigkeit  gemeinsamer  Kechuungs- 
rogeln  für  alle  arithmetiscbeu  Grössen  als  eine  nothweudig  zu  erfdl- 
lende  UedJugung  festhalten  —  zu  Resultaten  fuhren,  welche  nicht 
den  für  reelle  und  complexe  imaginiire  Zahlen  gefuudeneu  llaupt- 
HÜtzeu  der  Arithmetik  widersprechen,  und  es  müssen  somit  auch  zwei 
Zahlen  derselben  Gattung,  nach  den  Regeln  für  mehrgliedrige  Aus- 
drücke mit  einander  multiplieirt,  eine  Zahl  derselben  Gattung  liefern, 
welch«  nicht  verschwinden  kann;  wenn  nicht  einer  der  Factoren  Null 
wird.     Da  aber  nach  der  oben  gemachten  Annahme 


'^ 


Ilcrkitung  ilor  reollcn  unü  imaginnrcD  Zulilcn  tiud  (tor  für  dieselben  etc.  1 1 


^(»..  +  Pi'  +  P;-»'. 


ist,  wutiu 


poeitive    oder   negative  Zahlen   oder  Null    bedeuten,    so  wird   dunJi 
funnellt!  Äusfülirung  der  Multiplicntioii  zweier  Urössen  dieser  tiutluug 

K +  fl,i +  «,*■■)  («,.+  nr,i  +  «,i-) 

+  »K«ü  +  K  +  «iPi  +o,T,)«, +(aiT, +ajff,)ix.,| 

+  '"  [«. ««  +  (« I P.  +  «1  *i)  «j  +  U'«  +  «,  f 'j  +  öj  ff^)  «d  •) 

sriii,  und  dns  Prodact  wird  verschwinde Uj  wenn  mnn  die  reellen  Zuhlcn 

"ai   "ii   "vi   "uj   "h   "; 
SO  wühlen  kann,  das»  die  Ulcichuugen 

"««n  +(«,P,i  -f  «.O«,  +(«,r„ +  «,«„)«.,,  =.) 

«,«,  +  (a,  Q,  +  a,T,)«,  +  (ö„  +  a,r,,  +  rt,ö,)«;  =  0 
befinedigt  werden,  oder  dass  die  Detemiiuuuto 

I    '^n     <^i9o  +  "a'^o  "i^u  +  "i<^o  I 

I    «1     ö,.  +  «I  Pi  +  "■■^1     ai^i+fla«!  I 

verschwindet'.  Du  dieselbe  aber  aU  humogene  iMincHon  drittt'n  Gra- 
ilra  in  «fl,  ß, ,  «j  rOr  jede  beliebige  Wahl  <lvr  (irIJSKeu  p,,,  p, .  p,^, 
Og,  ff,,  ff.j,  T|,,  T,,  Tj  zu  jedem  reellen  Werthesjstoni  von  «,  und  «j 
uiindestviis  einen  reeller  Wertli  von  (i,,  liefert,  und  sich  für  die  so 
(felniffene  Wahl  von  «„,  h,,  Hj  aiieh  ein  reelles  System  von  WerÜien 
nir  ilii- Grössen  (Eg,  «,,  Kj  ergieht,  so  folgt,  dass  i'Ur  reelle,  endliche 
•Veithe  der  (irüssen  a„,  a,,  a^,  a^,  «,,  ff,  das  l'ruducl 

(««  +  "i'  +  Oit)  K  +  ff,i  +  asi) 
Tuischwinden    kann,    was  jedoch  der  für  reelle  Zahlen    bestehenden 
fJfunJregel  widerst  reitet,  dass  ein  Proclnct  nnr  dann  den  Werlh  Null 
«mimmt.  wenn  einer  der  Fucloren  verschwindet.**! 


«•nn^Molit  wird,  •nevrn  c  uml  c,  <wi'i  ilor  olpigoii  Kiiilii-iteii,  w 

**!  Wrndcl  man  die  oben  bemttiteD  Si^lililese  unf  dae  l'roJui 
plani  imagiuaren  Zahlen 

*",  lu  erliilt  iii.in  aIb  Deilingung  daffir,  diwa  dnaaelt'O  vcrsrliwind 


«„•+«,•=0. 
«•(chn  ach  nnr  durch  ,i„~a,B.D  erfnilen  liUbt,  so   das»  von  coni]ilc<x<} 
Rui^'n  suhlen  die  üben  nuagesprochene  (irundrogul  liel'olgt  wiid. 


12  Erste  Vorleßüng. 

Somit  ist  ersichtlich;  dass  diese  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimen- 
sionen nicht  in  der  reinen  Arithmetik  zulässige  Grossengattimgen 
liefern  kann,  wenn  wir  als  Bedingung  der  Zulässigkeit  die  feststellen, 
dass  die  für  reelle  Zahlen  gültigen  Rechnungsregeln  auch  für  die 
andern  Zahlengattungen  bestehen  bleiben;  und  dass  daher  für  die 
Punkte  im  Räume  nicht  ähnliche  Repräsentanten  existiren,  welche 
arithmetische  Grössen  bedeuten,  wie  wir  sie  für  die  Punkte  der  Fun- 
damentalebene in  den  complexen  imaginären  Zahlen  oben  kennen 
gelernt  haben. 


Ziveite  Vorlesung. 

Definition  der  FunctiODen  complexer   Variaboln  und  Aufstellung 
der  für  dieselben  ohar  akter  Istischen  Bedingungsgleichungen. 

Weuii  luiiu  mit  x  eine  GrSßBe  bezeichnet,  welche  nach  uud  noch 
alle  niöglicheii  Werthe  aonimmt,  deren  jedem  je  ein  oder  mehrere 
Werthe  einer  andern  reellen  Grosse  y,  welche  sich  mit  x  ändert, 
entspredieii,  ao  wird  t/  eine  reelle  Function  der  reellen  Variabeln  x 
genannt«  und  wenn,  während  x  alle  zwisclien  zwei  festen  Gränzen 
gelegenen  Werthe  stetig  durchlüiift,  auch  y  eich  stetig  ändert*),  so 
beii«t  jene  Function  innerhalb  dieses  Intervatles  stetig  oder  continiiir- 
lich.  Die  Betrachtung  der  den  unendlich  kleineu  lucremeuteu  der 
luuiljliingigeii  reellen  Variabein  entsprechen  den  Fun  ctional  Verände- 
rungen bildet  den  Gegeustand  der  hiünitesimalrecliiuiug,  deren  Haiipt- 
lebren  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  und  es  mag  nur 
erwüfant  werden,  daas  die  Einleitung  zur  Lehre  vom  Unendlich-Kleinen 
UBd  ü  neu  dl  ich-G  rossen  der  Fundamcntalsatz  bildet,  dass  jeder  Func- 
tion einer  reelleu  Variabein  auch  wirklich  ein  Uill'eretitialquotient 
xQgchüre,  d.  h.  dass  das  Verhältuiss  der  Incrementc  der  Fuuction 
und  der  Variabeln  nur  in  einzelnen  Puuktt-n  einer  endlichen  Strecke 
nnendlich  oder  Null  oder  durch  endliche  Spriinge  unstetig  sein  könne, 
im  Cebrigen  jeduch  einen  von  dem  unendlich  kleinen  Zuwachs  der 
Vonaboln  unubbüuglgcn  endlieben  Wertb  habe,  wenn  nicht  die  Func- 
ttoa  selbst  innerhalb  jener  Strecke  beständig  nnendlich  oder  coustant 
ist,  iMler  innerhalb  eines  emilichen  Inlervalles  unendlich  viele  Maxioia 
und  Uiiiinia  oder  auch  eudbch  auf  einer  noch  so  kleinen  Strecke 
jenes  Bereiches  eudliche 'Stetigkeitsaprünge  besitzt.**)    War  nun  auch 


*}  d.  b.  uacli  Her  DeGnition  der  Stetigkeit  einer  Function,  wenn  Biob  ein 
Hacb  uocb  m  Ueinor  ZawachB  S  des  x  angehen  läait,  ao  beschaffen,  ilaaa  diu 
tmffebüng«  IncreuiL'Tit  der  y  kleiner  ist  als  i^ine  beliebig  klein  gegeheiie  ÜrOsse, 
fuitl  dal  Inciement  unter  dieBer  Gränze  bleibt,  nenn  S  positiv  oJer  negativ 
Kcnonunen  nucli  unter  den  gefundeneu  Werth  erniedrigt  wird. 

**)  Et  wird  de«  Folgenden  wegeD  nicht  fibertliiiiaig  tteiu,  durch  eine  kurze 
Bebjuiiltiitig  ditt  von  Hieuianii  für  diese  Art  von  Functionen  gegebenen  t!ci- 
•|iiel>  die  Mutur  dbver  Unatetigkeitua  lu  erlüuteru. 
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die  Definition  von  y  als  Function  von  x  unabhängig  von  jeder  ana- 
lytischen Formel,  die  zwischen  y  und  x  besteht,  gegeben  und  von 
einer  Herleitung  der  Functionalwerthe,  die  willkührlich  den  Werthen 
der  unahängigen  Variabein  zugeordnet  werden  sollten,  aus  einem  all- 
gemeinen,  in  Operationszeichen  darstellbaren  analytischen  Ausdrucke 

Die  durch  den  Ausdruck 

f(^\       (^^  JL  ('^^^    ,    (3  a:)  V    (^^^ 


fl  —  1  j  •  •  •  00 

dcfinirte  Function  der  reellen  Variabein  ar,  in  welcher  (naj)  den  üeberschuss 
von  nx  über  die  ihm  am  nächsten  liegende  (grössere  oder  kleinere)  ganze  Zahl 
bedeutet  und  den  Werth  Null  haben  soll,  wenn  es  der  Mittelwerth  zweier  auf 
einanderfolgender  ganzen  Zahlen  ist,  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  für  jedes  x  einen 
bestimmten  endlichen  Functionalwerth  annehmen,  weil  die  Eeihe 

1   ^  4  ~  9  ~ 

eine  convergente  und  (n  rr)  seinem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  die  Einheit 
ist.  Bezeichnet  nun  p  eine  ganze  ungrade  und  n  eine  ganze  zu  p  relativ  prirae 
Zahl,  dann  wird  mit  Beachtung  der  oben  für  (na;)  aufgestellten  Definition 

(JP\     C}1\  l^!}L-z3lti      l^J!L±J^Jt\  A^n—  i)i)\ 

flJ^^      V2w/       \2«/  V       2n      /       V       2n      /,  \       2n       / 

'\2n/^    1     +'4—'  r-    (^_|)2     -r     (^^jji    t  r    (2n— l)« 

>^      2 n       /  ,   V_      2n       /       \_    2n /    ,  \  2n / 

■^~(2n^l)«     "^  •"     (3n-l)«     "^     (3n  +  l)«     "^  •"     (4n  —  1)« 

/(^n  +  Uj)\                 /(5n  -  1 ) p\      /5 n+  1)  1> \ 
V       2n       /    ,          ,    V   __-"_   /   ■   V       2h       / 
"^     (4n  +  i)*     "^  '"     (5n— ij«    "*"    (om  +  1)«'  "^ 

+ " 

sein,  während,  wenn  a  eine  kleine  reelle  Grösse  bedeutet,  der  nach  der  positiven 
oder  negativen  Abscissenlinie  hin  dem  vorigen  benachbarte  Functionalwerth 
durch  den  Ausdruck 

(f +  „)  (("7i)p  +  („_i)„) 

M«  +  +  (2n  —  1)« 

(2w)2  "*"  ■*"  (3n  — 1)« 

(3n)«  "*"  "^  (4n  — ij« 

(4n)«         ^         ^  (5n  — 1)«  ^  (r>n)«  ^ 
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ftb}{f»ehen  worden,  so  wird  doch  aadererseits  in  der  Theorie  der 
Fnurrier'scheu  Reihen  nachgewiesen,  dass  jede  innerhalb  eines  be- 
atimtut»)  Iiit«rvuUeä  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
tinreli  endliche  Sprünge  unstetige  Function  einer  reellen  Variahein, 
die  Blich,  wenn  sie  innerhalb  des  hetracLteten  Intervalles  integratioiis- 
fühig  ist,  in  einzelnen   Punkten   unendlich  gross  werden   darf,   sich 


.e!:- +"»"). 


a  positiv  oder  negutiv  ist, 
fcrthe 


wifil,  JH  narhilcin  a  positiv  oder  negutiv  ist. 
tindon  FoniüonAtweithe 


Ucrflclisiclitigt 


folgt  durcli  Vi Ti^lcic billig   (lf?r 


wiei  mit  Hfilfc  doi 


bckitDDteti   Reihe   für   -— ,    uoter  der  VomuBfiOtziiug,    daes 


«onui  nuinillelljiir  liervorgelit,   dass  fiir  jpdf-ti  ratioiialeu  Wurtli  »on  x,   der  ij 
•Im  khimtiTii  Zuhlen  aiMge drückt  ein  Bruch   mit  dum  gradzabligen  Nei 


2n 


lal,  am  enllicher  Stctigkcitiaprnng  von  dur  tirüsie  — ^  stattfindet,  dusa  jeilach, 

«'tu  Jnrr  negative  nder  iiositivc  üuwuoh«  beim  Gräuiüburgauge  sich  nur  daduruli 
ngali,  dna,  {^  ,]„„  gi>|ciirttoii  Anedrückoti  jaiier  eiiizeluen  Urüulie  der  Nenner 
OK  gnd«  2ahl  war,  filr  alle  andern  x  die  tileiclitnig 

lim  /-(a:  +  o)  =  lim  /'{x  -  a)  =  flj:} 
*WtBat  d.  k.  die  Function  eonUnuirlicIi  bt.  Da  man  aber  iwiichsn  je  xwd 
DWi  M)  tm^e  (IriliixeD  helieliig  viele  rationulc  Itri'lche  einBvbalt«ii  kouii,  welclie 
m  ilen  klcinitm  Zahlen  ausgedrückt  einen  grudKahligeu  Nenner  halieii,  so  folgt, 
*'*■■  icnn  Fuuction  ilie  KiKeiiHclinft  bat.  itnisetion  iiocli  ho  engen  Gräazen  beliebig 
^  "OD  läntia  emllicbcn  VVerUie  vm  einem  undern  zn  springen,  wobei  jedoch 
«^1  >ii  tieachteu,  data  die  Zahl  der  Sprünge,  deren  Werth  eine  gegebene  GrÖMe 
11>»nUn{l,  in  rim^m  ondlirlien  Intervalle  stets  eine  endliche  ist.    Denn  aol! 


8»' 


>k 


■nJ  iutm  die  Uicbtigkeit  o 
lotttnUe  nur  eine  tjndUeh.i  l 


r  obigen  Belio-uptong,  da  es  in  einem  eudliclieo 
«alil  rationaler  Brüche  giebl,  deren  Nenner  unter 


'^  Pgclieueu  oodlicheu  Uräuzo  liegen;  oircnbar  wird  n 


Zweite  Vorlesung. 

für  jeue  Strecke  dureli  eine  unendliche  trigonometrische  Reihe  bis 
auf  die  Unstetigkeitsstelleu  vollständig  darstellen  lüsst,  und  dass  e» 
somit,  wie  Riemann  sich  ausdrückt,  einerlei  ist,  ob  man  die  Func- 
tion einer  reellen  Variabefu  als  eine  willkiihrlich  festgestellte  Abhän- 
gigkeit zwischen  Kwei  reellen  Grössen  oder  tils  eine  durch  bestimmte 
mathematische  Grössenoperationen  bedingte  deünirt;  beide  Begriffe 
sind  in  Folge  des  oben  erwähnten  Theorems  einander  congruent. 
Wesentlich  anders  jedoch  verhält  es  sich  mit  Functionen  complexer 
Variabein.     Ordnet  man  nämlich  einem  bestimmten  Werthe  von 


.i  +  ji 


I  bestimmten  Werth  von 


fM-u  +  vi 
zu   und  fisirt  für    irgend  einen  unendlich   benachbarteu   Werth  \ 
unabhüngigen    Variabein   den    zugehörigen    unendlich    benachhait 
der  Abhängigen,  so  wird  das  Verhältuiss  der  (ucrementc  dieser  b«i<]i 
Variabein 

ufii) ^ '_    ey^    __ 

~dt  dx  +  'idy 

und  somit  nicht  unabhängig  von  dem  DiÜerential  der  Variabeln  sein, 

indem  es  von  -^  oder  von  der  Richtung  abhängt,  in  welcher  man  die 

Variable  e  sich  ändern  Jässt.    Es  ist  jedoch  aus  der  obigen  Gleichung 


kßancn,  je  kldtior  k  wird,  und  es  werden  Bicb  aoniit  in  einem  lieliebigen  end- 
Uoben  Intervalle  bo  viel  Stetig kcit an nterL rech ungeo  aaffinden  liMBcn,  tJe  mfVB 
will,  wenn  man  nur  diu  (Ir'änxQ,  über  nclcbe  hiuituB  die  jenen  UnBtetijfkeitsat eilen 
xugehOrigen  endlichen  S^irttuge  liegen  aollen.  klein  genug  wählt. 

Um  eine  prUcisere  Vorstellung  von  der  Geiitalt  der  jene  Function  darstellen- 
den Cuive  zu  erhalten,  bemerke  mim,  daaa  jedes  einzelne  Ulied  der  diu  Fiinctioj 
itelinireuden  Ileilic  eine  uuat^tigi;  Function  von  .r  ist,  indem 


je  nachdem  dein  Werth  ut 
-  vermebi'te  ganxe  Zald  i> 


{nx}. 
unendlich  nunig  klein 
,  die  reap,  WertJie  -     u 


unnimmt,  wähl 


es  beim  UeborKL'hreitPii  jenes  Wurtbes  selbst  der  Definition  geinilss  verschw; 
So  werden  die  cineeluen  Glieder  Jener  Eeibe  an  unendlich  vielen  und 
denen  Stellen  endliche  Sprfinge  erleiden,  und  durch  die  Addition  der  i 
Olieder  der  vorangegangenen  Uiitereuchnng  gemEgB  die  Stetigkeitsunterhr« 
■0  (ibereinnnde^eachohcn  werden,  daae,  wenn  uiui  sich  jene  Function  g 
dargestellt  dtmkt,  bti  uijgonauL-r  Betrachtung  innerhalb  einea  gegebenen  e 
chen  Intorvalles  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stetigkeitaunterl>rechungen  » 
merken  irt,  bei  genauerer  Beflichtigung  der  Curve  dagegen  immer  mehr,  : 
immer  kleinero  Sprünge  in  jenem  Intervalle  hervortreten,  oder  daw, 
noch  anders  iiusxnd rücken,  bei  geliOriger  Vergrösaeriuig  beliebig  viel  Stetig)t€ 
Liutorbreeliungeii  von  beliebiger  Kleinheit  »clithar  sein  werden. 


DcfinitiuD  <1c;r  Funtlioticn  tompleier  Varialelii  urnl  Aufatellimg  ttc.       1" 

enscbwu,  <Jhss  daun  und  nur  dann  dtr  Quotient  jeuer  DiUereulia- 
lÜQ  von  rfff  unabtiüagig  sein  wird,  wenn 


aA(ji . 


•S/'W 


(1)  .  . . . 

.,  iin<i  nur  mit  eolclu*n  Äbfiüngigk eilen,  die  Cauchy  mono^OK  FHnc- 
iioMn  gsDannt,  die  wir  jedoch  mit  Iliemann  koraweg  ah  Funefiottm 
Xteienhnen  worden,  wollen  wir  uns  im  Folgenden  bcschÜftigeii,  wenn 
wir  auch  die  Existenz  gewisser  Punkte  und  Linien  der  f-Ebene  zulas- 
in    weither    die    Function   der    Differentialgleichung    (1)    nicht 

') 

ZvHegt  niun  f{£)  in  seinen  reellen,  und  imaginären  TLeil,  so  zer- 
(1)  hl  die  beiden  Differentialgleichungen 
ijji i^=^^J.         ^^  =, ^ 

ider,  wie  ans  noebmaligem  Differentiiren  die 
nach  X  und  y  hervorgeht,  in 
(3)    •  .  • 


beiden   (ileithungen 


ix«  """  e'y' 


Stc'~ 


notfaweadigc  und  binreicheude  Bedingungen  für  den  reellen  und  ima- 
ginären Theit  von  /\t),  wenn  diese  Crosse  eine  Function  der  com- 
plesea  Variabein  z  sein  soll. 

Bevor  wir  iiuii  zur  geometrischen  Interpretation  dieser  Bedin- 
guiig«u  Übergeben,  soll  untersucht  werden,  welche  Bedeutung  diesel- 
ben für  Functionen  zweier  Variabein  x  und  1/  haben,  welche  durch 
«neu  bestimmten  analytischen  Ausdruck  gegeben  sind.  OtFenbar 
wird  die  DoUiweudige  Bedingung  dafär,  dass  in  dem  analytischen 
Aiudracke  die  Variabein  *  und  y  nur  in  der  Verbindung  x-{-yi  vor- 
koOiffieu  sollen,  in  Folge  der  Beziehungen 

rf{x  +  yi)  ^  dfix-lryi) 
't!C  rfu  +  yil 

cfix-^yi)  ^  .  dfix-\-yi* 
t'y  ~J[x  +  yij 

-wieder,  wie  schon  aus  der  obigen  Betrachtung  hervorgeht, 

Sfm^        -  df{i\ 
dy    =*     ci'' 
es  wird   aber  auch  umgekehrt,   wenn   eine  Function  f{x,  ij)  der  Be- 
idiogaiig 

•|  Wenn  iat  PolgenJeii  kntiwog  »on  FuDctionen  innerhalb  gewwser  Gebiete 

j-KbEno  ili«  Rede  ist,  bo  soll  ttcts  die  Gültigkeit  Act  ubigeu  Dilfeveiiiial- 

gieicIiuDg  für  all*'  Punkte   dea    tictrachtetea  BcreicheB   voraiugcaetzt  wcrdeDj 


t  »ich  fuukte  odor  Uni 


u  jenem  Räume  votßnilen,  in  deneu   - 


VW)  dt  nn&bhilngig  iit,   bi>   wird   dies  anadrilcklich  bemerkt,  und    dieise  Potikle 
Lfaum  werden  iiauli  ibren  andut-wtntigen  EigeoscliaRea  cliurnkteriBiirt  wcrdun. 

[aalfikatifft.  r1lii<>    fn<>ct.  3 
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dy  dx 

genügty  vermöge  der  Substitution  z  =  x  -{-  yi  der  Ditferentialquotient 
von 

nach  y  genommen 

MM— ybj/l  —  _i^f^^  —  y^y  y)  \  /^/'(g  — y^  y)\ 

dy  '  '     d{z-  yi)     "^  V         dy         /' 

worin  der  eingeklammerte  Ausdruck  den  partiellen  Diflferentialquo- 
tienten  nach  dem  alleinstehenden  y  bedeutet,  vermöge  der  obigen 
Bedingung  verschwinden,  und  somit  f(z  —  yl,  y)  die  Variable  y  nicht 
mehr  enthalten,  also  in  eine  reine  Function  von  z  übergehen.  Die 
oben  aufgestellten  ßedingungsgleichungen  (l)  oder  (2)  oder  (3)  sind 
daher  zugleich  die  nothivendigeti  und  hmreich enden  Bcdingungf^n  daftir, 
d(iss  ein  analytischer  Ausdruck  von  x  und  y  nur  von  der  Variahein 
X  -\-  yi  dbhängiy  ist     So  genügt  z.  B.  die  Function 


wogen 


fi^'7  y)  =  sina;  \^    ^  —)  +  icoax  \ — - — ) 
vficc,  V)  ■        (e' -  e"  A    ,     .  (e'  +  e'") 


-Sx-      =  <^«^*  V        2      7  -  '^'"^   \       -z       ) 

der  Gleichung  (l)  und  wird  in  der  That  nach  den  später  zu  geben- 
den Definitionen  der  trigocoraetrischen  Functionen  coraplexer  Grössen 
durch  sin  {x  -\-  yi)  dargestellt. 

Wir  gehen  nunmehr    zur   geometrischen   Deutung  jener  Eigen- 
schaft   der    Functionen    complexer    Variabein    über,    nach    welcher 

eine  Grösse  w  eine  Function   von  z  genannt  wird,  wenn  -vj  von  dz 

unabhängig  ist.  Denken  wir  uns  die  complexen  Zahlenwerthe  durch 
Punkte  der  Fundamentalebene  repräsentirt  und  wählen  der  bessern 
Uebersicht  wegen  für  die  z-  und  ^c- Variable  zwei  verschiedene  Ebenen, 
so  wird,  wenn  zweien  dem  Werthe  z  unendlich  benachbarten  Werthen 
z^  und  Zo  der  unabhängigen  Variabein  die  beiden  dem  Werthe  w 
unendlich    benachbarten    Functionalwerthe    w,    und  w.2  entsprechen, 

die  Annalime,   dass   ^—  von  dz  unabhängig  ist,  für  die  sechs  Werthe 

der  Function  und  ihrer  Variabein  die  Beziehung  liefern 

tt'i  —W  Wf  —  w 

Zi  —  z       r,  —  z^ 
oder  unter  der  Voraussetzung,   dass  ^-  in   dem   l)etrachteton   Punkte 

(i  z 

z  weder  Null  noch  unendlich  wird, 
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W2—  w 
Wi  —  w 


Zo—  z 


Zieht  man  nun  zu  wn\^  und  wn\  der  Länge  und  Riclitung  nach  zwei 
Parallelen  durch  0,  so  crliält  man 


IC. 


w  =  W2        w^  —  w  =  W^  j 


"wie  in  ähnlicher  Weise 


^2  —  ^  ==  >f 2 


1  ; 


Fig.  7. 


tr 


/ 


\ 


--WC-  - 


T 


SO    cl»^s  die  obige  Gleichung  in 


Z.2 

z 


1 


übergeht;  construirt  man  ferner  nach  den  in  der  ersten  Vorlesung 
«em achten  Andeutungen  die  Quotienten  der  entsi)rechenden  coraplexen 
^Trossen,  so  erhält  man 

^eiin  für 

OJ=OjJ,  =  1 

**iese  Punkte  durch  die  Bedingungen  definirt  werden 

OW,,:OW,  =  ()W:OJ 
Und  1211  I  II 

-):  W2  0  w,  =  <c  w  0  J 

<^Z20,Z,    =<ZO,J,, 
^  dasR,  weil  aus  W  =  Z 

0  Tr=  0,  Z  und  ^  irO  J  =  <^  ZO,  J, 
^^Igt,  sich  endlich 

0  W2  :  0  TK,  ==  O,  Z,  :  0,  ^, 


und 


o* 
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ergiebt.  Aus  der  Parallelität  und  Gleichheit  der  einzelnen  Linien 
ersieht  man  nun  aber  auch,  dass 

und  . 

ist,  und  dass  daher  die  beiden  unendlich  kleinen  Dreiecke  w^wWy 
und  z^zz^  einander  ähnlich  sind. 

Wetin  man  somit  zu  einem  ebefien  geometrischen  Gebilde  dadurch 
sein  entsjyrechendes  construirt^  dass  man  zu  jedem  Piinite  des  erstem, 
indem  man  demelben  durch  die  zugehörige  complexe  Zahl  darstellt, 
den  rcsidtirenden  Werth  einer  beliebig  vorgelegten  Function  f(z)  als 
den  d^nn  ersteren  entsprechenden  Punkt  fixirt,  so  tvcrden  die  cntsjrrechen- 
den  Gebilde  in  den  Ideinsten  Theilen  ähnlich  sein  (zwei  entsprechemle 
Curven  in  denselben  werden  sich  unter  demselben  Winkel  schneiden), 
die  Punkte  ausgenommen,  in  deneti  die  Ableitung  von  f{z)  verschtvin- 
det  oder  unendlich  gross  wird, 

Suchen  wir  z.  B.  mit  Hülfe  der  oben  betrachteten  Function 

f(z)  =  sin  2^  V-^—)  +  ^  cos  X  y  ""^^     j 

diejenigen  Curven,  welche  einer  in  der  Entfernung  a  zur  X-Achse 
und  einer  in  der  Entfernung  b  zur  Y-Achse  parallelen  Linie  der 
jsr-Ebene  entsprechen,  so  wird,  da  der  reelle  und  imaginäre  Theil  der 
Function  f{z)  die  Coordinaten  X,  Y  des  dem  Punkte  x  -{-  yi  ent- 
sprechenden Punktes  werden  sollen, 

X  =  smx  y — ; j  ,  1  =  coso;  \^ J 

zu  setzen  sein,  und  man  erhält  daher  für  y  =  a 

X  =  sin  a;  \j--^ — )  Y  =  cos  a;  y  ^~ — ) , 

oder  durch  Elimination  von  x 

^ I t =  1 . 


ebenso  ergiebt  sich  f ür  a;  =  6 


und  durch  Elimination  von  y 


X«    _  _3^  ^  . 


sin*  5        cos' 6 

Es  entsprechen  somit  den  zur  a;-Achse  parallelen  Linien  Ellipsen, 
den  zur  y-Achse  parallelen  Hyperbeln,  und  zw.ir  schneiden  sich  nacli 
dem  oben  bewiesenen  allgemeinen  Satze  je  eine  Elhpse  und  eine 
Hyperbel  unter  einem  rechten  Winkel,  da  die  entspredionden  Graden 
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auf  einander  senkrecht  stehen;   duss  dieses  in  der  Tliat  der  Fall  ist; 

geht  daraas    hervor,    dass   jene    Ellipsen    und    Hyperbeln    confocale 

Kegelschnitte  sind. 

Nachdem    nun    die   geometrische  Bedeutung    der  oben  für  jede 

Function  von  z  gefundenen  charakteristischen  Bedingungen 

^M ^v        ^w dv 

dx       dy         dy  dx 

entwickelt  worden,  mag  schliesslich  noch  bemerkt  werden,   dass  aus 
der  Gleichung 

dfiz) dx    '       dx    '    Vy    '      dy^  dx du    ,    .dv 

dz  i   \    '^y  dx  ~^     dx 

uud   der  aus  den    obigen  Bedingungen    leicht    sich   ergebenden   Be- 
ziehung 

d_  [du    ,     .  dtr\  .  ^  rdu    ,     .  ^t?"| 

cy  \dx   '       dx^  dx  \dx    '      dx\ 

uumittelbar  ersichtlich  ist,  dass 

'-£"-/•(') 

und  somit  auch  sämmtliche  Ableitungen  in  der  oben  festgestellten 
Bedeutung  Functionen  der  complexen  Variabein  z  sein  werden,  und  dass 
daher  die  in  der  Diflferentialrechnung  für  Functionen  reeller  Variabein 
und  ihre  Ableitungen  entwickelten  Resultate  der  Rechnung,  da  die- 
selben lediglich  daraus  hergeleitet  werden,  dass  der  Quotient  der 
Incremente  der  Function  und  der  unabhängigen  Variabelu  von  dem 
Differential  der  letzteren  unabhängig  wiederum  eine  Function  der 
Variabein  ist,  auch  für  Functionen  complexer  Variabein  ihre  Geltung 
behalten. 


Dritte  Vorlesung. 

Die  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  der  Functionen. 

Nachdem  der  Begriflf  der  Function  einer  complexen  Variabein 
durch  analytische  Bedinguugsgleichungen  präcisirt  worden,  wird  es 
uöthig  sein,  die  Functionen  nach  einem  bestimmten  Eintheilungs- 
principe  zu  classificiren,  welches  hier  die  Anzahl  der  einem  Werthe 
der  unabhängigen  Variabein  zugehörigen  Functionalwerthe  sein  soll. 
Man  nennt  eindeutige  Functionen  solche,  welche  in  ihrem  ganzen 
Umfange*)  für  jeden  Punkt  der  Ebene,  einzelne  Punkte  ausgenom- 
men, nur  einen  Werth  haben,  alle  andern  Functionen  mehrdeutige. 
Es  ist  nun  unmittelbar  einzusehen,  dass,  wenn  man  von  einem  Punkte 
der  jEf- Ebene  ausgehend  auf  einem  continuirlichen  W^ge  eine  ein- 
deutige Function  von  z  bis  zu  einem  andern  Punkte  der  Ebene  hin 
stetig  sich  verändern  lässt,  diese  Function,  auf  welchem  Wege  auch 
die  Werth  Veränderung  vor  sich  geht,  in  demselben  Endpunkte  auch 
wieder  denselben  Werth  annehmen  wird,  da  sie  in  jedem  Punkte 
eben  nur  einen  Werth  hat,  oder  dass  Curven  der  ;2f- Variable,  die 
sich  zwischen  denselben  zwei  Punkten  hin  erstrecken,  auch  Func- 
tionalcurven  entsprechen,  welche  dieselben  zwei  Punkte  derjenigen 
Ebene  mit  einander  verbinden,  in  welcher  die  Functionalwerthe  dar- 
gestellt werden.  Ebenso  folgt,  dass  für  einen  geschlossenen  Weg 
der  unabhängigen  Variabein  eine  eindeutige  Function  ihren  ursprüng- 
lichen Werth  wieder  annimmt,  oder  die  Functionalcurve  ebenfalls 
eine  geschlossene  ist.  Lässt  man  z.  B.  die  Variable  z  zwischen  den 
Punkten  +  1  "^^  —  1  ^Irei  verschiedene  Wege,  die  Fundamental- 
linie, welche  a;- Achse  sein  soll,  und  die  beiden  Halbkreise  durch- 
laufen, deren  Mittelpunkt  der  Nullpunkt  und  deren  Radius  die  Ein- 
heit ist,  so  wird  die  Function 

offenbar  im  ersten  Falle  die  Doppelgerade  w  =  x^  von  -\-  \  'l\x  0 
und  von  0  zu  +  1  zurück  beschreiben,  während  für  die  Halbkreise 
der  Variablen,  wenn  dieselbe  durch 

•)  Die  Bedeutung  des  Umfanges  einer  Function  wird  erst  im  Laufe  der 
nächsten  Vorlesungen  klar  hervortreten;  für  jetzt  wäre  sie  nur  für  den  Fall  er- 
sichtlich, dass  die  Function  durch  einen  analytischen  Ausdruck  gegeben  ist. 
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Z  =  cos  a  -f"  *  ^i"  " 
diirgestellt  vrinl,  die  Punction  die  Form 

w  E3  (cos  n  +  *  sin  ß)'  i=  cos  2«  -j-  i  siu  2  « 
aantumt,  eomit  fUr  a  =  0  und  k  ==  x  sowohl  als  für  «  =  0  und 
«c^  —  »  wieder  den  Werth  -\-  1  hat,  ihre  Functioiialcurve  daher 
flio  um  den  Ant'nngspunkt  mit  dem  Radius  1  gelegter  ganzer  Kreis 
iat.  lat  dieser  gauxe  Kreia  der  Weg  der  Varinbeln  e,  so  wird  die 
FoDCtiooaleurve  der  cpngruente  Doppelkrei». 

Wesentlich  anders  yerhält  ea  sich  mit  mehrdeutigen  Functionen, 
l>ci    denen    verschiedene   Wege   zu    verschiedenen   Resultaten   fQliren  j 
LilaneQ;  so  werden  z.  B.  für  die  Function 

die  Bbeu  betrachteten  Variabein curven  zwischen  den  I'unkteii  +  I 
mid  —  I  im  ersten  Falle  die  Function iilcurve  w  =  /x,  d.  h.  dio 
f^pbrochcne  gerade  Linie  aOh  liefern,  wenn  wir  das  positive  Wurzel- 
xeicheu  nof  dem  ganitea  Wege  gelten  lassen,  wiUirend  ffir  die  Hnlb- 
IcreJM  der  Variabeln  die  Function 

w  =  cos  "   +  i  sin  " 

fBr  K=0,  a  und  für  n  =  0,  — x  Viertelkreise  darstellt,  die  hicIi 
vna  o  noch  b  und  von  n  nach  c  erstrecken,  so  dass  die  Endpunkte 
tkr  beiden  letzten  Fiinctionalciirven  nicht  dieselben  sind,  d.  h.  ver- 
svtiiedene  Wege  der  Variabeln  zu  verschiedenen  Werthen  für  die 
Fuattiun  führen.  Ebenso  leicht  ist  einzusehen,  dass,  wenn  die  Va- 
rtsble  t  von  -|-  1  ausgehend  einen  Kreis 
um  O  aU  Anfangspunkt  mit  der  Einheit 
aU  Kailiiu  beschreibt,  die  Function 


Fig.  8 


> 


ir  =■  c 


■  +  i 


für  Ä*=2s  den  Werth  *(;  =  cosb  =  —  1 

annimtut,  während  für  a  ^  11  ui  ■^  -{-  1 
war,  so  dusif  dulier  die  geschlossene  Curve 
der  Variabeln   nicht  wieder  zu  einer  ge-  |        -^ 

Iscblossenen    Fanctiunalciirve   führt;    eine  *"[ 

(Joikreisung  des  Nullpunkt«»  fUbrt  somit 
für  die  b'unclion  }/ b  eine  Zeichenünderuug  herbei  und  dasselbe  wdrde, 
w»a  einer  weiteren  Auseinandersetzung  nicht  bedarf,  für  die  Function 
liei  einer  Umkreisung  des  Punktes  /.■  eintreten. 
tfitt«ntuchen   wir  nunmehr  allgemein,    wann  zwei    verschiedene, 
Rwi»cl)en  denselben  beiden  Punkten   sich  erstieckende  Wege  der  Vu- 
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riabeln  z  für  eine  mehrdeutige  Function  dieselben  oder  verschiedene 
Werthe  liefern^  oder,  was  dasselbe  ist,  wann  jenen  beiden  Variabeln- 
linien  zwei  Functionalcurven  entsprechen,  die  entweder  den  Anfangs- 
punkt und  Endpunkt  oder  nur  den  Anfangspunkt  mit  einander  ge- 
mein haben,  so  wird,  wie  wir  nachher  zeigen  werden,  darin  auch 
die  Beantwortung  der  Frage,  wann  geschlossenen  Wegen  der  Varia- 
bein wiederum  geschlossene  Functionalcurven  entsprechen,  mit  ent- 
halten sein. 

Seien  A  und  B  Anfangs-  und  Endpunkt  der  zu  betrachtenden 
Wege  der  Variabein,  deren  complexe  Zahlenwerthe  durch  a  und  6 
dargestellt  sein  mögen,  und  tVa  einer  der  Werthe  der  Function 
10  =  f(z)  im  Punkte  -4,  von  dem  ausgehend  die  Function  durch  con- 
tinuirliche  Aenderung  auf  einer  bestimmt  gewählten  Variabelncurve  a, 
auf  welcher  singulare  Punkte  von  sogleich  näher  anzugebender  Be- 
schaflFenheit  nicht  liegen  sollen,  im  Punkte  B  den  Werth  Wt,  erlangt, 
so  werden,  wenn  die  Variable  z  einen  dem  a  unendlich  benachbarten 
Weg  zwischen  den  Punkten  A  und  B  beschreibt,  auch  die  Func- 
tionalwerthe  den  der  ersten  Linie  entsprechenden  Werthen  unendlich 
benachbart  sein,  und  es  wird  somit,  wie  eine  leichte  üeberlegung 
zeigt,  die  Function  wiederum  im  Punkte  B  den  Werth  Wt,  annehmen 
müssen. 

Es  würde  erlaubt  sein,  diese  Schlüsse  für  beliebige  von  A  nach 
B  führende,  sich  aneinander  reihende  Wege  weiter  fortzuführen, 
wenn  nicht  auf  einem  der  Wege  Punkte  liegen,  die  eine  continuir- 
liche  Aenderung  der  Functionalwerthe  möglich  machen,  ohne  dass 
die  entsprechenden  Functionalcurven  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  sich 
unendlich    nahe    aneinander    zu    schliessen    brauchen.      Sei    nämlich 


Fig.  9. 


-  ^/rj 


jSf  =  £  ein  mehrfacher  Punkt  der  Function,  d.  h.  ein  Punkt,  für  wel- 
chen mehrere   der  im  Allgemeinen  verschiedenen  Werthe  der  mehr- 
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Function  einander  gleieli  werden,  und  y  ein  von  A  nuih  H 
fQhrcEdt;r  Weg,   welcher  durch   £  geht,   so   wird  offenbar  noch   ein 
•nderer  Kunctioualwerth  w'a  für  den  Punkt  A  cxistireu,  so  beschaffen, 
dass  iwei  der  Curve  j-  entsprechende    l-'unctionalcnrveu   (Wa  M-t)   und 
(wl«il  (ich  üi  dem  dem  Punkte  %  augehörigen  Werthe  v.\  schneiden, 
Weun  niui  während  der  Bewegung  der  Variablen  von  A  nach  g  die 
Function  titetig  die  Strecke  Wa  «'f  beschteibt,   wird   die  weitere  con- 
tinuirlithc  Veräuderung  der  Function  ganz  von  unserm  Belieben  ab- 
blngeu,  indem  ein  stetiges  Fortschreiten  sowohl  auf  der  Curve  vsi^Wt, 
ibtuucb  auf  (c^u»  möglich  ist,  und  mau  wird  somit,  wenn  der  Werth 
der  Variablen    durch   einen    mehrfachen   Punkt   der   Function   geht, 
ikrch  cöJitiuuirliche  Veränderung  ganz   nach   Wülkülir  /.u   verschie- 
dUoo  l'unctionaJ werth en   geführt  werdeu   können.     Lassen  wir  aber 
di«  Vnrinble  a  einen   dem  Wege  y  unendlich   benachbarten   Weg   H 
nri)chen  den  Punkten  A  und  li  durchlaufen,  und  die  Function  ent- 
sprechend coutinuirlich  sich  ändern,  so  ist  es  möglich,  dass  sich  die 
FuBctionalcurve  entweder  der  Linie  K'aW£W*  oder  H'aWjM'i  unendlich 
iinhii  atiNchlicsst,   und   man  erkennt  somit,  dass,  wenn  in   dum  von 
iwei  Wegen  e  und  d  eiugeschloRsenen  Räume  ein  niehd':icher  Punkt 
der  FunHion   (mthulton  ist,  diese   beiden  Wege  nicht  zu  demselben 
It«mltate  für  die  Function   zu    führen  brauchen,    die   iu   demselben 
Paiiktv  beginnenden   Futictionalcurveu    also   verschiedeue  Endpunkte 
I  biben  könncD.     Betrachtet   man  Weg«,  deren  Endpuokt  mit  ihrem 
\  dit&n|{spunkte  zusammenfällt,  so  kann  man  jenes  Resultat  auch  so 
lauMprvchen,  dass  geschlossene  Wege  der  Variablencurve,  wenn  diese 
ftuirliriucht!  l'unktc  der  Function  einsehliessen,  zu  verschiedenen  Func- 
Ktiotuiiwrrtbt  n  i'illiron  können,  oder  dass  ihnen  nicht  ebenfalls  geschlos- 
iene  Functionalcurveu  zu  entsprechen  brauchen. 

Ist  auch  aus  der  vorigen  Auseinandersetzung  noch  nicht  ersichi- 
ich,  ob  noch  andere  singulare  Punkte  als  jene  mehrfachen  ähnliche 
VertliTerSudeniugen  hervorrufen  können,  so  ist  duch  so  viel  erwie- 
so  lange  wenigstens  die  Function  in  dum  betrachteten 
[aunie  stetig*)  und  endlich  ist,  ein  Uebergeheu  in  ein  zweites  Con- 
[DUum  von  Function alwcrthen  nur  daiiu  möglich  ist,  wenn  die  Va- 
ible  durch  einen  Punkt  geht,  indem  die  verschiedenen  Coutinua  sich 
,  d.  h.  durch  einen  mehrfachen  Punkt,  und  es  bleiben  daher 
nr  Vervotlständigimg  der  Untersuchung  nur  noch  solche  Punkte  iu. 
i  ziehen,  in  welchen  die  Function  aufhört,  stetig  und  end- 
k  KU  Bein. 


*)  Wobei  die  Drrrnition  di^r  Stetigkeit  von  FiiDctiouen  complexer  Viiriabelu 
r  üLea  filr  Fuiiuliüneo  reeller  Variabcln  aufgeilellleu  eicli  unmittelbar  er- 
wcnu  mau  nur  au  Stelle  der  Jocremeute  der  Variabeiu  und  der  FupelioQ 
■  Uodaln  deraelbea  »ctxt. 
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Wir  werden  nuu  im  Folgenden  zwei  verschiedene  Arten  von 
Unstetigkeiten  oder  Discontinuitäten  unterscheiden.  Wird  nämlich 
der  Functionalwerth  in  irgend  einem  Punkte,  der  Ebene,  von  welcher 
Seite  aus  man  auch  continuirlich  in  diesen  Punkt  gelangen  mag, 
unendlich  gross  oder  vielmehr  sein  reciproker  Werth  Null,  so  sagt 
man,  die  Function  erleidet  in  diesem  Punkte  eine  Disc&ntinuität  erster 
Gattung,  dagegen  wird  eirie  Discontmuität  zweite  Gattung  einer 
Function  zugeschrieben,  wenn  verschiedene  Richtungen,  in  denen 
man  zu  diesem  Punkte  gelangt,  zu  verschiedenen  Functionalwerthen 
für  diesen  Punkt  führen.*)     So  finden  wir  z.  B.   die   erste  Art  der 

ünstetigkeit  bei  den  Functionen     -^ —  im  Punkte  z  =  a  oder  bei 

r^zr  im  Punkte  0  =  0,  während  z.  B.  die  Function  e'  im  Punkte 
Ve 

z  =  0  eine  Discontinuität  zweiter  Gattung  erfährt,  indem,  wenn  8 
eine  sehr  kleine  positive  Grösse  bedeutet,  die  Ausdrücke 

e^    und    e~^ 

für  ö  =  0  die  Werthe  do  und  0  annehmen,  somit  verschiedene  Grän- 
zen  ergeben,  je  nachdem  man  sich  auf  der  positiven  oder  negativen 
reellen  Achse  dem  Nullpunkte  unendlich  nähert. 

Was  nun  die  Werthveränderungen  einer  mehrdeutigen  Function 
auf  verschiedenen,  zwischen  demselben  Anfangs-  und  Endpunkte  ge- 
legenen Wegen  betriflft,  welche  singulare  Punkte  der  obigen  Art  ein- 
schliessen,  so  wird,  wenn  f{z)  im  Punkte  a  eine  Stetigkeitsunter- 
brechung erster  Gattung  erleidet,  also  ^-,  von  welcher  Seite  man 

sich  auch  dem  Punkte  a  unendlich  annähert,  stets  den  Werth  Null 
annimmt,  unmittelbar  eingesehen,  dass,  wenn  zwei  Wege  der  ange- 
gebenen Art  für  f(z)  zu  verschiedenen  Resultaten  führen,  dies  auch 

für  >,  .,    welche  Function  für   z  =  a   continuirlich    ist,    geschehen 

würde,  d.  h.  nach  dem  Vorigen,   dass  z  =  a  für         ,   also  auch  für 

f{z)   ein  mehrfacher  Punkt  sein  müsste,   wie  dies  in  der  That  bei 

-=  der  Fall  ist,  und  somit  wird  sich  das  Gesaramtresultat  dahin  zu- 
Vz 

sammenfassen  lassen,  dass 

verschiedene  zwischen  demselben  Anfangs-  und  Endpunkte  sich 
erstreckende  Wege  nur  dann  zu  verschiedenen  Werth en  einer  mehr- 
deutigen Function  führen  können,  ivenn  in  dem  von  ihnen  eingeschlos- 
senen Baume  ein  mehrfacher  Punkt  oder  ein  Unstetigkeitspunkt  zweiter 


*)  Eine  präcisere  Definition  dieser  Punkte  findet  sich  für  eindeutige  Func- 
tionen in  der  siebenten,  ffir  mehrdeutige  in  der  iichtcn  Vorlesung. 


Diu  RiuJt-utiglK^it  iiiid   Vid.lctiti-licit  Ai-t  Fmictioc 
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(inllxni)*]  enthalten  ist;  und  dejiselhen  Bedingungen  und  nur  ttnln- 
rfiöw  mrd  einntn  geschlossenen  Wege  dir  Variabein  nickt  iimncr 
tiiK  grsehlossene  Fundionahttrve  et»  enlsjtrecki^t  tfrauchen, 

Oiiac  beiden  FraKen  lassen  sich  jeducli  unmittelbar  auf  einaiitlpr 
urflckfQlireu.  Ueuii,  wenn  angenommen  wird,  dass  auf  den  zu  be- 
tnchleiideD  Wegen  selbst  kein«:  siiigulUren  Punkte  liegen  und  vuqvI 
IUI  die  Wege  a  und  p  {a.  die  vorige  Figur)  die  Function  zu  dera- 
lelben  Wertlie  fQlireii,  so  werden  offenbar,  wenn  man  die  Function 
tonnt  ton  A  nach  If  auf  dem  Wege  «  und  dann  von  II  nach  A 
taf  ilum  Wege  ß  stetig  sich  ändern  lässt,  die  Werthe  der  letzten 
ReSw  «ieh  denen  der  ersten  coutinuirlich,  nur  in  umgekehrter  Reihen- 
fnlp  iiU  Ton  .'1  nach  1!  auf  dem  Wege  ß  anschliesaen,  und  man  wird 
•omit  Bof  dem  durch  n  und  ß  gebildeten  geschlossenen  Wege  zu  dem 
Br»[irrmi;Iic!ien  Function al werthe  nach  A  zurückkommen.  Führen 
j«!w:li  iwei  Wege  a  und  d  zu  verechieJeneu  Werthen  der  Function, 
«0  diM«  ein  conttnuirlicher  Uebcrgang  der  Werthe  dea  einen  Weges 
b  Jie  Je*  uiidem  nicht  mehr  vorhanden  ist,  so  wird,  während  der 
W(j  i  voa  B  nach  A  genommen  die  Function  vom  Werthe  tv'i,  zu 
r,  wrtckführt,  derselbe  Weg  den  Werth  w*,  zu  welchem  man  beim 
Durclilaiiffn  von  «  gelangt  ist,  zu  einem  audern  Werthe  ir'ä  führen, 
■eil,  wenn  der  im  Punkte  A  erlangte  Werth  wieder  ((„  wäre,  die 
mit  tf,  und  M-i  beginnenden,  liUigs  dem  Wege  ä  sich  ergebenden 
CfiDÜniiu  der  Fnnctioual werthe  im  Punkte  A  gleiche  Werthe  erlan- 
jfMi  würden,  dieser  i'unkt  somit  ein  mehrfacher  Punkt  der  Function 
D  mauste;  ca  nimmt  daher  die  Funtüou  auf  diesem  gesehlosseumi 
)  nicht  wieder  denselben  Werth  au,  und  die  Frage,  ob  ver- 
fdene  Wege  der  Variabubi  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
a<leR»dbiiu  Functionalwerlhe  iübren,  lüast  sieb  somit  mit  der  Fragn 
b  Jer  Werth  Veränderung  der  Function,  welebe  dem  zugehörigen 
^loesenen  Umkreise  entspriclit,  identißciren,  während  sich  die 
t  Untersuchung  in  jedem  vorliegenden  Falle  nach  Bedürfniss 
mdeniuissi'n  vereinfachen  lüsst.  Sei  nämlich  onifia  ein  von  a 
Punkte  zurQcki'Ührender  geschlossener  Weg,  für  den  die 
"Cttbrenndttrung  dur  Function  uutersucbt  werden  soll,  so  wird, 
Mo  a,  ß,  Y,  .  .  .  sini^ulärc  Punkte  der  betrat-hteteo  Art  sind,  jeder 
I  gehendft  geschlossene  Weg  anvn,  der  mit  amfia  einen 
1  cinschlieast,  innerhalb  dessen  sieb  keine  singulüreu  Punkte 
,  <Ii«4clbo  Werlhveränderuug   der  Function  im  Punkte  a  er- 

*l  So  wird   E.  ü.  die  DmkroUiing   Jos   DiBcontinuitiUBpLinklca  twi-iter  Uut- 
S>wO  (In  li'uncLivQ 


/:j 


I  ilireni  «itj[i.'guag('»e 
Ütli  liohutilfit  Verden. 


I  Wrrdie  ril!ici.'ii.  FilllP,  welche  »pUtcr 
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geLBU.  üeiiu  der  gesteh losseiie  Weg  amjtavna  oder  Weg  autfia 
-f-ar«a,  welcher  einen  von  singulären  Punkten  freien  Baum  eiu- 
scliliesst  und  somit  keine  Werth Veränderung  hervorbringt,  wird,  wenn 
er  in  seinem  ersten  Theile  den  Fuuctiunalwerth  iVa  in  w!.  flberfflhrt,  ) 

1  »weiten  Theile  w'a   stetig   in  «.'„  sich  verändern  lassen,  i 
Fig.  11). 


es  werdi 

die  Pfeile  angegebenen  Richtung  genommen  w«  durch  continuirliche 
Aeuderung  in  hö  überführen,  aUo  dieselbe  Werthveriinderung  der 
Function  im  Punkte  a  ergeben;  dagegen  wird  der  Weg  ap  ita  zu 
andern  Functiünalwcrthen  im  Punkte  a  führen  können,  da  derselbe 
mit  antfia  singuUire  Punkte  einscliliesst.  Zur  Untersuchung  der 
Werthveriinderung  des  Punctionalwerthes  auf  geschlosseneu  Curveil 
wird  es  somit  gestattet  sein,  die  von  dem  fraglichen  Punkte  aD»* 
gehenden  Umkreise  b>;liebig  soweit  zusammenzuziehen,  als  nicht  ü> 
jenem  Uaume  befindliche  singulare  Punkte  überschritten  werden.  £a 
mag  noch  ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass  man  die  Untersnchnng 
eines  beliebigen  krnmmlinigi^n  geschlossenen  Wegeä  auf  die  von  gft- 
radliuigeu  oder  kniranilinigi-n  Wegen,  welche  den  Ausgangspunkt 
mit  den  einzelnen  singulareii  Punkten  verbinden,  und  von  uuendlicb 
kleinen  Kreltten,  welche  die  singuläreu  Punkte  umgeben,  redumwt 
kann,  so  daas  der  Weg  am  fta  ä<)uivalent  ist  dem  Wege 

«n(a)aat(/3)?-«iCy)ia, 
wenn  (n),  (ß),  (y)  die  in  der  Richtung  der  Pfeile  durchlaufe 
Kreis  peripher  ieen  bedeuten;  dass  aber  diese  Aequivalenz  stattfindet, 
geht  wieder  unmittelbar  daraus  hervor,  diiss  diese  beiden  Wege  einBU 
Raum  einschliessen ,  der  von  singuläreu  Punkten  frei  ist.  Kbenm 
leicht  ist  ersichtlich,  wie  man  zum  Zwecke  der  Uutersuchunjf  dar 
Werthverändermig  einer  Function  einen  geschlossenen  Weg,  der 
mebreremnl  einen  oder  mehrere  singulare  Punkte  umkreist,  auf  ein- 
fachere Wege  zurückführen   kann.     Denn   sei  /„   B.   in   der  i^weiten 


I)ie  Eindeutigkeit  uod  Vieldeutigkeit  der  Fiii 
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t  obigcQ  FiguDfu  für  die  vom  Punkte  s  ausgehende  mid  den  Weg 
«ijrfer  (Iure  hl  Hilfen  de  Vnriable  die  Werthveränderung  der  Func- 
lu  untersuchen,  für  welche  a  ein  singulärer  Puuht  sein  aoU,  so 
I  wemi  sg  eine  von  s  in  die  Nähe  von  a  führende  Linie  vor- 
tQti  det  We<;;  2abhz  üquivulcut  sein    dem   in   der  Richtung  des 

_  lolei  genomuienen  Wege  shg{(t)ghg,  und  demselben  Wege  aqiii- 
nlent  il*r  WVg  skcdte,  wobei  zu  beachten,  dass  durch  liinzu- 
fOgcn  der  beiden  unmittelbar  hinter  eiminder  zu  durchlaufendun 
Simtien  eh  und  hz  zu  dem  gegebenen  den  Punkt  a  doppelt  um- 
braeiiilrn  Wfgi:  keinti  Aenderung  hervorgebracht  wird,  weil  man 
taa  /  aus  zum  Punkte  h  durch  coutinuirlictl'e  Aenderung  mit  dem- 
«Umh  Werthe  amruckkommt,  mit  dem  man  von  diesem  Punkte  ans- 
giDR;  man  wird  somit  den  gegebenen  Weg  durch  deu  eiufacliereu 
'J'l")(<')j7*'  erHetzeu  können,  welcher  sich  also,  um  es  allgemein 
xKzuJrQckcD ,  aus  den  rcsp.  Verbiudungslinien  mit  den  aingulären 
funkten  und  unendlich  kleinen  Kreisen  zusammensetzt. 

Dif  oben  gewonnenen  Resultate  lassen  unmittelbar  einsehen, 
il»w  lici  der  Anfsnchung  des  Werthunterschiedes  einer  Function, 
*»Hen  dieselbe  beim  Durchtanfen  zweier  zwischen  demselben  An- 
fioga-  und  Sudpunkte  sich  erstreckenden  Wege  erleidet,  nur  die  Ver- 
indsniiijj  derselben  auf  einem  geschlossenen  Wege  und  auf  einem 
'Ur  biiiden  gegebenen  Wege  zu  nutersuclien  ist,  wenn  der  letztere 
Bit  tm\  verschiedenen  Anfangawerthen  der  Function  zurückgelegt 
*irO;  da  uünilich  der  Weg  taz',  wie  aus  den  früheren  Retrachtuu- 
gni  tiervorgeht,  durch  zasbeba'  ersetzt  werden  darf,  und  der 
K*«lili«»enc  Weg  xas'hZy  wenn  der  umgriinzte  Raum  singulilre 
i'untte  enthält,  dte  Function  zu  einem  andern 
Aidangiwerthc  zurQckfUhren  kann,  so  wird  nur 
«Üeffcrtlivcräuderuug  der  Function  auf  dem  Wege 
tli  m  uiiter^uchca  sein,  je  nachdem  dieselbe  mit 

.WDeio<>n  oder  andern  Function  uI  werthe   in  s  die 

Itatiinurlicfae  Aendernug  beginnt.     So  wird  z.  ß. 

IW  Unteraucliiiug  des  Unterschiedes  der  aiif  den 
«idsn  Wegen  eaz'  und  zdchz'  der  obigen  Figur 
"dl ei^ebcnden  Functiunalwerthe  der  Weg  eais  durch  zaihcdsdchz  • 
'"«UI  wenlen  können  und  daher  der  doppelten  in  der  Richtung  des 
IftÜH  j^enommeneu  Umkreisung  des  Punktes  «  und  dem  Wege  sdchs 
■'9"''-il'iit  sein,  so  dass  man  den  zweiten  der  dem  Punkte  e'  zu- 
^i-WiKeii  Functionalwertbe  erhält,  wenn  man  die  Function  vom 
l'i"iib  7  aus  zu  diesem  zurück  den  singulären  Punkt  «  in  der  Ilicli- 
UsY-  ii.s  pfoik'H  doppelt  umkreisen  un<l  mit  dem  ao  erlangten  Func- 
'wialHiTllie  deu  ersten  der  beiden  gegebenen  Werthe  von  ä  nach  z' 
''Mtlirtibi-n  lilast. 

l'ii-  im  Vurhergehindcn   augchtcllte  llnfersutliung   (Ibfr  die   für 


Fig.   II. 
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geschlosseue  Wege  sich  ergebenden  Werthveriinderungen,  worauf  alle 
übrigen  Fragen  zurückgeführt  worden  sind,  hat,  wenn  singulare 
Punkte  sich  innerhalb  des  eingeschlossenen  Raumes  befanden,  eine 
solche  Aenderung  nur  als  möglich  hingestellt,  und  in  der  That  ist 
es  leicht  einzusehen,  dass  eine  solche  Werthveränderung  nicht  noth- 
wendig  ist;  denn  beschreibt  man  z.  B.  um  die  beiden  mehrfachen 
Punkte  a  und  b  der  Function 

w  =  yjz  —  a)  {z  —  h) 

einen  geschlossenen  Umfang,  der  von  ß  ausgehend  zu  demselben 
Punkte  zurückführt,  so  .wird  derselbe  nach  dem  Vorigen  durch  den 
Weg  ep{a)j)zq{J))qz  ersetzt  werden  können,  und  da  jeder  der 
Wege  zp(a)pz  und  zq{h)qz,  wie  aus  dem  Anfange  dieser  Vor- 
lesung leicht  zu  entnehmen,  einen  dem  Ausgangswerthe  entgegen- 
pjg  j2.  gesetzten  Functionalwerth  liefei-t,  so  wird 

die  gesammte  coutinuirliche  Aenderung 
längs  jener  geschlossenen  Curve  zu  dem- 
selben Werthe  zurückführen.  Aber  auch 
die  Umkreisung  eines  einzelnen  sing^' 
lliren  Punktes  braucht  nicht  eine  Werth- 
veränderung der  Function  herbeizuföh- 
^_  /s     ren:  so  wird  z.  ß.  beim  Umkreisen  des 

\  (  *  fer  Nullpunktes    längs  einer   geschlossen ^i' 

\  '  Curve,    welche    den   Punkt  z  =^  a  a»us- 

-..„^^^        ^^.-^  schliesst,  für  die  Function 

w  =  z^z  —  a^ 

die  für  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  verschiedene  Werthe  hat  i^**' 
Ausnahme  der  Punkte  ;er  ==  0  und  z  =  a,  welche  mehrfache  PuB^^*^ 
der  Function  sind,  eine  Aenderung  des  Functionalwerthes  nicht  eU*' 
treten,  weil  der  eine  Factor  z  als  eindeutige  Function  der  Variab^^** 

seinen  Werth  wiedererlangt,  und  y'z  —  a,   da  der   mehrfache  V^^ 
z  =  a  dieses  Factors  ausserhalb  jenes  Raumes  liegt,  ebenfalls  k^*^ 
Werthveränderung  erleidet. 

Man  nennt  nun  einen  singulären  Punkt,  bei  dessen  Umkreis*^''^ 
auf  einer  geschlossenen  Curve,  welche  nicht  noch  andere  singaJ^^ 
Punkte  einschliesst,  die  Function  ihren  Werth  ändert,  einen  r^' 
zweigungspunM,  und  sagt,  eine  mehrdeutige  Function  ist  in  eif^f^^ 
bestimmten  Bereiche  eindeutig,  wenn  innerhalb  dieses  Raumes  0^^ 
keine  Verzweigungspunkte  befinden. 


Die  Biemann'ache  Flficho  für  mebrdeutigo  FunctioDen. 

Für  lii«  UnUTsuchuug  der  EigeiischRf'ten  mehrdeutiger  Functionen 
«(  !;weckniria9ig ,  sich  durch  Herstellung  eiuer  andern  tlüche  für 
in  Vdrinhle  als  der  Ebeim  von  der  BeachrUnkung.  zu  befreien,  dass 
I  nnr  bnerhalb  gewisser  Bereiclie  aich  erstreckende  Wege  dieselben 
I  Pnnttioiialwerthe  liefern;  um  jedoch  eine  klare  Einsiclit  in  die  dazu 
'  Billige,  für  diia  ganüe  Folgende  fundamentale  Betrachtung  zu  ge- 
'  winneiij  wird  es  wesentlich  sein,  einig«  Worte  ilher  die  in  der  Ebene 
I  muiainich  entfernten  Punkte  mit  Hezug  auf  die  vurher  angestellten 
'  DnteraidiiiQgtfn  voran szuschicken. 

Denkt  raun  sich  ttümmtlichc  VerzweignugawerÜie  einer  Functiuii 

■  f(i)  liurch  die  entsprechenden  Punkte   der  l^'undauieutaleheue  reprü- 

■Hitirt,  so  können  zwei  wesentHch  von  einander  verschiedene  Fälle 

«ntretän;  es   können   entweder  sänimtliche  Verzweigungspunkte  der 

VnDEtiou  nur  Über  einen  endlichen  Raum  der  r-Ebene  vertheilt  sein, 

3  wir  oa  jedoch  zulassen,  dass  a  =  c»  für  f{£)  oder  besser  aus- 

golrackt  y^  0  für  f(    )  ein  Vcrzweigungspuukt  ist,  oder  es  ziehen 

r  lidi  die  Vcrzweiguugspunkte  vom  Endlichen  aus  in  endlichen  Inter- 

I  HÜen  ins  Unendliche    hinein.     Fassen   wir    nun   den   ersten   dieser 

iD  F^IIe   in'a  Auge  und   untersuchen   die  Veränderung  des  Func- 

1  (ioD&lverUies  beim  Purchlaofen   eines   sümmtliclie  im   Endlichen  He- 

gwilen  Verzweiguugspunkte  eiuschliessenden  Kreises,  dessen  Mittel- 

jwlit  der  Nullpunkt  ist,  so  wird  sich  ein  fflr  diu  nachfolgende  geu- 

"*tri«che  Auselinuung  bemerkenswertlies  Resultat  ergcbcu- 

Hcwegt  aich   nümllch  die  r-Variable  auf  dieser  Kreisperipherie, 
^a  Pojikte  durch 

t  =  r  (coB  q>  -{■  i  am  <f') 
^Vgöitellt  Bein  mögen,  so  wird,  wenn 

«-'.         /■(--)-/"(,',)-9>0<l 
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gesetzt   wird,   die  y-Variable  iu   ihrer  Ebene   einen   Kreis   i 
Nullpunkt  beschreiben,  dessen  Peripberiepunkte  dnrcb  den  j 

j,  =  X  (cos  91  —  i  sin  9)  =  y  (cos  (- <p)  +  i  sin  (—  9»)) 

gegeben  sind,  also  iu  der  constanten  Entfernung  —  vom  Anfi| 
punkte  der  Coordinafen  mit  der  Winkelgrösse  — ip  auf  einander  fo^ 
Da  nun  der  in  der  £- Ebene  gezogene  Kreis  sämnitliche  im  T 
liegenden  Verzweigungspunkte  der  Function  f(e)  einscLliesst,  so  1 
wie  aus  dem  reciproken  Verhältuias  der  absoluten  Beträge  der  Va- 
riabein z  und  y  unmittelbar  hervorgeht,  der  entsprechende  Kreis  der  1/- 
Ebene  sümmtliehe  jenen  Punkten  entsprechenden  Verzweigungspuukte 
der  der  Function  f  (r)  gleichen  Function  tp  (y)  ausschliessen,  und  eine 
Umkreisung  des  Nullpunktes  dieser  Ebene  wird  somit  nach  dem  Frü- 
heren, da  <p{i/)  innerhalb  dieses  Kreises  vom  Nullpunkte  abgesehen 
nicht  noch  andere  Verzweigungspunkte  besitzen  kann,  den  Werth 
von  g>(y)  verändern,  wenn  t/ =  0  ein  Verzweigungspunkt  dieser 
Function  ist,  sonst  unveründert  lassen.  Wir  schliessen  daraus,  daas, 
weil  ip(y)  und  f  (e)  identisch  sind,  und  £  «=  00  dem  Werthe  y^O 
entspricht,  jener  Kreis,  also  auch  auf  Grund  früherer  Auseinander- 
setzungen jeile  sämmtlkke  im  Endlichen  liegenden  VerzwcigvngspurOttt 
von  f{s:)  umschliessauh  Curve  hei  ihrer  Umkreisung  leine  Verim- 
dervng  der  Function  hervorruft,  wen»  2  ^  00  in  dem  obeti  festgestt^ 
ten  Sinne  aufgefasst  für  dieselbe  kein  Verzweigungspunkt  ist, 
dies  jedoch  der  Fall  ist,  den  Functiontiltverth  ändert,  voraui 
dass  die  Verztceigungspunkte  der  Funetiott,  von  dem  utu 
femten  Funldc  abgesehen,  sich  nickt  in's  Vnendliciie  erstrecken. 

Dieser  Satz  führt  uns  nun  unmittelbar  zu  einer  geometrische^ 
Anschauungs weise,  die  wir  mit  Vortheil  den  weiteren  Betrachtungen 
zu  Grunde  legen  werden.  Stellt  mau  sich  nämlich  die  Ebene  der 
Variabein  z  als  Kugel  mit  unendlich  grossem  Radius  vor  und  fixirt 
in  der  Unendlichkeit  auf  der  Kugel  den  Punkt  2  =  00,  welcher  Werth 
das  Reciproke  von  z  ^0  sein  soll,  so  wird  ofifenbar  jeufr  geschlos- 
sene Umkreis,  innerhalb  dessen  sämmtliche  im  Endlichen  befindlicben 
Verüweiguogspunkte  liegen,  von  der  andern  Seite  der  unendlich 
grossen  Kugel  betrachtet,  nur  den  einen  möglichen  Verzweigungs- 
punkt 2  ^  00  eins  eil  li  essen,  und  es  wird  sich  somit  mit  Hülfe  dieser 
Anschauung  der  oben  bewiesene  Satz  von  selbst  ergeben,  dass  eine 
Veränderung  des  Functionalwerthes  bei  Umkreisung  aller  Vernwei- 
gungspuukte  lediglich  davon  abhängt,  ob  der  Unendlichkcitspunkt 
ein  Verzweigungspunkt  ist  oder  nicht.  Wir  werden  daher  auf  Gmad 
der  unmittelbaren  geometrischen  Evidenz  jenes  Satzes  als  Ort  der 
Variabcin  z  im  Folgenden  sfets  eine  Kugel  mit  unendlich  grossem 
Kndius   zu  Grunde   legen   und  wollen,   imi   die  Kunctional werthe  7qu 
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dem  durchlaufenen  Wege  unaLluingig  zu  machen,  eine  Zerschneidung 
jener  Kugel  vornehmen,  für  welche  die  Schnittlinien  die  neuen  Gren- 
zen werden,  ohne  dass  die  entstehende  Fläche  in  getrennte  Stücke 
zerfallt. 

Seien  niimlich  a,  h,  c,  d,  ...  Verzweigungspunkte  einer  mehr- 
deotigeu  Function  f{z)j  so  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass,  wenn 
mau  diese  Punkte  mit  dem  unendlich    entfernten  Punkte   verbindet 


Fig.  13. 


\ 
\ 


\ 


r^^ 


und  diese  Verbindungslinien  als  nicht  überschreitbare  Grunzen  der 
Kugel  ansieht,  je  zwei  von  einem  bestimmten  Punkte  ausgehende 
^^^  zu  demselben  Endpunkte  ß  führende  Wege  der  Variabein  z  die- 
selbe Function al Veränderung  hervorbringen,  indem  der  von  ihnen  ein- 
J^eschlossene  Raum  keinen  Verzweigungspunkt  enthält;  ebenso  könnte 
man  auch  in  gewissen  Fällen,  wie  z.  B.  bei  der  oben  betrachteteu 
t'unction 

w  ==  yiz  —  a)  {z  —  h) 

"ifi  beiden  Verzweigungspunkte  a  und  b  mit  einander  verbinden  und 
Jie  Verbindungslinie  a  h  als  nicht  überschreitbare  Gränzlinie  der 
^^^\  auffassen,  weil  nach  dem  Früheren  zwei  die  beiden  Verzwei- 
gongspunkte  a  und  h  einschliessenden  Wege  zu  demselben  liesultate 
«obren  j  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  dieser  Function  kein 
Verzweigungspunkt  ist,  folgt  hieraus  unmittelbar. 

Sei  nun  in  der  ersten  der  obigen  Figuren  z^  ein  der  «-Linie 
**nendlich  benachbarter  Punkt,  und  Z^  einer  der  verschiedenen  zu- 
gehörigen Functionalwerthe,  so  wird,  wenn  wir  auf  irgend  einem 
Wege  der  durch  jene  Schnittlinien  begränzten  Fläche  zu  dem  Punkte 
^1  gelangen,  welcher  auf  der  andern  Seite  der  a- Linie  dieser  und 
<Jem  Punkte  z^^  unendlich  benachbart  liegt,  der  sich  (jrgebende  Func- 
^i^ualwerth  /f,  als  mit  dem  Wertlie  Z„  zu  rimm  Zwv'ujft  der  Func- 
tion gehörig  zu  l)etracht<'n  sein,   indem  mit  dem  stetigen   Forischrei- 
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ten  der  Variabein  stetige  Aenderungen  der  Function  von  Z^  bis  Z, 
hin  verbunden  sind.  Doch  würde  durch  Anwendung  dieser  Methode 
der  Zerschneidung  der  Kugel  einerseits  derselbe  Zweig  der  Function 
für  die  beiden  auf  der  Kugelfläche  unendlich  benachbarten  Werthe 
der  Variabein  Zq  und  z^  zwei  um  eine  endliche  Grösse  von  einander 
verschiedene  Werthe  besitzen,  indem  ein  Hinübertreten  über  die  a- 
Linie  von  z^  aus  für  z  =  z^^  zu  einem  zweiten  von  dem  ersten  um 
ein  Endliches  verschiedenen  Fuuctional werthe  führt,  andererseits 
wäre  durch  Einführung  jener  Linien  als  Gränzlinien  der  Kugel  die 
freie  Beweglichkeit  der  unabhängigen  Variabein  gehindert,  da  alle 
diejenigen  Wege  ausgeschlossen  sind,  welche  eine  jener  Linien 
schneiden. 

Aus  diesem  Grunde  hat  Riemann   eine  andere  Methode  ange- 
geben,  um  mehrdeutige  Functionen  zu   eindeutigen  Functionen  des 
Ortes  ihrer  Variabein  zu  macheu,  und  auf  deren  Auseinandersetzung 
will  ich  im  Folgenden  näher  eingehen,   nachdem  ich  dieselbe  an  der 
speciellen  Function 

tv  =  y  z 

durchgeführt,  deren  n  Werthe  für  jeden  Punkt  erhalten  werden, 

man  in 

z  =  r  (cos  ^>  -\-  i  sin  tp) , 

also  in 

1 

y^g  =  r»  (cos  ^  -{-  i  sin  -  ) 

der  Reihe  nach  für  die  Amplitude  tp  die  Grössen 

tp,  tp  -{-  2  7t,  <jp  +  4;r, tp  -}-  2{n  —  1)  ;r 

substituirt,  welche  n —  1  Umkreisungen  des  Nullpunktes  ent5prech< 
diese  Werthe  sind  somit  durch  die  Ausdrücke  durgestellt 

r"  (cos  ^-  +  /  sin  ^), 
i/        cp  +  üjr    ,     .    .     qp  +  2w\  „/        qp  +  2(n  — Ott    ,    .    .     qp  +  2(n  —  J* 

r*  (cos  — hi  sm  ), r  "(cos  +i  sin  -  ' 

\n'  n/'  N  n  '  n 


oder  wenn 


2  7t    ,     .     •     2  Ä 

a  =  cos hl  sin 

n      '  n 


gesetzt  wird,  durch 

r«  (cos  —  +  i  sin  ^), 

ar"  (cos  -H-/sin  -),  aV**  (cos  — +  isin^), «"-^r"(cos  ^'^  +tsii*  7 

Da  nun  die  Function  in  jedem  ihrer  Punkte  im  Allgemeinen  n  vo/^ 
einander  verschiedene  Werthe  hat,  so   denken  wir  uns  als  Ort  fö^ 
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die  Variable  e  n  übereinanderliegende,  mit  denselben  unendlich  vielen 
Werthen  der  Variabein  z  bedeckte,    unendlich    benachbarte  Kugeln 
mit  unendlich  grossem  Radius  {Blätter),   die  wir  sämmtlich  in  dem 
Verzweigungspunkte  z  =  0^  in  welchem  die  n  verschiedenen  Func- 
tionalwerthe    einander   gleich    werden,    zusammenheften;    wird    dann 
von  z  =  0  aus  nach   einer  Seite   hin    bis   zum   unendlich   entfernten 
Punkte  ein  Schnitt,  welcher  Verzweignngsschnitt  genannt  wird,'  durch 
die  n  Kugeln  hindurch  geführt,   so  mag  die  rechte  und  linke  Seite 
einer  jeden  Kugel   nach   der  rechten   und    linken   Seite   eines   Beo- 
bachters bestimmt  werden,  der  im  Nullpunkte  auf  den  Kugeln  stehend 
sein  Auge  nach  dem  Schnitt  hin  gerichtet  hält.     Wenn  wir  nun  mit 
einem  bestimmten  Functionalwerthe  von  dem  Punkte  1  (s.  Fig.)  der 
linken  Seite  des  ersten  Blattes  ausgehen  und  in  einer  den  Nullpunkt 
umschliessenden  Curve  die  Function   stetig    sich   ändern   lassen,    so 

Fig.  14. 


^*i"d  dieselbe,    sobald  sie  den  Punkt  1   der  rechten  Seite  des  ersten 

*^la.fctes  erreicht,   also  einen  geschlossenen  Umfang  beschrieben  hat, 

Nunmehr   bei    stetiger  Aenderung   im    Ueberschreiten    der    Linie   zu 

®mein,  demselben  Ausgangspunkte  angehörigen,  aber  von  dem  ersten 

^^»•schiedenen  Functionalwerthe  gelangen  und  somit  für  die  Variable 

^^^   IVIoglichkeit  eines  stetigen  Uebertretens  in  das  zweite  Blatt,  wel- 

^*ies  den  Ort  der  Variabein   für  die   «fachen  Functionalwerthe   des 

^J^ten  darstellen  soll,  erheischen.*)    Dies  wird  nun  offenbar  erreicht, 

^^nn  wir  die  rechte  Seite  des  ersten  Blattes  längs  dem  ganzen  Ver- 

^'Weiguiiggschnitte    mit   der   linken    des    zweiten    Blattes    zusammeu- 

'^«ten,  und  da  bei  einer  nochmaligen  Umkreisung  von  Neuem  eine 

aenderung  des  Functionalwerthes  in  das  a  fache  der  Functionalwerthe 


*)  Wobei  2a  bemerken,  dass  die  in  der  Figur  neben  einander  beiindlicben 
"endete  übereinander  zu  denken  sind. 
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für  die  Variabein  des  zweiten  Blattes  eintritt,  so  werden  wir  wie- 
derum die  rechte  Seite  des  zweiten  Blattes  mit  der  linken  des  dritten 
zusammenheften  u.  s.  w. ,  so  dass  je  n  übereinander  liegende,  dem- 
selben 0  entsprechende  Punkte  Repräsentanten  der  Variabein  für  die 
zugehörigen  n  verschiedenen  Functionalwerthe  sind.  Da  endlich  für 
eine  nochmalige  Umkreisung  des  Nullpunktes  die  Amplitude  in 

Übergeht,  und   somit  der  Function alwerth  wieder  den    Anfangswerth 


1 
r**  (cos  -    4-  i  sin  -) 


annimmt,  so  werden  wir  die  rechte  Seite  des  n'^"  Blattes  längs  dem 
Verzweigungsschnitte  mit  der  linken  Seite  des  ersten  Blattes  zu- 
sammenheften müssen,  damit  in  der  nunmehr  hergestellten  Riemann  - 

sehen  Fläche  der  Function  y  s  die  stetigen  Wege  der  Variabein  kei- 
ner weiteren  Beschränkung  unterliegen,  und  jedem  Punkte  derselben 
nur  ein  Functionalwerth  entspricht,  wobei  zu  beachten,  dass  jedem 
arithmetischen  Werthe  von  z  n  übereinanderliegende  Punkte  dieser 
Riemann 'sehen  Fläche  angehören. 

Nachdem  die  Construction  der  Riemann'schen  Fläche  dieser  spe- 
ciellen  Function  durchgeführt  worden,  wird  die  folgende  allgemeine 
Auseinandersetzung  leichter  verständlich  sein.  Ist  f{z)  eine  Func- 
tion, welche  in  jedem  ihrer  Punkte  im  Allgemeinen  n  von  einander 
verschiedene  Werthe  hat,  wobei  n  eine  endliche  Zahl  bedeuten  soll, 
so  mag,  wenn  u  einen  Verzweigungspunkt  dieser  Function  darstellt, 
ein  einmaliger  Umlauf  der  Variabein  um  diesen  Punkt,  ohne  dass 
andere  Verzweigungspunkte  mit  eingeschlossen  sind,  den  einen  von 
den  einem  bestimmten,  aber  beliebigen  Punkte,  der  kein  mehrfacher 
Punkt  sein  soll,  angehörigen  Functionalwerthen  f^  in  fa  verwandeln, 
ein  nochmaliger  Umlauf  mag  fa  in  f,,  überführen  u.  s.  w.,  bis  end- 
lich nach  einer  gewissen  Reihe  von  Umläufen  der  Functionalwerth 
fh  in  den  Ausgangswerth  /*,  übergeht.*)  Ist  mit  diesen  Wertheu 
die  Reihe  der  n  Functionalwerthe  für  diesen  Punkt  noch  nicht  er- 
schöpft,  und  z.  B.  fk  einer  der  noch  übrigen  Werthe,   so   mag   ein 


*)  Dass  ff^ ,  wenn  es  in  einen  der  schon  ]>ei  der  Umkreisung  vorgekommenen 

Functionalwerthe  übergehen  soll,  sich  in  /",  verwandeln  muss,  geht  daraus  hervor, 
dass,  wenn  es  z.  B.  in  /"^  überginge,  ein  einfacher  Umlauf  um  den  Verzweigungs- 

pnnkt  a  die  Function  von  den  beiden  verschiedenen  Functionalwerthen  f^^  und  /]^ 
in  denselben  Werth  f^^  überführen  müsste,  und  somit  der  beliebig  gewählte  Aus- 
gangspunkt, da  verschiedene  Functionalwerthe  nach  Durchlaufon  desselben  Weges 
einen  gemeinsamen  Werth  annehmen,  ein  mehrfacher  Punkt  srin  würde,  welcher 
Fall  oben  ausgeschlossen  wurde. 


Die  Riemanu'itclie  FlSdie  Mr  mehrdeutigu  Fuiicttünon, 


37 


rmlaof  um  jeiieu  einen  aiiigulärei]  Punkt  z.  B.  /i  in  f]  imtl  /,  in  /i 
Sbeifflliren  u.  s.  vf.,  so  dass  sicL  fUr  die  n  einem  bestiaimteii  Piiokte 
wgtharigen  Fuiictionalwerthe  eine  Reihe   cyclisclier  Uebergäuge  von 

\r.  (..-■■  I,  i\>   •  \i,  ur 

t-njR'iii,  roll  lieüen  ciuzelue  nuch  aus  cincni  Elemente  bestehen  köuncu. 
8a  p  na  iweitur  Verzwcignngspunkt,  so  mag  bei  demselben  Äua- 
Uangiwertlie  /",  die  Keihe  der  Cyclen,  welche  diesem  Punkte  suge- 
hCreii, 

(T,  /■.■... /iA       fU  f.  i:.\ 
\r.  II-  ...  /;-'  '  V/,.  /...  iJ'---- 

mIu,  worin  die  Grössen 

l.-.f<.,---'U',  ... 

db  frfilieTeu  FiincUunalwerthe  nur  in  Fitiderer  Ueilienfolgc  genommen 
dustelleii,  lind  ao  niügen  /uvürjerat  alle  den  einzelnen  Verzweigunga- 
fHUltW  zugehörigen  Cyclen  ermittelt  werden.  Man  nehme  nun  wieder 
wr  i)arBt4!llung  der  Itiemann'schen  Fläche  der  vorgelegten  Func- 
bou  II  imendlieh  lienachbiirte  Kugeln  mit  unendlich  grossem  Radius, 
fiiitv  auf  den  einzclneu  Hlüttern  jenen  beliebig  gewählten  festen 
l'unkt  und  bezeichne  die  n  Blätter  nach  dem  Iudex  der  jenem  Punkte 
utltprechenden  Functionalwerthe.  führt  mau  nun  durch  diejenigen 
Witter,  welche  dem  ersten  (Jyclus  des  Punktes  a  augehören,  von  n 
Mch  dem  unendlich  entfernten  J?uufcte  einen  Schnitt,  ohne  einen 
Miern  Verzweigungapunkt  zu  treffen,  und  lieftH  die  rechte  Seite  dos 
^  «ü  die  link«  des  a"",  die  recht*  des  a"'"  an  die  linke  des  i"", 
"•«■  w,  endlich  die  rechte  des  A''"  nn  die  linke  des  l'""-,  führt  ferner 
*"i6  uliifusolche  Schnittlinie  von  «  aus  durch  das  /i:"*  und  V"  Blatt 
"»J  Iieitet  die  rechte  Seite  des  h""  au  die  linke  des  V-"  mal  die 
fKntfl  des  f"'  au  die  linke  des  Ä"",  u.  s.  w.,  stellt  endlich  diu  ent- 
■precH^ade  Verbindung  für  alle  Blätter  und  alle  Verzweigungspuukte 
**f)  so  werden,  wenn  inau  vun  dem  beliebig  gewühlten  Punkte  des 
'■"Iwi  Blattes  mit  «lern  Functionalwerthe  /",  ausgeht,  die  weiteren  von 
™  Wegen  der  Variabeln  vorgeschrieheneu  continuirÜcheu  Aende- 
^"Iten  der  Function  fest  bestimmt  sein,  und  ea  werden  somit  für 
*"'  Punkte  der  «  Bliitter  bestimmte  Fuuctionalwerthe  sich  ergeben, 
'"gl  Riuii  endlich  noch  hinzu,  das.s,  wenn  für  eiuen  Verzwcigungs- 
P^Wt  die  den  einzelnen  Gruppen  von  Bliittern  zugehörigen  Func- 
l'^H'dwerUie,  von  deuon  stet«  einer  eiaer  ganzen  Gruppe  gemeinsam 
ctwüfalls  eiuauder  gleich  siud,  die  Blätt«rgruppeu  selbst  noch 
'""'iiiBiider  EU  heften  sind,  damit  auch  ein  continuirlicher  Uebergaug 
■""^  lii«  gleichen  i''unctionalwerthe  von  einer  Gruppe  zur  andern 
"■^lich  ist,  so  wird,  wie  an  einem  Beispiel  nachher  noch  ausführlich 


gezeicrt  werden  soll,  die  vorg-rieifte  mehrieutige  Function  eine  ein- 
deutige Function  des  Ortts  ihrer  Variabein  sein,  indem  nunmehr  alle 
Wege  zwii?ehen  zwei  Punkten  der  Riemaun'ichen  Flache  zu  dem- 
selben Functionalwerthe  führen.*  Dass  jeder  beliebige  Weg  auf  der 
Riemann  sehen  Fläche  auch  wirklich  die  zusrehririsre  Functionalver- 
Änderung  liefert,  geht  unmittelbar  aus  dem  früher  bewiesenen  Satze 
herTor.  das«  sich  jeder  geschlossene  Weg  durch  die  Aufeinanderfolge 
Ton  geschlossenen,  die  Verzweigungspunkte  einzeln  umkreisenden 
Wegen  ersetzen  lässt,  so  dass  ein  richtiges  Znsammen  heften  der  Blatter 
der  Kiem an n 'sehen  Flache  an  den  einzelnen  Verzweigungspunkten 
auch  für  jeden  Weg  das  algebraische  Ergebnis^  mit  der  geometrischen 
Repräsentation  identificiren  wird.  Endlich  mag  noch  erwähnt  werden, 
dasä    der    im    unendlich    entfernten    Punkte    durch    die    analytischen 

m 

Eigenschaften  der  Function  fixirte  Zusammenhang  unter  den  Blät- 
tern thatsächlich  schon  von  selbst  durch  die  bezüglich  der  im  End- 
liehen  liegenden  Verzweigungspunkte  vollführte  Construction  herge- 
stellt ist,  indem  früher  nachgewiesen  worden,  dass  eine  Umkreisung 
sämratlicher  im  Endlichen  liegenden  Verzweignngspunkte  als  iden- 
tisch mit  einer  Umkreisung  des  unendlich  entfernten  Punktes  anzusehen, 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Verzweigungspunkte  von  dem  Punkte  z=(x^ 
abgesehen  sich  auf  einen  endlichen  Raum  der  Ebene  vertheilen  und 
nicht  in  unendlicher  Anzahl  sich  in 's  Unendliche  hinein  erstrecken. 
Anstatt  wie  es  die  oben  auseinandergesetzte  allgemeine  Methode 
der  Zerschneidung  der  Riemann  sehen  Fläche  vorschreibt,  einen 
Verzweigungsschnitt  vom  Verzweigungspunkte  aus  in  die  Unendlich- 
keit zu  führen,  wird  es  in  speciellen  Fällen  vorzuziehen  sein,  die 
Riemann'scbe  Fläche  durch  die  Verbindungslinie  zweier  Verzwei- 
gungspunkte  den  gestellten  Bedingungen  gemäss  umzugestalten,  und 
es  werden  sich  die  noth wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür  leicht  ergeben.  Seien  nämlich  a  und  h  zwei  Verzweigungs- 
punkte der  Function,  und  verwandle  ein  Verzweigungsschiiitt,  von 
a  nach  h  geführt,  längs  welchem  die  Blätter  passend  verbunden  sind, 
die  mehrdeutige  Function  in  eine  eijideutige  lin  dem  oben  angegebe- 
nen Sinne  und  innerhalb  eines  Raumes,  in  dem  ausser  a  und  h  keine 


♦;  E»  ist  des  Folgenden  wegen  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  dass,  wenn 
auch  die  verschiedenen  Blätter  einer  füemaun 'sehen  Hache  in  den  Yerzwei- 
gungftpunkten,  in  denen  sie  aneinander  geheftet  sind,  gleiche  Functionalwerthe 
haben,  dies  doch  nicht  für  die  längs  einem  Verzweigungsschnitte  freilich  auch 
aufeinander  liegenden  Punkte  der  einzelnen  Blätter  der  Kiemann'schen  Fläche 
statt  hat,  da  sie  nicht  sämmtlich  mehrfache  Punkte  der  Function  sind,  und  man 
wird  sich  somit  den  Verzweigungsschnitt  als  eine  Reihe  übereinander  liegender, 
aber  mit  einander  nur  im  Verzweigungspunkte  in  Berührung  stehender  Geraden 
zu  denken  haben,  von  denen  je  eine  immer  den  continuirlichcn  Uebergang  von 
oinem  Blatte  zum  andern  vermittelt. 


Die  RIe 
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anilvm  Vurzweigungsptiiiktc  der  Function  liegeo),  so  werden  otieabar, 
weoD  k  Blätter  liliigs  dem  Verzweigiingsscimitto  zusammeu  bangen, 
för  jeden  der  amem  beliebigen  Punkte  angehörigen  k  Werthe  der 
Functiou  uU  Ausgiinj^swertli  gescLIuasene  Umkreise,  weicht;  n  und  b 
«biscbliesseu ,  keine  Fnuctional Veränderung  hervorliringtiii ;  aber  diese 
uotliwcndige   Bedingung   wird   auch   die   hinreicliemle   sein;   denn  da 


Fig.  15. 


s  die  Punkt«  a  und  h  einechliessende,  in  einem  der  k  Bliitler  be- 
find^cbe  geschlossene  Curve,  innerhalb  welcher  keine  «udern  Ver- 
iw-ejgiingBpunkte  Hegen,  nach  dem  Vorhergehenden  durch  zwei  die 
j'uukt«  a  und  h  einzeln  umachliessende  Umkreise  ersetzt  werden 
■&oii,  so  wird,  wenn  e^  der  betrachtete  Ausgaugspuukt  ist,  und  der 
"St«  (fcschloBScue  Weg  ^  (e„)  in  /'.,  («„)  überfuhrt,  der  zweite  /^  (^o) 
/({'())  übergehen  lassen  müssen,  wobei  in  beiden  Fallen,  wie  nun 
ynx  Frtlheren  hervorgeht,  die  Umkreisung  in  derselben  Ürehungs- 
'chtung  anszcifOhren  ist;  dasselbe  wird  für  jeden  der  k  Ausgangs- 
Berthe 

/"iW.  r^Ci^g), ....  A(v 

»ttSiiden  mÜHseii,  und  es  folgt  somit,  dass  in  den  beiden  Verzwei- 

Dgspanktpn    Iwi  verschiedener  Drehungsrichtuog    die   Functional- 

Tiimlerutigeu ,  d.  h,  der  Cjthis,   identisch  sein  rallaseu,    dass  sifh 

"•toitj  wie   uian  aidi    aua  der   obigen   Figur  unmittelbar   überzeugt, 

ne   Verbindung  der  Blätter  derart  wird   herstellen  lassen,   dass  man 

gs  der  Linie  ab   als   Verzweigungsscliuitt  die    untere  Hüll'te   des 

"Wttes  l  (worunter  dii-  in  der  gegebenen  Ansicht  unterhalb  ah  lie- 

K*^()e  gemeint  ist)  an   die  obere  IlälFle  von   2,   die  nnt«re  von  2  an 

"'s  obere  von  i,  die  untere  von  .1  au  dio  obere  von  4,  u.  h.  w.,  end- 

"*li  di«  untere  von  k  an  die  obere  von  1  heftet,   iudem  durch  diese 

AneimmJerreihuQg  in   der  Tlmt  die  Identität  der  beiden  Cycleri   bei 

VRRcIiiedener  Drehungsiichtuug  hergestellt  wird.    Zugleich  folgt  aber 

"Ocli  aus  der  Figur   unmittelbar,  dass  auch   der  nothwendig  zu  er- 

i^Utiden  Bedingung  von  selbst  gonOgt  wird,  dass  die  geschlossenen 

"^e,  welche   keinen  der  beiden  Verzweigungspunkte   a  und  b  ein- 

«hliwseii,   auch   keine   Fuuctionalverändenmg    hervorbringen;    denn 
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entweder  schneidet  ein  solcher  geschlossener  Umkreis  den  Verzwei- 
^ungsschnitt  gar  nicht,  und  dann  versteht  es  sich  von  selbst,  da  die 
Linie  in  ein  und  demselben  Blatte  verläuft,  oder  er  tritt  so  oft  unter- 
halb ah  als  oberhalb  und  wird  dann,  w^enn  er  z.  B.  vom  ersten  Blatte 
überhalb  a  h  ausgehend  beim  Durchschneiden  des  Verzweigangsschnit- 
tes  in  das  vierte  Blatt  tritt,  bei  der  Rückkehr  in  den  oberhalb  ah 
jjcelegenen  Kaum  wieder  in  das  erste  Bhitt  zui^ückführen. 

Wenn  sich  in  einem  Verzweigungspunkte  ein  Cyclus  von  Je  Fuuc- 
tionalwerthen  ergiebt,  d.  h.  liings  einem  durch  jenen  Punkt  gehenden 
Verzweigungsschnitte  Je  Blätter  zusammenhängen,  so  wird  dieser  Punkt 
ein  VLrxnrlgmujs-  oder  WindungsimnJct  Je  —  l^^*""  Ordnung  genannt, 
wobei  natürlich  derselbe  Punkt,  wenn  sich  die  n  Elemente  in  Cycleu 
von  /r,  /,  m,  .  .  .  Elementen  sondern,  zu  gleicher  Zeit  ein  Wiudungs- 
l)unkt  /.•  —  l'^',  l  —  1^'^',  m  —  Y^^  u.  s.  w\  Ordnung  sein  kann. 

Vorausgesetzt  nun,  dass  es  uns  aus  den  bekannten  Eigenschaften 
einer  gegebenen  Function  gelingt,  die  einzelnen  Wiudungspunkte  und 
die  dazu  gehörigen  Cyclen  zu  ermittehi,  so  wäre  im  Vorigen  eine 
allgemeine  Methode  für  die  Construction  der  Riemann'schen  Flache 
gegeben,  von  deren  Punkten  als  Ort  der  unabhängigen  Variabein 
eine  gegebene  mehrdeutige  Function  eindeutig  abhängt,  und  wir  wol- 
len nur  noch  zum  Sclilusse  dieser  Vorlesung  die  obigen  Auseinander- 
setzungen und  Methoden  durch  ein  etwas  complicirteres  Beispiel  er- 
läutern. 

Sei  .   y.  ^..:i       n, 

die  zu  untersuchende  mehrdeutige  l'^unction,  und  mögen  drei  beliebig« 
Werthe  der  drei  Wurzelirrössen 


ut  Hl  n  - 


{:  —  a)  ]  z  —  b,     i  z j    i  z  —  c 
resj).  mit 

lu'zeichnel   wenleii,   so  la>sen  .sieh  nach  der  ersten  Vorlesung,  ^^^^ 

ti  -.-  eos        +  /  sin  und     p  =-=  cos      -  +  t  sm  — 

gesetzt    winl,   die   nt  .  h   verschiedenen  Werthe  jener  Function  i^  ^" 
der  lM>rin  darstellen: 

tf\    ■■•■         l"\    ;<       ''V-l-I—        l'~\-lK t(\,-.u,n^i=      -^+/''*^^ 

'i  I  / 

•  •••  •■  •  •' 

,  -  .  •  •  • 

■  •  •  ■  ■  •  • 

•  'i  > 

l)a  aus  di'ui  \  orheri^rluMideu  uiiniiitelbar  folgt,  dass  £r  =  0  kein  W^' 
/weigungs|»unk!   ist,  so  winl  es  si^ji  somit  nur  um  die  Untersuchung 
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der  zu  den  Verzweigungspunkten  z  =^b,  0,  c  gehörigen  Cyclen  han- 
deln. Eine  einmalige  Umkreisung  des  Punktes  6  in  positiver  Dre- 
hongsrichtung  wird  aber  5  J^it  der  w^^'"  Einheitswurzel  a  behaften, 
und  es  werden  somit  die  Werthe  er,,  W2,  -  '  '  '  tv,n  der  Reihe  nach  in 
einander  übergehen;  dasselbe  gilt  von  den  Gruppen  einer  jeden  Verti- 
calreihe,  und  es  ergeben  sich  somit  für  den  Verzweigungspunkt  6 
die  folgenden  Cyclen 

o.^  a).j  ....      «„,  «1  /  ' 

Wird  dagegen   der  Nullpunkt  einmal   umkreist,   so  wird  i]  die  im'* 

Einheitewurzel  a  zum  Factor  erhalten,  also   —    den  Factor   —  oder 

«*"',  und   es   wird  somit  ii\   in  tv^tj   w,n  in  tc?,;,_i, w.,  in  w^ 

übergehen;  dasselbe  wird  wiederum  für  die  andern  Gruppen  einer 
jeden  Verticalroihe  gelten,  so  dass  wir  für  den  Verzweigungspunkt 
*  =  0  die  Cyclen  erhalten 


'«    »r„-ltr„._2    ....    wj  \Wn,n  Wnm-l  tVnrn-2    ....    tV(n-l)m+J 


Der  Verzweigungspunkt  2  =  c  eiidlieh  wird  bei  einmaliger  Umkrei- 
sung für  g  als  Factor  die  n*''  EJinheitswurzel  ß  liefern,  und  es  werden 
»ich  somit  die  aus  den  Ilorizoiitalreihen  bestehenden  Cyclen  ergeben : 

er. 


I  ^w+i     .  .   .   .    fl\n  —  2)m-\'l  U\n  -\)n,-\-l\  /f(\n     ^^\>w*    ....    W?(n_l)/«  ^„„X 

V  +  i  «fr,,/+,    ....    ?(?(«__  ,)„.^.i  U\  )  \Wz,n  Wi,„    ....    Wnm  ^m  / 

Nachdem  nun  die  Cyclen  für  die  einzehien  Verzweiguugspunkte  ge- 
funden, wird  es  leicht  s<;in,  nach  der  früher  gegebeneu  Methode  die 
1  onstruetion  der  n,m  blättrigen  Kiemann 'sehen  Kugeliläche  aus- 
zuführen. Henierkt  man  nämlich,  dass  z.  13.  die  beiden  zu  den  Ver- 
zweiguDgspuukten  h  und  0  gehörigen  Cyclen 

//r,  n.,  ....  /r„,_i  ?r„A    ^^^^    ///',    w,„       fr,n^\ M'jX 

\^r.  /r, tr,„       n\  )  \tv„,  w,,^.  i  fr„,-2  ....  "t^i^ 

übereinstimmen,  wenn  die  Drehungsrichtun^en  für  die  resp.  Umläufe 
^^egengesetzt  genommen  werden,  so  folgt  aus  dem  Vovhergehen- 
^^^,  dass  man  diese  m  Blätter,  wie  die  beistehende  Figur  zeigt, 
i*ögs  einem  von  h  nach  0  gezogenen  Verzweigungsschnitte  zusammen- 
heften kann,  und  dasselbe  wird  von  je  zwei  entsprechenden  Cyclen 
^on  m  Elementen  der  beiden  Verzweigungspunkte  h  und  0  gelten, 
w  dass  somit  immer  je  m  Blätter  längs  dem  Verzweigungsschnitte 
^'*  zusammenhängen.  Was  endlich  den  Punkt  r  =  c  betrifft,  so  ziehe 
nian  von  diesem  Punkte  aus  einen  Verzweigungsschnitt   nach   dem 
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uneudlich  entfernten  Punkte  und  hefte  längs  demselben  je  n  Blätter, 
wie  es  die  oben  aufgestellten  Cyclen  bestimmen,  aneinander. 

Dass  nun  aber^    wie  aus   den  obigen   allgemeinen  Auseinander- 
setzungen hervorgeht,  der  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  hier- 

Fig.  16. 


N. 


"•^. 


durch  fixirte  Zusammenhang  der  Kugeln  in  der  That  ein  richtiger 
ist,  ergiebt  sich  aus  der  Untersuchung  der  Verzweigung  für  den 
Punkt  jgf  =  cx)  oder  /=  0,  wenn 


J8f=  — 
Z 


gesetzt  wird;  für  diese  Substitution  geht  nämlich  unsere  Function  iu 

1  —  az   m,- j—,         Jf/i  —  cz 

über  und  lässt  durch  ihre  Form  unmittelbar  erkennen,  dass  jef^=0, 
also  jgf  =  cx)  ein  nfacher  Verzweigungspunkt  ist,  für  welchen,  wie 
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3r  obigen  Werthezusammeiistellung  hervorgeht,    die  folgenden 
1  statthaben: 

tt'(„_i),n-f  1    •  .  .  .    «^'rn  +  lX  /'«U     ^nm  •  •  •  •    «^2w\ 

erkennt,   dass  die  Cyclen  für  den  unendlich   entfernten  Punkt 
=  c  bei  entgegengesetzter  Drehungsrichtung   dieselben   sind, 
s   lasst    sich  somit   in  der  That   ein  Verzweigungsschnitt  von 
nach  JET  =  oo  legen,  längs  dem  die  Blätter  in  der  angegebenen 
zusammenhängen, 
lierdurch  ist  die  Riemann'sche  Kugelfläche  für  jene  Function 
alche  im  Allgemeinen  für  jeden  Werth  der  Variabein  mn  ver- 
ene  Werthe  liefert,  der  geometrische  Ort  von  Punkten  gewor- 
den denen  w  eindeutig  abhängt. 


Fünfte  Vorlesnng. 

Die  Verwandlung  der  nfach  zusammenhängenden  Biemann'schen 
Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende. 

Nachdem  in  der  letzten  Vorlesung  die  m blättrige  Riemann'sche 
Flüche  als  geometrischer  Ort  von  Punkten,  von  welchen  die  ursprüng- 
lich w  deutige  Function  jetzt  eindeutig  abhängt,  definirt  und  die  all- 
gemeine Methode  zu  ihrer  Construction  angegeben  worden,  wird  es 
iiöthig  sein,  um  später  Unterbrechungen  zu  vermeiden,  an  dieser 
Stelle  einige  weitere  geometrische  Betrachtungen  anzustellen,  derea 
analytische  Bedeutung  erst  nachher  bei  Einführung  der  complexen 
Integrale  klar  hervortreten  wird. 

Man  nennt  Theile  einer  Fläche   zusammenhängend,  wenn  maß 
von   einem  Punkte  des  einen  Theiles    zu  einem  Punkte  des  andern 
durch  einen  continuirlichen  Zug  auf  der  Fläche  gelangen  kann,  ohn« 
die  Begränzung  der  Theile  zu  schneiden,   und  sagt,   ein  zusamm^^' 
hängender  Theil    einer  Fläche    ist  vollständig  begränzt,    wenn  ra^^ 
nicht  von    einem  Punkte    dieses  Theiles    zu   einem   Punkte  des    *^' 
stossenden  Theiles  gelangen  kann,  oder  besser,  wenn  man  nicht  ^o 
einem  Punkte   desselben  zu  der  Gränze  der  ganzen  Fläche  gelanß^ 
kann,    ohne  die   Begränzungslinien  jenes  Stückes    selbst    zu  tretf*^^*^ 
wobei  wir  ein  für  allemal  im  Folgenden  voraussetzen  werden,  d^ 
nur  solche  Begränzungslinien  in   Betracht  gezogen  werden,   wel^''^ 
nicht  durch  Verzweigungspunkte  gehen.    Soll  diese  Definition  des  r^* 
ständig  begränzten  Flächenstückes  auch  auf  geschlossene  Flächen-      /^ 
wie   z.  B.   die  ganze  Riemann'sche  Fläche  es  ist,  anwendbar  s^^  ' 
so  muss  die  geschlossene   Fläche  dadurch    zu    einer   begränzten  ^^ 
macht  werden,    dass   wir  irgend   einen   Punkt  derselben   durch  e^^ 
unendlich  kleine  geschlossene  Linie  aussondern,  welche  dann  die  ^^ 
gränzungslinie  der  gesammten  Fläche  bilden  wird.    Aus  dieser  letzt>^ 
geometrischen  Anschauung  geht  aber  unmittelbar  hervor,  dass,  we^^ 
eine    Begränzungslinie    ein    Flächenstück    einer    geschlossenen   ^i  ^ 
man  naschen  Fläche  nicht  vollständig  begränzt,  es  möglich  sein  wif   ' 

*)  Geschlossene  Flächen  sollen  solche  genannt  werden,  welche  den  unen^^. 
liehen  Raum  in  zwei  nicht  zusammenhängende  Theile  zerlegen,  d.  h.  in  iw^^ 
Continua  von  Punkten,  in  welchen  man  von  dem  einen  stetig  zu  dem  ander''^ 
nur  dadurch  gelangen  kann,  dass  man  jene  Fläche  durchschneidet. 
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von  jedem  Puukte  dieses  Flächenslückes  zu  jedem  Punkte  der  Fläche 
(als  Gränze  derselben),  also  auch  von  einem  der  einen  Seite  der  Be- 
f^nzongslinie  unendlich  benachbarten  Punkte  zu  dem  auf  der  andern 
Seite*  derselben    unendlich    nahe   liegenden   in  einem   continuirlichen 
Zuge  auf  der  Fläche  zu  gelangen,  ohne  die  Begränzungslinie  zu  tref- 
fen,   oder  anders    ausgesprochen,    einen  Punkt  der    einen   Seite   der 
Begränzungslinie  mit  dem  unendlich  benachbarten  Punkte  der  andern 
Seite  derselben,  ohne  die  Grenzlinie  zu  schneiden,   durch   eine   con- 
tinuirliche  Linie  zu  verbinden;   dass  umgekehrt,   wenn  dies  möglich 
ist,  das  Flächenstück  der  geschlossenen  Fläche  nicht  vollständig  be- 
granzt  ist,  ist  unmittelbar  einleuchtend,   da  die  beiden   zu  verschie- 
denen Seiten  der  Begränzungslinie  liegenden  Punkte  zu  verschiedenen 
Flächenstücken  gehören  *),  und  mit  der  Existenz  jenes  continuirlichen 
Zuges  angenommen  wird,   dass  man,   ohne  die   Begränzungslinie  zu 
überschreiten,  von  dem   einen  Flächenstück  in  das  andere  gelangen 
kann. 

Vor  allen  Dingen  wird  es  leicht  sein,  sich  von  dem  verschiedenen 
Charakter  einzelner  Flächen  in  Bezug  auf  die  Art  und  Anzahl  der 
Linien  zn  überzeugen,  welche  die  vollständige  Begränzung  von  Th ei- 
len derselben  bilden.  So  wird  jede  innerhalb  des  in  einem  Blatte 
<Jer  Riemann'schen  Fläche  vollständig  begränzten  Flächenstückes 
übcdO  befindliche  geschlossene  Curve  dV cd  wieder  einen  Flächen- 

Fig.  17. 


fteil  vollständig  begränzen,  und  dasselbe  wird  bei  der  zweiblättrigen 
'fiche,  deren  Verzweigungspunkt  0  ist,  stattfinden,  da  jede  geschlos- 
^e  Linie  diesen  Punkt  garnicht  oder  zweimal  umkreist,  und  es  daher 
^cht  möglich  ist,  von  Punkten  innerhalb  der  Curve  dV c  aX  zu  der  Gränze 


•)  Wobei  natürlich  nur  von  cinfacben  Begränzinigelinicn  und  nicht  von 
l^oppellinien  die  Rede  ist,  wie  es  die  6i>jitcr  zu  delinircnden  Querschnitte  Koin 
werden,  die  in  ihren  beiden  Seiten  (Irilnzen  desselben  FlUcbenstückes  sind. 


\ 
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der  gauzeu  Fläche  ab  cd  zu  gelaugen,  ohne  die  Uegränzungslinie 
jenes  Theiles  zu  durchschneiden.  Ebenso  wird  endlich  die  geschlos- 
sene zweibliitlrige  Riemann'sche  Fläche  mit  den  beiden  Verzwei- 
gungspunkten a  und  6  und  dem  Verzweiguugsschnitte  ab,  durch  die 
im  ersten  Blatte  befindliche,  in  sich  zurücklaufende  Curve  j)  in  zwei 

,v       g  Theile  zerlegt,  von  denen 

_^ der  eine  das  abgewaudte 

unendliche       Kugelstück 
.^  des  ersten  Blattes  ist,  der 

andere  aus  dem  übrigen 
'\     Theile  des  ersten  Blattes 
\    und  dem  ganzen  zweiten 
i    Blatte   besteht,    und  für 
/    jedes  dieser  beiden  Flä- 
chenstücke ist  unmittel- 
bar zu  sehen,  dass  mau, 
-'  ohne  die  Gränzlinie  p  zu 

überschreiten,  nicht  zwei 
^       "^  dieser  Linie  unendlich  be- 

nachbarte, also  in  dem  ersten  Blatte  befindliche  Punkte  durch  einen 
continuirlichen  Zug  mit  einander  verbinden  kann,  und  dass  somit 
die  beiden  Flächentheile  vollständig  begränzt  sind.*) 

Wesentlich  anders  wird  es  sich  mit  der  von  den  Curven  ab  cd 
Pig   19  und  dV c  iX  begränzten,  in  einem 

b  __  Blatte   gelegenen  Ringfläche   ver- 

halten, indem  eine  innerhalb  jenes 
,_-^_  ^  Raumes    befindliche    geschlossene 

Curve  a  b"  c"  il'  keineswegs  hin- 
dert, von  irgend  einem  Punkte 
der    zu    beiden    Seiten    derselben 
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r.  I  ^'j^-  — -:^z::-    -'\^'      ff"  ff  anstossenden    Tlieile,    ohne    diese 

■        ^^      Vi^^tl^r;^-'         /      /      Curve  selbst  zu   überschreiten,   in 

'^^Ä?:;^''''  /      ;       continuirlichem  Zuge  zu  den  Grän- 

^>,  y  zen  der  gegebenen  Ringfiäche  zu 

■^  y  gelangen  und  somit  keinen  Flächen- 

"  -  _  ^^^  theil  jenes  Ringes  vollständig  be- 

gränzt. 
Aebnlich  gestaltet  es  sich  für  das  durch  die  geschlossene  Linie  |? 
begränzte  Flächenstück  einer  geschlossenen    doppelblättrigen  Fläche 
mit  den  drei  Verzweigungspunkten  a,  6,  c,  von   denen   aus  drei  Ver- 


•)  Wir  werden  von  nun  an,  wenn  nur  zwei  Blätter  einer  Function  in  Be- 
tracht kommen y  die  im  ersten  Blatte  verlaufende  liinie  ausziehen,  wührend  wir 
die  im  zweiten  Blatte  liegende  punktiren. 
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zweiguiigsschnitte  nach  dem  uneudlich  eiitfemten  Punkte  gelegt  sind, 
längs  denen  das  erste  und  zweite  Blatt  zusammenhängen;  denn  es 
llisst  sich,  wie  aus    der  Figur  unmittelbar  zu  ersehen,  der  Punkt  a 

Fig.  20. 


^  der  einen  Seite  der  jp-Linie  mit  dem  unendlich  benachbarten 
Punkte  j8  auf  der  andern  Seite  dieser  Linie  durch  einen  continuir- 
"Chen  Zug,  welcher  die  Begränzungslinie  p  nicht  schneidet,  verbinden, 
^öd  es  ist  somit  das  von  ^  begränzte  Fliichenstück  nicht  vollständig 
"^»^nzt. 

Man  nennt  nun  nach  Riemann  diejenigen  Flächen,  in  welchen 
;ec7e  geschlossene  Linie  einen  Flächentheil  vollständig  begränzt, 
^iBfach  zusammenhängende,  und  solche,  in  denen  dies  nicht  stattfindet, 
^^rfach  ziisammenJiängende,  und  es  soll  das  Ziel  der  nachfolgenden 
Untersuchung  sein,  durch  Einführung  gewisser  Schnitte  jede  mehr- 
fach zusammenhängende  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende 
*n  verwandeln. 

Um  vor  allen  Dingen  eine  Eintheilung  der  mehrfach  zusammen- 
hangenden Flächen  zu  gewinnen,  müssen  wir  den  folgenden  Hülfs- 
satz  vorausschicken: 

Wenn  ein  Systetn  vmi  geschlossenen  Curven  a,  auf  welchen  kein 
^^ziveigungsptmkt  liegt,  mit  einem  System  von  eben  solchen  Curven  h 
^*w  Continuum  von  Punkten  einer  Biemannschen  Fläche  vollständig 
^(hizi,  wenn  chetiso  das  erste  System  der  Curven  a  mit  einem  eben- 
wichen  System  voyi  Curven  c  ein  anderes  Co^itimnim  von  Punkten 
derselben  Fläche  vollständig  begränzt,  so  tmrd  das  System  der  Curven 
i  wiY  dem  System   der  Curven  c   die  vollständige  Begränzung   des- 
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jcnigm  Continuums  von  Punlim  bilden,  welches  aus  deii  heulen  Fuvkt^ 
complexen  zusammengesetzt  ist,  wenn  diejenigen  Punkte  ausgescJdossen 
tverden,  dte  jenen  beiden  gemeinsam  sind. 

Wäre  nämlich  jenes  dritte  Continuum  durch  die  b  und  c  Linien 
nicht  vollstiindig  begränzt,  so  niüsste  es  nacli  den  obigen  Auseinan- 
dersetzungen möglich  sein,  ohne  Ueberschreituug  der  Granzlinien  zu 
der  Begränzung  der  gegebenen  Fläche  zu  gelangen,  oder,  wenn  die- 
selbe geschlossen  ist,  zwei  zu  beiden  Seiten  der  b-  oder  ^-Linien  un- 
endlich nahe  liegende  Punkte  durch  einen  continuirlichen  Zug  auf 
der  Fläche  mit  einander  zu  verbinden,  ohne  die  Begränzungslinien  zu 
treffen.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  folgt  unmittelbar  aus  dem 
Anblick  der  drei  möglichen  Fälle  der  Lagen  der  a,  t,  c  Curven,  in 
denen  sich  die  in  Frage  kommenden  Räume  ausschliessen,  einschliessen 
oder  zum  Theil  decken.  Denn  da  ijn  ersten  Falle  sämmtliche  Punkte 
der  beiden  Räume  dem  neuen  Räume  angehören  und  nur  diese^  so 

Fig.  21. 


müsste  ein  üebergang  zur  Begränzung  der  Fläche  oder  ein  conti- 
nuirlicher  Zug  von  einer  Seite  der  Gränzlinie  zur  andern  von  den 
zwischen  a  und  b  oder  zwischen  a  und  c  befindlichen  Punkten  aus 
möglich  sein;  da  jedoch  die  Räume  der  Voraussetzung  nach  vollstän- 
dig begränzt  waren,  so  könnte  dies  nur,  wenn  der  Üebergang  nicht 
durch  die  Gränzlinien  b  und  c  geschehen  sollte,  durch  Punkte  der 
a-Linie  stattfinden,  welche  Annahme  unzulässig  ist,  da  die  Linie  a, 
auf  welcher  der  Voraussetzung  nach  keine  Verzweigungspunkte  liegen, 
offenbar  nach  ihren  beiden  Seiten  hin  nur  in  die  Flächenräume  ab 
oder  ac  führt,  und  man  somit  beim  Ueberschreiten  derselben  in  dem 
betrachteten  Flächenraume  verbleibt.  Im  zweiten  Falle  ist  leicht  ein- 
zusehen, dass,  weil  der  Raum  bc  ein  Theil  des  vollständig  begränzten 
Raumes  ac  ist,  man  von  Punkten  des  Raumes  bc  aus  zu  Punkten, 
welche  ausserhalb  ac  oder  innerhalb  ab  liegen,  nur  gelangen  kann, 
wenn  eine  der  Gränzlinien  b  oder  c  überschritten  wird.  Denn  da 
man  von  y  aus,  weil  ab  ein  vollständig  begränzter  Raum  ist,  nach 
a  nur  durch  Ueberschreiten  der  (iränzlinien  a  oder  b  gelangen  kann^ 
also,  da  h  und  c  nicht  durchschnitten  werden  sollen,  von  y  ungehin- 
dert nach  ß  muss   kommen   können,   andererseits  aber    dies   letztere 
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t(g«n  der  vollständigen  ßegränzuDg  dea  Raumes  ac  auch  tücht  mÖg- 
Ücb  ist.  Ko  wird  man  von  y  aus  in  ausserhalb  des  Raumes  hc  gelegene 
Theil«  iitir  durch  IJeberschreiten  der  Gränzlinieu  b  oder  c  gelaugon 
binnen  und    somit   der   Raum    hc    ein    voUetÜudig   liegrilnzter   sein. 


Fig.  22. 


Fig.  2S. 


Endlich  ergiebt  sich  un- 

niittcUiur  aus  den  beiden 

'origieu  FuUra    auch    für 

iea  dritten  Fall  die  Ricli- 

%keit  des  ausgesproche- 

aea  Satzes,  der  nur  noch 

u  nrei    einfaclien    Bei- 

ipielen    erläutert    werden 

änJl  So  werden  in  der  dop- 
.    pelbtittrigen    Flüche    mit 

JtD   drei   Doppelpunkten 

1,  l,  c,    in  welcher   die 

CciHi  p  und  5  sowohl  als  q  und  r  einen  Theil  dieeor  Riemann'- 

lAa  Fluche  Tüllstiiudig  begränzen,  da  man,  ohne  die  Begränzungs- 
j    bim  zu  durchschneiden,  aus   dem   Plächentheil   nicht   heraustreten 

l*m,  auch   die  Curven  p  und  r   die   vollständige   Begrünzung  einea 

Oouüiiiiunig  von  Punkten  bilden,  und  es  werden  ebenso  in  der  doppel- 

blittrigeu   Fläche  mit   zjwei  Verzweigungspunkteu   a  und  h,  welche 

(liireh  einen  Verzweigungsschnitt  mit 
«nsndiT  verbanden  sind,  die  Curven 
V  awl  r  einen  Raum  vollständig  be- 
piazm,   da  p  und  q  sowohl  als  p 
mi  r  die  vollständige  Begränzuug 
*»D  lUumen  dieser  Riemann'schen 
Fache  bilden,   und  zwar  liegt  der  / 
^cu  ]'  und  q  begniuzte  Raum,  ' 
«uuittelbar    zu    sehen,    im    ersten  \ 
W»tto,  während  die  von  p  und  r, 
•"»ie  von  q  und  r  begriinzten  Räume 
"is  den  uiit(ii>rechenden  Räumen  des 
f^n^a  Blattes  und  dem  gesanunten 
Konten  Blatt«  bestehen. 

Bevor  wir  nun  zur  Eintheilung  der  mehrrach  zasammenhängen- 
•fci  Flüchen  Dbergehen,  wird  es  nöthig  sein,  zu  zeigen,  dass  dieselben 
^■n  Keseutlich  verachiodener  Natur  sein  können;  denken  vrir  uns 
■liinlich  einerseits  t-in  begränztes  Stück  einer  einfachen  Riemann- 
*theu  KugelHüch»  und  aus  demselben  einen  Theil  herausgeschnitten, 
ond  andererseits  ein  ebeiiHolcbea  StUck,  aus  dem  zwei  derartige  Theile 
''t^reimt  worden,  welche  in  der  Figur  durch  Öchraffiruug  angedeutet 
^'bJ,  Kl  worden  sich  in  der  ersten  Flache  geschlossene  Linien  a  ziehen 
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lassen,  welche  für  sich  ein  FlilcheiistUck  vollständig  hegTJatzen  und  ' 
anch  solche  Linien  b,  welche  für  sich  allein  noch  nicht  die  vollstän- 
dige Begränzung  eines  Fläcbontheiles  bilden,  jedoch  mit  jeder  belie- 
bigen andern  Linie  c,  welche  nicht  schon  für  sich  ein  Flächeustück 
vollstündig  begränzt,  einen  solchen  Flächeutheil  abscbüessen ;  in  der 
zweiten  Flüche  dagegen  giebt  es  zwar  auch  Linien  a  von  der  ange- 
gebenen Beschaffenheit,   doch  wird  je  eine  Linie  b,   welche  für  sich 


Fig.  n. 


noch  keinen  Flächenraum  vollständig  begränzt,  nicht  mit  allen  ge- 
schlossenen Linien  derselben  Art  die  vollständige  Begränzung  eines 
Fiächentheiles  bilden,  wie  z.  B.  b„  und  c,,  während  6,  und  c,  einen 
solchen  Tlieil  vollständig  abschliesseu.  Wenn  man  jedoch  in  dieser 
Fläche  von  zwei  geschlossenea  Curven  ausgeht,  welche  weder  für  sich 
noch  mit  einander  einen  Flächeotheil  vollständig  begränzen  wie  6, 
und  &2,  so  sieht  man  unmittelbar  ein,  dass  jede  geschlossene  Cutre 
der  angegebenen  Art,  z.  B.  fj  oder  c,  mit  &,  oder  6,  oder  i,  und  fc, 
zusammen  die  vollständige  BegrUnzujig  eines  Fiächentheiles  bildet; 
zugleich  ergiebt  sich  aber  aus  den  vorliegenden  Figuren,  dass  diese 
Eigenschaft  nicht  bloss  gewissen  Linien  b,  &, ,  b.^  zukommt,  sondern 
dasa  je  eine  oder  je  zwei  andere  geschlossene  Linien,  die  weder  fBr 
sich  noch  mit  einander  einen  Flächenraum  vollständig  begränzen, 
einzeln  oder  beide  zugleich  mit  jeder  andern  die  vollständige  Begrän- 
zung eines  Ilächentheiles  bilden.  Diese  letztere  Kigenschaft  ist  aber, 
wie  jetzt  mit  Benutzung  des  oben  bewiesenen  Hülfasatzea  gezeigt 
werden  soll,  eine  allen  Riemannschen  Flächen  und  denen,  welche 
durch  Abtrennung  einzelner  Stücke  aus  der  Uiemaunschcn  Plächu 
entstanden  sind,  eigentliümliche.     Denn  st-icn 

Qj  a^  %  ■  '  -  ■  On 
M  geschlossene  Curven,  wehlie  weder  ßr  sich  noch  unter  einander  | 
^^UidienMi  miästämiig  begroHMH^  tue  jedoch  »um  l'h^  «titf  < 
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(  mit  jeder  heli^gen  gesclthsscnen  Cwrve  i,  die  nicht  schon  ßr 
sich  ein  FltieJtenstück  voUständig  einschtiesst,   die  vollständige  Jiegriin- 
tvng  eines  Flächenraumes  bilden,  so  soU  gezeigt  werden,  dass  je  n  he- 
Udtige  andere  Curven 
^  6,  fta  ---■&, , 

derselben  Beschaffenheit   wie  die  a-Curvcn,    ebenfaUs   mit    einer 
t  gt'sehhssetten  Linie  k  ein  Continuvm   von    Pimliai   vollsUindig 
ätuen. 
£e  ist  iiämlicli  leicht  einzusehen,  dass,  vrenn 

d,  Oj o, 

KhloBseQB  Corven  bedeuten,  welche  weder  einzeln  noch  unter  ein- 
1  Flächeuraum  vollständig  begränzen,  eine  dieser  Currea 
rcli  eine  andere  Curve  b  ersetzt  werden  kann,  welche  nicht  sclioii 
ist  die  vollständige  Begränzung  eines  l''lächenstilcke8  bildet.  Denn 
Ilea  wir  uns  unter  k  eine  beliebige  aber  bestimmte  gescliloäseue 
ie  vor,  die  keinen  Fliichentbeil  abschliesat,  so  wird 

k  mit  a^  Uj  •  •  ■  ■  a„ 
n  Theil  oder   mit   allen    zusammen   ein  Flächenstück    vollständig 
bepiiueii,  und  dasselbe  wird  für  die  specielle  Linie  b  gelten;  giebt 
I  DQL   ein   gemeinsames  n,    für  die   Begränziingen  beider  Flächen- 
linlp,  so  wird  also 

ttr    mit    kll,    lt..   ■  ■  ■  Or-l    flr+l  ■  •  •  0« 

Bid 

«r  mit  6fl,  a-j-  ■  ■  «r— i  Or+i  ■  -  ■  a, 

auch  nach  dem  vorigen  Hiilfssatze 

k  mit  ba^  a^  ••  ■  a,-i  «r+i  ■  ■  ■  «« 
flu  Flächen ätilck  vollständig  begränzen,  und  dasselbe  bleibt  bestehen, 
'Wm  unter  den  a,  welche  mit  irgend  eiuem  k  zu  einer  vollständigeu 
wgÄnzung  verbunden  sind,  und  denen,  welche  mit  h  zu  einer  Be- 
pämtuDg  zusammengehören,  sich  nicht  Or  befindet,  indem  dann  k 
J^eofalU  auch  mit  denjenigen  a,  welche  in  dem  Eliminationsresultate 
Mitlullen  sind,  eine  Fläche  vollständig  begninzt.  Nachdem  nun  aber 
i'^gt  worden,  dass  man  statt  einer  der  Linien  »,%•-■»„  eine 
BiderB  geschlossene  Linie  b  setzen  kann,  welche  für  sich  keinen 
"»cWtheil  begrünzt  und  zwar  statt  derjenigen  der  Linien  o,  welche 
'"^  unter  den  mit  b  zu  einer  Begrilnzuug  verbundenen  Linien  a 
"•tbHen  ist,  wird  es  leicht  sein,  die  Richtigkeit  des  oben  ausge- 
^iwiencu  Satzes  zu  erweisen,  dass  die  Linien 
0|  »j  ■  •  ■  «» 

ii  den  Coniplcx  der  Linien 

i,  ftj  ■  -  ■  6, 
f^i  werden  können,  wenn  diese  letzteren  weder  einzeln  nocli  unter 
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einander  einen  Flächeiirauni  vollständig  begränzen.  Denn  eneW 
man  z.  B.  zuerst  a^  durch  b„  so  wird  jede  geschlossene  Linie 

k   mit   6,  ß,  ßj  ■  ■  ■  Or_l    «r  +  l  •  -  ■  «PI 

ein  Fiächeusttlck  vollständig  begrenzen,  und  dasselbe  wird  also  auch 
b.^  thnn,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  unter  den  mit  &j  »w 
ToUstäadigeu  Begränzuiig  yerbuudeneu  Linien  nothweudig  auch  eina 
der  oben  stellenden  a  entlialteu  sein  muas,  weil  fc,  mit  fcj  der  Vor- 
aussetzung nach  nicht  die  vollständige  BegriiiiKLing  eines  Flöchen- 
stiickes  bilden  darf;  daraus  folgt  aber  wieder  nach  dem  vorigen  Satu, 
doss  eine  dieser  n-Linien  durch  b-i  ersetzt  werden  kann;  schllesst  man 
so  weiter,  so  ergiebt  sich  imniittelbar,  das3  jede  geschlossene  Linie 
i,  die  nicht  selbst  ein  Flächenstück  abscbhesst,  mit  den  Linien 

b,b.,.-.-b^ 
zum  Theil  oder  mit  allen  zusammen  einen  Fläehenraum  Yollstandig 
begränzt.  So  wird  man  z.  B.  den  Complex  der  Linien  a,  »^•■•di 
durch  die  Linien  a'i  a^  •  -  ■  n'„  ersetzen  können,  wenn  ri'i  mit  m,  dt  mit 
«jj  ■  •  •  «11  mit  a„  einen  Fläclientheil  vollständig  begräUKen,  da,  wi* 
leicht  zu  sehen,  die  Linien  a'i  n^  •  ■  ■  ■  a„'  weder  einzeln  noch  mit  tnit- 
ander  ein  Flächenstück  vollständig  abscbhessen.  Denn  wenn  eini^ 
der  o'  z.  B. 

a'aa'i, «; 

eine  solche  Begränzung  bilden,  so  wird,  weil 

a'a  mit  a'fi aj,,  und  n'„  mit  a„ 

einen  Flächentbeil  begränzen,  auch 


dasselbe  leisten,  ebenso 
u.  s,  w.,  endlich 


«„  ff^  ■  ■  •■  «^ 


was  nicht  sein  sollte.     Dasselbe  würde  stattfinden,   wenn   ?..  B.  (o^ 
diesen  Fall  werden  wir  brauchen) 

a,  mit  ai  und  a«,  n«  mit  iii  und  r», «!■— i  mit  a^—t  und  fl» 

einen  I'läclienraum  vollständig  begränzen,  indem  auch  dann 

«1  «;  ■■■■a;_,  «,  .^ 

n  geaclilosseue  Linien   sein  mtlsson,   welche   weder  einzeln   noch   *** 
einander  die  vollständige   Begränzung    eines  FläcbenstUckes    bilJ^^' 
Donn  wenn   einige  der  «'  mit  oder  ohne  a„  eine  solche  Begi 
bilden  z.  B, 

(i'„  fifl  •  ■  n'f,  oder  a'„  a'^  ■  ■  •  a'^  a„, 
«0  würde,  weil 

»',,  mit  <i'^,  ■  ■  •  «J,  oder  a'a  mit  n'^  ■  ■  ■  oj,  n„  und  ti'„  mit  a„  uaä\ 
Flächonllieile  vollntaiidig  liegriinzen,  auch 
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«„  üfi  ■  -  ■   n'i^  a„ 
Dach  älmlicheii  Scblüä^eu 


I  TollstÄndigc  Begräiizung  eines  FlÜcheiitheiles  bilden  i 
iht  der  Fall  sein  sollte. 

Aiif  Grund  dea  eben  bewiesenen  Satzes  aber,  dass  die  Eigen- 
alt einer  Fläche,  die  darin  besteht,  dass  jede  in  ihr  befindliehe 
Bchlossene  Curve  mit  n  geschlossenen  Linien,  welche  weder  für 
I  noch  untereinander  die  Begränzung  eines  FiächenstUckes  bilden, 
len  Theil  der  Flüche  volktändig  begränzt,  von  der  Wahl  dieser 
pQiren.  unabhängig  ist,  d.  h.  dasa  diese  Eigenschaft  der  Fläche 
jhen  bleibt,  welche  n  andere  Curveii  von  derselben  Beschaffen- 
t  man  aach  an  die  Stelle  der  ersteren  setzen  mag,  lässt  sich  nun- 
br  die  folgende,  fest  bestimmte  Definition  von  n-fnch  znsammen- 
sadeu  Flächen  aufstellen; 

Eine  Fläche  wird  line  n  +  1  -fofh  sttsammmltängende  genannt, 
m  sich  in  ihr  n  geschlossene  Curvm  sielien  lassen,  wekkc  weder  für 
k  noch  unter  einander  einen  FlächentJteä  vollständig  begrämen,  mit 
um  aber  ('ru»i  Tlieil  oder  mit  aUen  susammen)  jede  andere  gescldossene 
tife  die  vollständige  Begrängiing  eines  Flädiemtikkcs  bildet. 
Ea  ist  mit  Uttlfe  des  vorigen  Satzes  einerseits  unmittelbar  zu 
(rlituDen,  dasa  die  wesentlich  auf  der  beliebigen  Wahl  der  71  ge- 
idiloiisenen  Carveu  beruhende  Definition  eine  völlig  bestimmte  ist, 
4i  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft,  wenn  sie  irgend  einem  Systeme 
1  n  Curven  zukommt,  nach  dem  vorher  gewonuenen  Resultate 
ach  fflr  ein  jedes  derartiges  System  besteben  bleibt,  andererseits 
'Igt  leicht,  dass  die  Klasse  der  »  -J-  1-fach  zusammenhängenden 
Rieben  von  der  Klasse  der  »-fach  oder  Ji  +  2- fach  zusammenhängenden 
■nllRtändig  getrennt  ist,  indem  auf  der  Jt-fach  zusammenhängenden 
«Bebe  M  geschlossene  Curven  stets  einen  Flächentheil  vollstäudig 
■^linzen,  und  auf  der  u  -[-  2-faeh  zusammenhängenden  nicht  be- 
Mbige  n  -}-  1  geschlossene  Curven  stets  die  vollständige  Begränzung 
•ioM  FliicbeustDckeB  bilden  dürfen,  wie  es  bei  der  n  -\-  1-fach  zu- 
^OiBicnhüngenden  Fläche  der  Fall  ist. 

Nachdem  somit  eine  Eintbeiliing  der  mehrfach  zusammenhäugen- 
■•D  Flächen  gewonnen  ist,  gehen  wir  unmittelbar  zu  der  Lösung 
^  IHt  die  Theorie  der  Functionen  fundamentalen  Aufgabe  über, 
«e  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  durch  passend  geführte 
Winitte  in  einfach  zusammenhängende  zu  verwaudehi,  und  werden, 
1  diese  Zerschneid<mg  in  einet  für  alle  Riemannschen  Flächen 
[Bltigen  Form  darstellen  zu  können,   wieder,  wie  diese  schon  früher 
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geschelien,  annebmeii,  dass  bei  TolUUliiiltg  gescblosseneu  Hiemauit' 
schGn  Flächen  ein  beliebiget  Punkt  derselben  durdi  eine  unendlich 
kleine  Linie  ausgeschlossen  werde,  welche  als  Gränze  der  ganzen 
Fläche  zu  betrachten  sein  wird. 

Gehen  wir  von  bestimmten  einfachen  Fällen  aus,  so  ist  für  die 
erste  der  beistehenden  mehrfach  zusammenhängenden  Flüchen  nn- 
mittelbar  klar,  dasa,  wenn  awei  Gräuzpunkte  der  Fläche  a  und  ß  mit 
einander  verbunden  und  die  beiden  Seiten  dieser  Verbindungslinie 
aß  als  üräuzliuien  der  neuen  Fläche  aufgefasst  werden,  diese  Riug- 
fläclie  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  wird,  da  jede 
geschlossene,  in  der  neuen  Fläche  liegende  Linie  einen  Flacbentfaeü 
vollständig  begränzt,  wobei  jedoch  zu  bemerken,  dass  jene  Verbindungs- 
linie zwei  Griinzpunkte  der  Fläche  nicht  so  mit  einander  verbinden 

Fig.  26. 


darf,  daÄS  durch  diese  Linie  wie  z.  B,  durch  a  eine  Zerstückelung 
der  genannten  Fläche  eintritt^  und  ebenso  wird  in  der  zweiten  Fig*** 
die  dreifach  zusammenhängende  Fläche  durch  die  Schnitte  aß  und  y* 
in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden. 

Definiren  wir  nun  allgemein  als  Querschnitt  der  mehrfach  zuaft***' 
menhängenden  Riemannschen  Fläche  eine  Verbindungslinie  zw©'® 
Granspunkte  derselben,  welche  der  Bedingung  unterworfen  ist,  ^\ 
Gränze  der  Fläche  nur  in  diesen  beiden  Punkten  zu  treffen  und  4^*' 
Fläche  nicht  zu  zerstückeln  d.  h.  dieselbe  in  zwei  an  beide  Seit^^' 
des  Querschnittes  anstossende  Theile  zu  zerlegen,  die  mit  einander  ^ 
Zusammenhange  stehen,  so  soll  der  nachstehende  wichtige  Satz  t^^ 
wiesen  werden: 

Eine  n  -j-  l-fach  susammEnkängendc  Flüche  F  wird  durch  e'in^^ 
Querschnitt  in  eine  n-fach  ettsammcnliängende  F  verwandelt,  tem'^ 
festffeselet  teird,  dass  die  durch  aUtnählige  Zerschneidung  entstehwdt^^ 
Begrännmgsthmk  ßir  die  weitere  Zerschncidatng  bereits  als  Seffrän"^ 
svmg  geUai,  und  somit  ein  Querschnitt  keinen  Punkt  mehrfach  durdt-^ 
schneiden,  viohl  aber  in  einem  seiner  früheren  Fmikte  enden  fem»,-^ 
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jai  mfack  sttsammenhüngende  Fläclie  äagegen  wird  durch  einoi  soh 
akn  fjwrscknlU  seratüdcelt  d.  h.  in  stoei  nicht  eusammctihängende  2'heile 

Zum   bessern  Veratän<liiiss   des  Beweises  dieses  Satzes   will  ich 
■lic  Kicbtigkeit   desscllien  erat  für  eiiie   specielle  Gattung  von  Quer- 
Bch»itt£ii  erweisen  und  den  y.u  milchenden  Atiseinandersetzungen  ent- 
gehend die  Coustructioii   der  Querschnitte  für  die   duppelblättrige 
emanosche  Fläche  mit  den  drei  Verzweigungspunkten  a,  ß,  y  für 
•i  tcRchiedene  Lagen   der  Ver/.weigungBsclinitte  beifügen;  stellen 
in  den   folgeudeu  Figuren   a,   und  «j  zwei    geschlossene  Cur- 
«u  vor,  die  weder  für  sich  noch  mit  einander  einen  Flächentheil 
'oUxUindig  begrUnzen,  A  irgend  einen  beliebigen  Punkt,  welcher  der 
IrOhcren  Annahme  zniolge  die  oneudlieh  kleine  Begränzung  der  ge- 
aditotsenen   Fläche  bildet,  g,  g,  den  Hoch  genauer   zu  definirenden 
■Jumchnitt  und  l  eine  beliebige ,   den  Querschnitt  nicht  schneidende 
geuliloKsene  Linie,   so  wird,  wenn  man  in  der  allgemeinen  Ansein- 
ttieraetzung  die  Zahl  2  statt  n  a<ity.i  und  die  CunstrucUou  an  diesen 
Mdttu  Figuren  verfolgt,  das  folgende  Haisonnement  leicht  verständ- 
ütli  »ein,  wenn  noch  bemerkt  wird,  dass  die  im  ersten  Blatte  befind- 
Üeben  Liuieu    ausgezogen,    die  im  zweiten  Blatte   liegenden   punk- 
tirt  (bd. 

Seien  a^  a-^  ...  «,  w  geschlossene  Curven  einer  n  -\-  \  fach  zu- 
tUnmenhängeudeu  Fläche  F,  die  weder  einzeln  noch  unter  einander 
ciaen  Flüchentlieil  vollständig  begränzeu,  so  wird  man  von  gegen- 
UWliegenden  Punkten  der  Curve  a,  aus,  ohne  die  Begränzungsliuiea 
"i  0]  . .  .  fl»  - 1  zu  schneiden ,  zwei  Linien  g,  und  g,j  continuirlich 
Weh  »wei  Punkten  der  Gränze  der  Kiemann'schen  Fläche  führen 
iiBnucii,  welche  in  dem  gewählten  Beispiel,  da  die  Begränzung 
dem  Punkte  A  besteht,  beide  in  diesen  Punkt  hineinführen, 
•ährend  dies  z.  B,  in  deu  früher  behandelten  Ringflächen  nicht  der 
F»ll  Bein  wird.  Wird  diese  Linie  g,  q.^  noch  <ler  Bedingung  unter- 
worfen, dosa  sie  sich  seihst  nicht  schneidet,  was  sich  offenbar  in 
leu  Falle  erreichen  l'ässt,  so  kann  sie  der  obigen  Detiuition  gemäss 
*''  ein  bestimmter  Querschnitt  der  «  -}-  1-fach  zusammenhängenden 
'«nianu'scben  Flüche  F  augesehen  werden*),  und  es  wird  sich 
^i  nsle  darum  handeln,  nach/.uweiseu,  dass,  wenn  dieser  Quer- 
•thiiitt  b  seinen  beiden  Seiten  als  neue  Begränzungslinie  der  ge- 
B^beaea  Fläche  F  aufgefasst  wird,  welche  in   ihrer  neuen   BegrÜn- 

*)  da  die  aus  g,  um]  q,  beHteheaiie  Linie  zwei  BegdLuniingspunkte  ver- 
■diit,  (ich  »elbat  tiicbt  gcliiiciilet  uod  endtiub  aucb  die  Fläctie  uicht  zerstückelt, 
U  di«  Liui«  a, ,  ohne  den  Querschnitt  zu  schneiden,  von  einem  Punlite  der  einen 
ile  dewelbeD  in  einem  continuirlichen  Zuge  ku  dem  gegen tiberlkgendeii  «uf 
f  tadern  Seite  fUIirt;  es  i«t  hierdurch  zugleich  die  EiiateuE  eine«  Quersclinittc« 
•*«  t»-}- l-faeh  lusamnienh äugenden  Flüche  nachge wiesen. 
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zung  mit  F'  bezeichnet  werden  soll,  diese  letzte  Fläche  nor  »-fact^ 
zusammeuhäugend  ist,  d.  h.  dasa  jede  gesclilossene  Curve  der  Fläche» 
F'  mit  irgend  welchen  n  —  1  geschlusscnen ,  weder  einzeln  noclc«. 
unter  sich  einen  Flftcbentheil  von  F"  vollständig  einschliessemleKi 
Linien  die  vollständige  Begräuzung  eines  Flächenstückes  bildet.  Als^ 
solche   B  —  1    Linien    wird   es   offenbar    erlaubt   sein,    die   Cuneu 


0,0,  ...  0,-1  anzusehen,  da  dieselben  einerseits  der  VorauGsetzting 
nach  von  dem  Querschnitte  niclit  getroffen  werden  und  somit  ganz 
und  gar  der  neuen  Fläche  F'  angehören,  andererseits  aber  auch  weder 
einzeln  noch  mit  einander  einen  Fläcbentheil  der  neuen  Flüche  l" 
vollständig  begränzeu;  und  zwar  folgt  dieses  letztere  unmittelbar 
daraus,  dass,  weil  jene  Curven  der  Annahme  nach  nicht  die  voll- 
ständige Begränzung  eines  Theiles  der  Fläche  F  bildeten,  es  möglich 
sein  musste,  von  Punkten  des  in  Rede  stehenden  Theiles  an  die  B&- 
gräuKung  der  gegebenen  Fläche  F  zu  gelangen,  und  daher,  da  F 
ans  F  nur  durch  Einführung  einer  neuen  Granzlinie  hervorgegangen, 
sieb  die  Begränzung  von  F'  um  so  eher  erreichen  lassen  muss,  weil 
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fa  Treffen  der  ursprQugHchen,  jetzt  iiocli  fortbestehenden  Begrtinzuug 
im  dnrch  jenen  Querschnitt  gehindert  werden  könnte,  welcher  selbst 
Bcgiinüangslinje  geworden  ist.  Um  somit  nachzuweisen,  dasa  F' 
i-i"ach  zusammenhängende  Fläche  ist,  wird  es  nur  nöthig  sein, 
Dch  davon  zu  überzeugen,  dass  die  n  —  1  Curven  o,  Oj  .  .  ,  a,_  i  zum 
TLeil  oder  alle  zusammen  mit  jeder  geschlossenen,  in  der  Fläche  F' 
gelegenen  Linie  l  einen  Theil  derselben  vollständig  begränzen.  Nun 
if  aber  der  Voranssetzung  nach  das  Contiuuum  von  Punkten,  welches 
roa  der  Linie  l  in  Gemeinschaft  mit  einem  Theile  oder  der  Gesammtr 
lät  der  Curven  u,  Oj  .  .  .  a.,  _  i  a,  abgeschlossen  wird,  ein  vollständig 
begniizt«8,  and  es  ist  leicht  zu  erkenuea,  dass  unter  den  Gränzlinieu 
*  tbgeachlossenen  Raumes  die  Linie  a„  selbst  nicht  vorkommen 
1,  weil  sowohl  von  der  einen  als  von  der  andern  Seite  dieser 
t  ein  coutinuirlicher  Zug  ly,  und  q^  nach  der  Begränzung  der 
TS/^tF  geführt  ist,  ohne  die  Übrigen  Gränzlinien  zu  schneiden.  Es 
WdeB  duher  nur  die  Curven  o,  a.j  , .  .  a,_  i  i  die  vollständige  Be- 
piotuDg  jenes  Continuums,  insofern  man  nicht  von  Punkten  des- 
t^  an  die  Begränzung  von  F  gelangen  kann;  man  ist  aber 
«i  eben  so  wenig  im  Stande,  die  für  F'  neu  hinzukommende  Be- 
piimiigiilinie ,  nämlich  den  Querschnitt  5,  q^,  zu  erreichen;  denn 
*i«  dies  der  Fall,  so  könnte  man,  au  dorn  Querschnitt  angekommen, 
u  diesem  entlang,  da  derselbe  keine  der  Linien  a,  a,  ...  «1^-1  I 
•wiieidet,  smr  Begränzung  von  F  gelangen,  was,  wie  eben  gezeigt 
vorden,  nicht  möglich  ist.  Es  ist  somit  ersichtlich,  dass  die  Linie 
'  Biit  einem  Theil  oder  der  Gesaramtheit  der  Linien  a,  n,  . , .  a,_i 
OH  Continuum  von  Punkten  einschtiesst,  von  dem  aus  es  nicht  mög- 
"t  iit,  an  die  Begränzung  von  F'  zu  gelangen,  d.  h.  einen  Flüchen- 
«al  ton  F'  vollständig  begränzt,  und  da  {  eine  jede  beliebige  ge- 
Kalostene,  in  der  Fläche  F'  befindliche  Linie  vorstellt,  so  wäre 
gewiesen ,  dass  die  »  4-  1  ■  fich  zusammenhängende  HUche  F 
■"fch  Einfilhrung  eines  Querschnittes,  welcher  zwei  zu  beiden  Seiten 
•00  a,  einander  gegenüber  liegende  Punkte  durch  einen  die  andern 
uwsü  a,  ..  a^—x  nicht  schneidenden  continuirlichen  Zug  mit  der 
«gSnzimg  der  Fläche  7'' verbindet,  ineinen-fach  zusammenhängende 
^•che  F'  verwandelt  wird. 

Der  eben  behandelte  specielle  Fall  der  Zerlegung  einer  Fläche 
'WDittBla  eines  Querschnittes  von  der  vorher  angegebenen  Beschaffen- 
«it  regt  die  Frage  an,  ob  jeder  beliebige  Querschnitt  stets  mindestens 
c  »OD  n  geschlossenen  Cnrven  sehneiden  muss,  wenn  diese  weder 
«ein  noch  unter  einander  einen  Theil  der  Fläche  F  vollständig 
■«päaMn,  Dass  dies  aber  in  der  That  der  Fall,  ist  leicht  einzu- 
•slioi;  denn  angenommen  der  Querschnitt  träfe  keine  dieser  «  Linien,  so 
*wie  mau  vou  einem  Punkte  desselben  zu  dem  gegenüberliegenden  eine 
•""Ünuirlidie  Linie  auf  der  Fläche  F  (was  möglich  ist,  da  der  Quer- 
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schnitt  die  Fläche  nicht  zerstückelt),  und  es  würde  dann 
gesehloBSGne  Liuie,  welche  nicht  für  sich  einen  Flächentheil  vuUstÄndig 
abgrUnzt"),  mit  jenen  n  geschlossenen  Linien  einen  Flächenraom 
vollständig  begränzen,  was  nicht  angeht,  da  der  Querschnitt  nrei 
gegenüberliegende  Punkte  dieser  Linie,  ohne  diese  selbst  und  die  an- 
dern n  Linien  zu  treffen,  durch  einen  coutinuirlichen  Zug  mit  der 
Grunze  der  Fläche  verbindet;  es  wird  somit  der  Querschnitt  mindestem 
eine  jener  «  geachloBsenen  Linien  schneiden  müssen. 

Durch  diese  Bemerkung  ist  aber  der   Weg  vorgezeicliuet,   den 
der  Beweis  des  oben  ausgesprocheneu  allgemeinen  Satzes  zu  nelunen 
hat.     Denn  angenommen  es  wäre  der  Zusammenhang  der  Fläche  F 
dnrcb  Einführung    eines  Querschnittes   als    neuer  Gräitzlinie  der  w 
entstehenden   Fläche  F'  nicht  erniedrigt,  eo  müaaten  sich   in  F'  n 
geschloBseue  Linien   ziehen  lassen,   welche  weder  einzeln  noch  nnter 
einander  einen  Theil  dieser  Fläche  vollständig  begränzen;   wäre  dia 
aber  der  Fall,  so  könnte  mau  von  Punkten  dieses  Kaomes  nach  dm 
Begränzongen   der  Fläche  F'   gelangen,   ohne  die  Gränzliuien  selbt 
zu   überschreiten,   und  da  die  Begränzungen  von  /'"  aus  den  Grätt 
linien   von  /■'  und  dem  Querschnitt  bestehen,    und  dieser  letztere  £f 
geschlossenen  Linien  nicht  trifft,  wenn  nÖtliig,  an  dem  Qnersclmitt  er- 
lang, ohne  Gränzliuien  zu  schneiden,  jedenfalls  an  die  BegrUnzungAl 
Fläche  F  kommen;  dies  ist  jedoch  desslialb  unmöglich,  weil  dann  in  At 
Fläche  F  n   geschlossene   Curven    existireu    würden,    welche   weJtf 
einzeln  noch   untereinander  einen  Theil  dieser  Fläche  F  vollständig 
begränzen,  und  von  denen  keine  von  dem  Querschnitte  getroffen  *iA 
eine  Annahme,    die  dem  vorher   bevriesenen  Satze  widerspricht;  * 
wird  somit  in  der  Fläche  F'  höchstens  n  —  1  Curven  geben,  welch* 
weder  einzeln  noch  mit  einander  einen  Flächentheil  vollständig  be*  ^ 
gränzen,  die  Fläche  F'  also  höchstens  «-fach  zusammenhängend  saisi- 
Und  nur  soweit  ist  auch  der  Satz  richtig,   so  lange  der  Querschßi** 
als    eine    zwei   Gränzpunkte  verbindende  und   die  Fläche   nicht  w*^ 
stückelnde   Linie  aufgefasst   wird;    unterwirft  man   denselben  jed**^ 
noch  der  oben  ausdrücklich  hinzugef^en  Bedingung,   dass  dene!*** 
nur  etoei  Punkte  mit  der  Gränze  der  Fläche  gemein  hat  (indem  ^^ 
im  andern  Falle  aus  mehreren  solchen  Querschnitten  besteht),  so  '»**, 
sich  auch  zeigen,  dass  die  neue  Fläche  genau  n-fach  zusammenhänge*^ 
ist,   oder   dass   ein  Querschnitt  eine  «-)-l-fitch  zusammenhänge»** 
Fläche    nicht   in    eine   tläche  von  niedrigerem   Zusammenhange   *  _, 
dorn  n-fachen  verwandeln  kann.    Denn  wäre  der  Zusammenbi 
neuen  Fläche  F'  ein  n  —  A-facher,  so  würden  sieh  ini^' 
geschlossene  Curven  ziehen  lassen,   welche  weder  einzeln  noch 


*)  weil  der  QaerEtbnitt  von  ihren  beiden  Seiten  nach  der  Begt&ni 
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(iiiBiider  einen  Theil  you  F'  vollstündig  begränzen,  mit  jeder  andern 
in  J"  li'-genden  geschlossenen  Curve  iiber,  die  nicht  ein  besonderes 
lilicheustflck  abecUieset,  die  vollständige  Begränzung  eines  Flücheii- 
Üieils  voll  /'",  also  auch  von  F  bilden ,  weil  die  Gränzen  von  F  zu- 
((leich  auch  Gränzen  von  /■"  sind.  Nimmt  man  nun  noch  zu  jenen 
(i  — i — 1  Curvcn  eine  n  —  k'°  b  hinzu,  welche  von  einem  Punkte 
lies  (Jnerachnittes  ausgebend  zu  dem  gegenüberliegenden  Punkte  der- 
wlbenzurQckfiihrt*),  so  behaupten  wir,  dass  jede  geschlossene  Linie  l 
ilcT  Hache  F,  welche  nicht  selbst  bereits  ein  Flächenstück  abschliesst, 
mit  eiiiem  Theile  oder  der  Gesammtheit  der  Curven 

o,  (i-j  .  .  . .  a»  _  i  _  1  Ji 
noen  Flöchentheil  von  F  vollständig  begrauzt.  Für  eine  den  Quer- 
Kbitt  nicht  schneidende  Linie  l  nämlich  ist  dies  unmittelbar  er- 
ühtlich,  du  dieselbe  in  F'  liegt  und  daher  mit  a^  a^  . . .  .  a^  - 1  —  t 
Hnen  FlUcheutheil  von  F'  also  auch  von  F  vollständig  begränzen 
Oiiii,  uud  es  bleiben  somit  nur  noch  diejenigen  geschlosseneu  Linien 
'«betrachten  übrig,  welche  vom  Querschnitte  getroffen  werden, 
M  diesem  Falle  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  te  und  ß  die 
einzigen  Granzpunkte  vorstellen,  welche  der  ganz  im  Innern 
w  Häcbe  verlaufende  Querschnitt  verbindet,  man  die  Linie  l  in  jedem 
'ille  entweder  durch  eine  geschlossene  in  F'  befindlicbe  Linie  schnei- 
*a  kinn,  welche,  ohne  selbst  einen  Flächentheil  abzuschliessen,  mit 
die  vollRtäudJge  Begränzung  eines  Flächenstückes  von  F  bildet,  oder 
orcli  allmälige  Erweiterung  zu  einer  <lie  Linie  b  umschliesseuden, 
U  Querschnitt  nicht  schneidenden  Curve  auszudehnen  im  Stande 
i,   welche    mit  l  und  b  einen    Raum   von  F  vollständig   begränzt. 

iid  die  80  erhaltene,  ganz  in  F'  befindliche  Linie  mit  l'  bezeichnet, 

mss  uoch  der  Annahme 

«1  flj  . . , .  a,_t  _  1  l' 
a  tlnchenstück    von  F'  also   auch   ein   solches  von  F  vollständig 
äiisen;   nun  bildeten  aber  auch   II'  oder  Wh  die    Begränzung 
iQw  F^chentheiles,  und  es  müssten  dalier  auch  a,  a^  .  .  .  a»  —  «— i  b 

i  juder  geschlossenen  Linie  l  einen  Fllichenraura  von  F  vollstiindig 
was,  da  Fn  -(-  1-fach  zusammenhängend  ist,  nur  statt- 
kann,   wenn    h  ^  0,   d.   h.  der   Zusammenhang  von  F'  ein 
K&cher  ist. 

Nachdem  somit  bewiesen  worden,  dass  eine  jede  n -f-  1-fach  zu- 
■HumenbiuigeDde  Fläche  durch  einen  beliebigen  Querschnitt  in  eine 
lucb  zusammenhängende   und   daher   durch    n  Querschnitte   in   eine 

'}  Ubh  diese  Linie  b  weder  für  sich  noch  mit  einer  der  Linien  a,aj..ai^_i  _^ 
FUidienraiim  son  F  Tollstiiiidig  biigräDzt,  gebt  daraus  hervor,  dass  der 
"•"HKlniitt  von  buidtn  Seiten  der  Linie  6,  ohne  eine  jener  n  ^  k  —  1  Linien  « 
nach  der  Begrüucang  der  Flilche  führt. 
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einfach  zuaammenhöugeude  Fläche  verwandelt  wird,  erübrigt  n 
zu  zeigen,  dass  eine  einfach  znsammenhängende  Fläche  durch  einen 
Qnerschnitt  in  zwei  nicht  zusammenhängende  Flächentheile  zerlegt 
wirdj  wie  dies  für  die  beistehende  dreifach  zusammenhängende  FlÖch^ 
welche  durch  die  Querschnitte  ;)[  und  p,  in  eine  einfach  zusammea- 
bängende  verwandelt  ist,   in   der  That  durch  den  Querschnitt  q  gfr- 


Pig.  37. 


Bchieht.  Wären  nämlich  die  beiden  dem  Querschnitte  anliegenden 
Flächen tlieile  noch  zusammeti hängend,  so  liesse  sieb  ein  Punkt  der 
.einen  Seite  des  Querschnittes ,  ohne  den  Grnnzlinieu  dör  Fläche  zu 
begegnen,  mit  dem  gegenüberliegenden  der  andern  Seite  desselben 
durch  einen  continuirhchen  Zug  verbinden,  und  man  würde  diese 
Verbindungslinie  als  eine  gcBchlossene  Linie  der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  auffassen  können,  welche  dieselbe  in  zwei  Theile 
derart  zerlegt,  dass  man  von  beiden  Seiten  jenes  coutinuirlicheu  Zuges, 
wenn  man  dem  Querschnitte  folgte,  zu  den  Gränzen  der  Fläche  ge- 
langte, was  dem  Begriffe  der  einfach  zusammenhängenden  Pläche 
widerspricht,  in  welcher  eine  geschlossene  Linie  einen  Flnchenthei] 
vollständig  begränzen  muss. 

Ist  nun  die  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  durch  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt,  in  welcher 
jetzt  jeder  der  Querschnitte  und  zwar  beide  Seiten  desselben  als 
Gränzen  der  Fläche  aufzufassen  sind,  so  wird  es  möglich  sein  müssen, 
die  gcsammte  neue  ßegränzung  der  einfach  zuBammeiihänge]idi.'U  Fläche 
in  einem  Zuge  zu  durchlaufen ;  denn  sei  a  ein  Punkt  der  Begränzung, 
von  dem  aus  man  discontinuirlich  zum  nächsten  Begränzungspunktc 
ß  fibergeben  müaste,  so  könnte  mau  k  mit  ß  durch  einen  die  Be- 
gränzung nicht  schneidenden,  continuirlichen,  im  Innern  der  Fläche 
liegenden  Zug  p  verbindeu,  welcher  als  Querschnitt  der  eiufiicb  m- 
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sammenbängenden  Mäche  aufgefassi  dieselbe  nach  der  letzten  oben 
gemachten  Bemerkung  zerstückeln  niüsste;  man  siebt  jedoch  unmittel- 
bar, dass  man  von  }^  zu  d  in  einem  continuirlichen  Zuge,  der  sieb  an 
dem  Qnerscbnitte  und  der  ßegraizungslinie  entlang  zieht;  obne  die- 

Fig.  28. 


selbe  zu  schneiden,  gelangen  kann,  dass  somit  ein  derartiger  Quer- 
schnitt p  nicbt  möglich  ist,  und  die  gesammte  Begränzung  daher 
eine  continuirliche  Linie  bilden  muss. 


Sechste  VorleBung. 

Das  Integral  von  Functionen  complexer  Variabein, 

Nachdem  wir  gezeigt,  wie  Uiemaiia  die  Fläche  einer  vieldeutigen 
Function  iu  den  geometrischen  Ort  der  Variabein  einer  eindeutigen 
Function  verwandelt,  und  einige  Betrachtungen  über  den  Zusammen- 
hang dieser  Flächen  und  deren  Zerlegung  durch  Querschnitte,  deren 
Bedeutung  schon  iu  dieser  Vorlesung  klar  hervortreten  wird,  daran 
geknüpft  haben,  müssen  wir  jetzt,  bevor  wir  auf  eine  Besprechung 
der  Entstehnngs weise  der  Functionen  und  deren  Classificirung  ein- 
gehen, eine  genaue  Untersuchung  derjenigen  arithmetischen  Gebilde 
vorausschicken,  welche  aus  der  uneudlich  oft  wiederholten  Grund- 
operation der  Addition  hervorgehen,  nämlich  der  complexen  Integrale 
und  unendlichen  Reiben,  und  welche  von  den  einfachsten  Functionen 
abgesehen,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Grundlage  ftir  die  Neu- 
bildung der  F\mctionen  liefern  werden. 

Sind  f,  und  e,  zwei  im  Endlichen  liegende  Punkte,  und  werden 
auf  einer  fest  gegebeneu  Curve  zwischen  diesen  beiden  Punkten,  die 
jedoch  nicht  unendlich  viele  Ecken  haben  darf,  n  —  1  Punkte 

Fig.  29. 


c ,  ; 


eingeschaltet,  ausserdem  innerhalb  eines  jeden  Intervalles  willkürlS 
ein  Pnnkt  fixirt,  dessen  Lagen  durch 

ti,  S, i. 

bezeieluiet  werden  sollen,  so  soll,  wenn  /"(s)  eine  Function  ^ 
deutet,  welche  der  Bedingung  unlerwoifeu  ist,  für  keinen  Punkt  jeuer 
Linie  unendlich  zu  werden,  -während  sie  für  eine  endliche  Zah]  von 
Punkten  jener  Curve  endliche  StetigkeitssprUuge  maclien  darf,  dmr 
Gränzausdnick 

lim.  =  .  {(»■-£.)«S,)  +  («--rt/'({,)  +  ....+  (s,-«'-")«t.)| 


Das  Integral  vou  Pimctioneü  coniploxer  Variabein.  ß3 

ias  auf  dem  vorgelegten  iutegratiouswege*),  welcher  durch  die  Curve 
iffwcben  s„  uud  s,  dargestellt  ist,  geuoniinene  bestimmte  complexe 
lut^nl  zinscliea  den  Grunzen  £„  und  e,  genamit  und  mit 


//■(-: 


■)dis 


böeicboet  wenleu,  wobei  der  Integrationsweg  selbst  noch  in  irgend 
welcher  Weise  angedeutet  werden  muas. 

Die  erste  Frage  wird  nun  offenbar  die  sein,  ob  jene  Definition 
des  begtimmten  Integrales  überhaupt  einen  Sinn  hat,  d,  h.  ob  der 
Ausdruck  nicht  unendlich  gross  wird  uder  bei  der  vollständig 
wUkilrlich  gelassenen  Wahl  der  eingeschalteteu  Zwischenwerthe 

.-,  ü",  ...  «<— 'I,  s,,  s„  ....{. 

mit  anderen  Lagen  derselben  oscillirt.  Dass  nun  aber  der  Werth 
jeaee  Änsdruckes  ein  endlicher  ist,  wird,  weil  der  absolute  Betrag 
our  Summe  kleiner  als  die  Summe  der' absoluten  Beträge  und  daher 


JBOd 


dJAs)'&<lim,:.„{mod[(i'-£«)Ae.)]+---+niod[(iJ,-^<-')/-(£.)]} 

it,  nnmittelbar  ersichtlich  sein;  denn,  wenn  der  grösste  absolut« 
"trag,  den  die  Function  auf  dem  Integrationswege,  auf  welchem  sie 
"'cht  unendlich  werden  sollte ,  annimmt,  mit  31  bezeichnet  wird,  so 
■"St  »ich  die  obige  Ungleichheit  in  die  folgende  umsetzen 

A«)i/i<lim„^,{3/[raod(/-£„)  +  mod(s"-/)H hm'x'C.^i— ^■'"""Jl), 

xl  da  die  Grössen 

mod  {e'  —  e,|),  mod(£"  —  g'),  . .  .  .  mod(j,  —  g^"  —  '*) 
geradlinigen  Entfernungen  der  Punkte  r'  von  ^y,  s"  vou  s',  . . ,  s, 
£'■-"  bedeuten,   und   daher   die  Summe  aller  dieser  Moduln  fllr 
=  00  die  Länge  l  des  gegebenen  Integrationsweges  darstellt,  so  er- 


mod 


/A^) 


<^.-<  J 


.1, 


somit    für   das   Integral    selbst    einen  endlichen   Werth,    wenn 

^^  ktwgesetzt   wird ,    dass  die   Länge  /  des   lutegrationsweges  selbst 

Ujch  ist  d.   li.   der  Integrationsweg  sieh  weder  in  das  Unendliche 


*)  wobei  Dach  der  obigen  VorauButzimg  ini  Folgenden  nar  von  lolchen 
^BratiÖDs wegen  die  Bede  »ein  wird,  welche  nicht  in  nouh  so  kleinen  Tbeilen 
'■^di  Tide  Ecken  haben. 
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erstreckt    noch    zwiBcben    den  beiden   im   Endliclien  liegeoden  End- 
pDokten  unendlich  viele  Windungen  hat. 

Dasü  aber  auch  keine  Oacillation  der  Werthe  des  beatimmten  In- 
tegrales für  die  verschiedene  Wahl  der  eingeschalteten  Punkte  ein- 
tritt, wird  man  aus  der  leicht  ausführbaren  Zerlegung  des  complexeii 
Integrales  in  seinen  reellen  und  rein  imaginären  Theil  ersehen  können. 
Denn  zählt  man  die  Bogenlängen  der  Integraüoßscurve  vom  Punkte 
Za  aus  und  betrachtet  die  Coordinaten  x  and  y  als  reelle  Functionen 
jener  Länge  s,  so  dass 

x  =  ip{s)  y  =  tCs) 
g  =  x  +  yi=  giis)  +  ii>{s) 
ist,  80  wird,   wenn  für  eine  bestimmte  Wahl  jener  eingeschalteten 
Punkt« 

S„S'£".  ..£'-'  f,  f,  £j  .  .  .£, 

und 

S|,  S,  Sj    .  .  ,  S,  _  1  S»  öl  ffj  .  ,  .  ff, , 

worin  s„  =  0  ist,  und  s,  =  i  die  Ijünge  der  ganzen  Integrationscorre 
vorstelUj  zusammengehörige  Werthe  bedeuten,  und 
/■[V(s)  +  i*(s)]-f(s)  +  iy,{s) 
gesetzt  wird,  der  oben  aufgestellte  Grilnzaasdruck  für  das  bestinmA 
Integral  die  Form  annehmen 

iim,=.  5?  {v(si)+»"tf'(**)-y(s*-.)-'(t(Si-.)}  {Fia^)  +  iF,{a.)}. 
Durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  crgiebt  sich,  wenn 


■0 


*(<»)-  *(»:l-l)       _ 


gesetzt,  ausserdem  berücksichtigt  wird,  dasa,  weil 

die  coainus  und  ainus  der  Winkel  bedeuten,  welche  die  TangCJ»'^*' 
mit  der  positiven  x-Achse  machen,  in  Folge  der  Annahme,  dasa  J"^ 
C'urve  nicht  unendlich  viele  Ecken  haben  darf, 

y'(s._i)  =  g5'(ö*),    jf'{«A-i)  =  (''■(««) 
geooramen  werden  darf*),  und  endlich 

ip{s)F(s)-jl>'is)F,{s)max{s) 
9'{8)F,is)-^il>'{s)F(s)mitxd^) 

')  indem  dadnrcli  nur  ein  miendlich  kleiner  Unlerwhied  von  dem  iirsprfii*" 
lichoo  Wortho  hürvorgeliraclit  wird,  wulircmd  filr  unendbch  viele  Ecken  i^^ 
Unter8cl)ied  ein  endlicher  sein  kann. 


irai«^ 
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bweichuet  werden,    für    das    boatimmt*    Inlepral     die    nachfolgende 

Jx(^)ds+ijxi{s](!s, 

wiche  Ausdrücke,  wie  ans  der  Lehrevon  den  reellen  beBtimmteu 
ntc^len  bekannt  iat,  unabhängig  von  der  Lage  der  auf  der  reollen 
treckp  Ewincht-n  0  und  /  eingeschalteten  Wertlie,  auch  wenn  ;[(s) 
nJ  ||isj  in  einer  endlichen  Anzahl  tou  Punkten  jeuer  Strecke  eud- 
eile  DisFontiuuitäteii  haben,  sich  einem  festen  endlichen  Gränzwerthe 
lendlicb  nähern,  well  für  keinen  Werth  des  Intervalles  zwischen 
mil  i<s)  lind  j;,  (s]  nnendlicb  gross  werden,  indem  eine  Disconti- 
iiitit  durch  den  Durchgang  durch  das  Unendliche  den  Functionen 
'(()  and  t\  («)  Kufolge  der  filr  /"(?)  gemachten  Voraussetzung  nicht 
nkonomu  kann.  Ks  ist  somit  unter  den  oben  für  f{z}  und  die  Int«- 
»tioiiscurve  gemachten  Beachräukungea  die  Endlichkeit  des  Inte- 
ttia  und  die  Unabhüngigkeit  von  der  Wahl  der  eingeschalteten 
lerthe  erwiesen. 

Wir  erweitern  nunmehr  die  Definition  des  complexen  Integrales, 

udoii  wir  f{s)   nicht  mehr  der  Beechränkung  unterwerfen,   auf  dem 

^wn  Integration swege   endlich   zu  bleiben,  sondern  auch  Disconti- 

oititipankte  zulassen,  in  deneu  die  Function  unendlich  wird.    Seien 

te,,  a,,  .  ,  .  ai, 


■ige  Punkte,  so  soll  von  uuu  an  unter 

jli'}'",'} 

•"»r  die  vorgelegte  bitegrationacnrve  c  genommen,  der   Oriinzwerth 
trstattdun  werden,  den  die  folgende  Summe  der  complexen  lutegrnlo 

jhs)  di  -\-jm  ds  +Jm  rf^  -f  ■  •  •  +J'm  ds 

iB  Function  der  auf  dem  lutegrationawege  liegenden  Ori)s3en 

a^,  5,.  J,,  £^, ...  ät.  tt 
""^^Utt,  annimmt,  wenn  sich  eben  diese  Grössen  der  Null  nähern, 
^  irir  werden  jenem  Integrale  einen  Sijin  und  eine  feste  Bedeutung 
^direibon,  wenn  jener  Ausdruck  sich   einem  von  jenen   Grüseen  S 
■'"'  *  Qualtbängigen  Wurthe  nähert.     Ebenso  soll  das  Integral 

*}  nulnn  wir  die  Deieicbnang  Üea  IntcgmldanBwegeB  dem  Intognüe  beiiietien. 
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j'md,, 

Ober  eine  von  jr,  in  die  Unendlichkeit  sich  erstreckende 
nonimeii,  als  der  Gränzausdruck  definirt  «erden,  dem  sie 

Im  dz 


als  Fnnctiou  von  s,  betrnchtet,  nähert,  wenn  r,  auf  der  vorgeleg*^" 
(Hin-e  c  fortschreitend  sich  in  die  Unendlicbkoit  bewegt,  und  ^^^ 
werden  aach  diesem  Integrale  wieder  eiuon  bestimmten  Sinn  nnt^*' 
legen,  wenn  jener  Gränzwerth  eine  von  s,  iimibiiiirigige  Grössp  wi»^ 
Aus  der  Ue&uition  des  complesen  lufegralefi  geht  uumitullx* 
hervor,  dass,  wenn 

a,ß,y,-H 
eine  Reihe  irgendwo  auf  dem  Integrationawpge  eingeschalteter  Punk*«  j 
bilden,  ] 


\M,h 


Jfy)  dz  =jhz\  az  +  \m  rf  j  +  ....+  J/ 

^  K  "  f        , 

ist,  indem  die  unendliche  Summe,  welche  das  Integral  defiuirt,  i"^ 
in  eine  Reihe  von  Einzelsummen  zerlegt  worden  ist.  Ebenso  ai^ö"" 
scheinlich  ist  die  Richtigkeit  des  Satzes,  dass  die  Umkehning  ^ 
Integrationsgränzen  bei  Beibehaltung  des  Integrationsweges  oB*" 
dem  urspriluglicben  Werthe  des  Integrales  entgegengesetzten  Int*" 
gralwerth  liefert.     Denn  da 


if{s)  dz  =  \\m^  = 


'  {(«' 


»o)/"(£.)  +  (s"-^']/"(g-f  ■•■■  +  («.- 


^.-ü)/l 


i 


mdi- 


>{(ji-»-.,)/-(S„)  +  («i— i-2i-")/'(S.^,)+--.+(.,. 


-W 


ist,  weil  es  für  den  Werth  eines  Integrales  gleichgültig  ist,  welcW* 
Zwischen  werthe  man  einschaltet,  ho  folgt  die  Richtigkeit  uumiltelb*'' 
und  es  ist  somit  auch  für  coraplese  Integrale  die  Gültigkeit  der  h**" 
den  Sätze  erwiesen,  aus  denen  allein  in  der  Theorie  der  reellen  Int** 
grale  alle  weiteren  Sätze  abgeleitet  werden, 

Tilr  die  Theorie  der  complexen  Integrale  tritt  jedoch  noch  eiO* 
fundamentale  Frage  biazii,  die  dadurch  entsteht,  dase  der  Integ"*' 
tionsweg  seibat  als  wesentliches  Element  in  die  Definition  di««^' 
Integrale  hineingezogen  worden,  und  die  für  die  Theorie  der  reeU*" 
Integrale,   in  denen    der   lutegrationsweg  stets  die  reelle   AbacisBC' 


Da«  Intpgral  ? 
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iclue  ist,  gegenstandslos  war;   es  wird  nämlich  zu  untersuchen  sein, 
I  oh  verKchle^lene  Integrationswege   zwiacheii   demselben  Anfangs-  und 
*  Endpunkte  anch  Terschiedene   Ileanltate   geben   können,    ia   welcher 
['om  sieb  die  Differenz  dieser  Resultate  darstellt  und  endlich,  welche 
Verwaiidlnng  mit  der  Riemann'schen  Fläche   vorzimehmea  ist,   da- 
mit beliebige  Wege   zwischen   denselben   Punkten   dasselbe   Resultat 
1  btrcTü;  alle  diese  Fragen  werden  sich  unmittelbar  beantworten  lassen, 
n  wir  einen  Satz  über  die  Reduction  eines  gewissen  Üoppeliate- 
IpalsBuf  ein   einfaches  Integral   rorausgeschlckt  haben   werden,   auf 
■ma  Beweis  wir  nunmehr  eingeben  wollen. 
Sind  I'{x,y)  und  Q{x,y)  etoei  rccHc  oder  imai/inäre  Functionen 
\itr  ndlen   Variabdn  x  und  y,  welche  für  jeden  Punkt  eines  voll- 
lltäniii^  hegräneten  Theiles  einer  gegebenen  Riemann'schen  Fläche 
1  lelimmt  gegebene    Werihe  haben  und  für  alle  Punkte  dieser  FUirkc 
■-nifliiA  und  stetig  sind*),  während  ihre  partiellen  Ableitungen  nach  .r 
I  mi  y  Hl  einzelnen  Punkten  unendlich  leerden  dürfen,  so  soll  grsrigt 
I  "m'fli,  dass  das  Fläekeniniegral 


fß 


''-«(£■»)  _ 


'^'^ä.,,. 


»«ugfdfhnt  auf  alle  Funkle  jener  völlig  hegräneten  Flache,  sich  auf 
|Ai3  Linienintegral 

Üfkßhren  lässt,  welches  über  die  gesammie  Jiegriinsung  jener  Fläche 
"  einem  Sinne  eu  nehmen  ist,  wie  er  sjiüfer  näher  fcslijostcllt  wer- 
'htioll. 

Was  nämlich  das  erste  jener  Doppelintegrale 


// 


^■"-dxdy") 


""tfifflj  so  wird  man  nach  der  Definition  eines  reellen  Doppeliut«- 
ftrules  zur  wirklichen  Ausfflhrung  der  Integration  die  Fläche  in  uu- 
^diicU  schmale  Streifen  zerlegen  müssen,  von  denen  jeder  zu  einem 
"instanten  y  gehört;  da  die  Fläche  jedach  im  Allgemeinen  aus  meh- 
'^^Kn  Itliittem  bestehen  wird,  so  werden  diese  parallelen  Linien  durdi 

*|  nis  s.  B,  der  reelle  und  ImaginiLre  Tbeil  einer  endlichen  und  stetigen 
'^••elion  vODifQr  einen  Tlioil  der  dieser  Fuocüon  augeljürigen  Rieinann'acheu 


**)  welcbea  man  «icb,  wenn  Q{3!,y) 
"•belo  I  und  y  von  der  Form 


imaginäre  Function  der  reellen  Va- 


*.  In  dio  Summe 

"rtcgt  dmkon  kann,  fOr  deren  einielne  Theile  die  obige  Bcliondlnng  getlaltet  iat. 


alle  WSÜer  bindiirch  zu  fiihren  fiein  and  daher  zn  täntan  coi 
Fig.  so.  FSg.  31. 


mehrere  iiiit«r  einander  liegende  Parallelstreifen  gehüren  köni 
wobei  bemerkt  sein  m^,  dass,  wenn  sich  in  jenem  Räume  ein  ^ 
zweigungspimkt  befindet,  eine  der  Parallellinieu  durch  diesen  A 
zweigungspimkt  hindurch  geführt  werden  soll.  Von  den 
stehenden  Flüchen  sei 
^'  erste   eine    Ringfläche   ej 

eiufacheu  Kugelschale, 
der  zweiten  bilde  eine 
schlossene  Linie  um  den  ^ 
zweigungeponkt  a  und  < 
im  ersten  Blatte  liegende 
schlossene  Linie  die  voUsI 
dige  Begränzung  eines  I 
chenstdckes,  während  in 
dritten  diese  letzte  Linie  dn 
eine  ebenfalls  den  Yem 
gungspunkt  umkreisende  Li 
ersetzt  ist. 

Die  nach  x  ausgefal 
Integration  jenes  Doppelii 
gralep  wird  nunmehr  bekanntlich  die  Summe  der  Einzeldifferenzen 
unbestimmten  Integrales 

oder  der  Grösse  <Hx,y)  für  den  Austritt  und  Eintritt  eines  beliebi 
solchen   Streifens   in   die  vorgelegte  Fläche  sein,   in  der  eisten 
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:en  Figuren  also  für  das  zu  dem  unteren  der  beiden  ParaJlelstrei- 

geliörige  j/  die  Differenz  der  Werthe  von  Q{x,!ß)  in  b  und  a  ver- 

j-t  um  die  Differenz  der  Werthe  in  V  und  a',  und  es  bleibt  dies 

teil  noch  richtig,  wenn   die  Ableitung  der  Function  Q{x,y)   nach  x 

Aommen  in  jenem  Haume  eine  Stetigkeitsunterbrechung  erfährt.*) 

i  die  voi^elegte  Flüche,   wie  oben  angenommen  worden,   voll- 

jBuclig  begränzt  sein  sollte,   so   darf  es  nach  der  frQher  gegebenen 

tefiaition   vollstündig   begränzter    Flächen   nicht    möglich    sein,  yon 

önkten  des  abgegränzteu  Raumes,   ohne   die   BegränzungsUnien  zu 

ißeii,  an  die  Clränzeu  der  gesammten  Fläche  zu  getongeu,    von  der 

les  al^egränzte  Stück  ein  Theil  ist,    und  es  wird  somit  eine  jede 

ler  Parallel li nie u,  wenn  sie  einmal  durch  üeberschreiten  der  Begrün- 

Dgeliiiio  in  die  Flüche  eintritt,   auch  aus  jenem  Fläohentheil  nicht 

leder  austreten  können,  ohne  die  Gränzlinie  zu  schueiden,  mit  andern 

orten,  es  wird  ein  solcher  Parallelstreifen  ebenso  oft  in  die  vollst'an- 

ig  begräuzte  Fläche  mit  Durchschneiden  der  BegränzungsUnien  ein- 

teten  als  austreten,  was  für  die  obigen  drei  Flächen  onmittelliar  klar  ist, 

Seien  nun  die  zu  einem  beliebigen,  aber  bestimmt  gedachten  y 

tfaürigen    Werthe  des  x  an   den   Ein-   und  Austrittsstellen    in    der 

Schtuug  der  wachsenden  positiven  x  genommen 


^»  intcfrala 


1  für  (.'in  bcsUinmtes  </  zwischen  den  lutegrattomsgriloz 


J        dx~ 

.bat  endlic 
Integralei 


Wcrtli  x=  a  ciistirt,  für  den 


ndlicb  wird,  während  Q(x,y)  aelbat  endlich  und  stetig  ist,  so  wird  nacli  der 
■tution  eines  solchen  beetimmteD  Integrales 


|-??'^_!')ji  =  lim,^,_,_^  jm„_,,y)_§(a,y)  +  C(6,y)-e(«  +  *n»)| 


*"•  »Onta»,  weil  r 


mSge  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit    der  Function  Q{x,y) 

^<''  H=o  {«t«  - '-!/)  -  Ö(«  +  ^.-  y) }  =  0 


»i». 


fiS^ä,~<Hb,y)-Qt.,.y) 


Sechste  Torleanng. 

und  somit  die  Werthe  der  Functiou  Q(x,ff) 

V(x„y),  Q{z,y),  Q{x„y),  Q{x" ,  fj),  •  •  ■ , 
so  wird  das  noch  auszuföhreude  lutegral 

/[-  Q(j^i,y)  +  G{a:»  -  Q{^2,y)  +  Q{^;y) ^<^y 

über  alle  diejenigen  y  auszudehnen  sein,  welche  der  Begräazungslim« 
der  Fläche  entsprechen,  wobei  die  Grössen  i, ,  x',  x^,  ^', .  ■  .  mit  den 
y  variiren.  Wir  wollen  aber  die  Form  dieses  Integrales  noch  dadurch 
ein  wenig  ändern,  dass  wir  die  verschiedenen  Vorzeichen  der  ^-Fimc- 
tionen  mit  den  entsprechenden  dy  in  der  folgenden  Weise  zusam- 
menfassen. Denken  wir  uns  nämlich  auf  degenigen  Seite  der  .Ty-Elieni; 
stehend,  auf  welcher  man,  nach  der  positiven  i-Achse  hinsehend,  die 
positive  j/-Aehse  zur  Linket)  hat,  und  nun  die  Begränzuugslinie  d« 
Fläche  so  durchlaufen,  dase  stete  die  vollständig  begränzte  Fläche  lur 
linken  Iland  liegt  (also  in  der  ersten  der  obigen  Flächen  in  der 
Richtung  der  Pfeile) ,  so  wird, 
'S-  '^^-  wenn  man  die  unendlich  kleine  Ver- 

änderung des  y  beim  FortschreittB 
auf  der  Begränzangsliuic  mit  ij 
bezeichnet,  offenbar  Qberall,  wo  ob 
Flächenstreifen  in  die  betraclilet« 
Fläche  eintritt,  Sy  negativ,  und 
wo  derselbe  austritt,  diese  GivSK 
positiv  sein,  und  daher,  da  dy  ««■ 
seiitlich  positiv  war,  die  ol^ 
Summe  sich  jetzt  in  die  Ponn 
setzen  lassen 

/[«(»:„•')  +  «{:«■,.'/)  +  «(■»>.!')  +  ««!/)+■  •■]«» 
oder 

worin  das  Integral  über  alle  Punkte  der  Begi'äuzungslinie  auszudeh»*^^ 
ist.  Wir  können  diesem  Integrale  noch  eine  etwas  andere  Yaf^ 
geben,  wenn  wir  bemerken,  dass,  wenn  mau  den  Winkel,  welcii"" 
die  nach  dem  Innern  der  Fläche  gerichtete  Normale  der  Begränzuu^^ 
curve  mit  der  positiven  Abscissenachse  macht,  mit  a  bezeichnet,  ^^ 
jedem  Falle 

Sy  =  —  ds  .  cos  a 
ist-,  denn  da  beim  Eintreten  eines  Parallclstrcifeus  in  die  Fläche  cos" 
positiv  und  Sy  negativ,  während  beim  Austreten   cos«  negiitiv  un«! 
Sy  positiv  ist,  wie  aus  der  beistehenden  Figur  unmittelbar  zu  ersehcOj 
so  wird  der  bekannten  Beziehung 


/•/'afi'=c,y) 
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Ju/di  die  angegebene  Form  geuügt,  und  es  wird  somit  das    obige 

lotegral  ancb  in  den  Aasdruck 

— jQ{x,y)  cßaads 

nrngwetzt  werden  könneu,  dessen  Bedeutung  unmittelbar  klar  ist, 
lubalii  man  sich  die  x  und  ^,  welche  in  Q  und  cosn  enthalten  sind, 
tut  IlSlfe  der  Gleichung  der  BegrÜnzungslinie  durch  s  ausgedrückt 
dnkt.    Das  eben  erhaltene  Resultat  liefert  also  die  Gleichung 

'SS01!}  dxd,j  =fQix,s)S,j  -  -/«(»,!()  »»'<■*»• 

Wm  nnn  das  zweite  Doppelintegral 

Wriß,  Ko  wird  sich  dasselbe  ohne  Werthveränderung*)  durch  Um- 
der  lotegraliouBreihenfoige  in  die  Form  bringen  lassen 

ind  es  Ijt'darf  keiner  nochmaligen  Auseinandersetzung,  dass,  wenn 
fi«  Fläche  durch  Streifen,  welche  dfi-  y-Aohse  paraUel  sind,  in  Ble- 
*Hüit»retreilea  zerlegt  wird,  aus  denselben  Gründen  wie  vorher  folgt, 
in,  wenn  die  Begrünzungsliuie  der  Flüche  in  derselben  Riclituug 
■onilttufen  wird  wie  zuvor,  beim  Elntretvu  eines  Streifens  Sx  positiv 

*)  Es  wiril  iiieM  (IberflÜBsig  gem.  an  dieser  Stelle  ein  Wort  til>er  die  Budeu- 
W  TDn  Doppcl iotcgraleo  und  Aio  Berechtigung  ihrer  IntegrationsreibeD folge 
klwiuuffigen  für  den  Fiill,  dass  die  Function  unter  dem  DoppeÜntegral  für  eine 
Vodulb  der  GriuuieD  ectbitlteDG  Wcrthocombinatiou  digcontiDuiiUcb  wird.    Sei 


ir 


Iß 


/// 


fix,}/)  di/dx 

Kl  DopiMlmtegral  mit  constanteD  Grilnzen  (worin  ofienhar  keine  BeschriLnkuDg 
"Vl  »od  f[x,!/)  eine  im  Punkte  x  =  ^,t/  =  q  discontiDuirliche  Function,   lo  ist 


fJ  (-*. 


^Mnitioti  dei  mit  der  obigen  IntegratiotiBrelhenfolgc  genommenen  Integral« 
'^  AuKJiUoMutig  dea  einen  uneudliuh  kleinen  aingulllreu  Bechtecka 


Sechütu  Vorlesung. 

und  beim  Auslreten  negativ  ist,  und  sidi  somit  jenes  Doppeliutegral 
iu  (lad  einfache  Integral 

umFurmeu  liisstj  da  ferner  wieder 

äx  ^  ds.  cos|3, 
wenn  ß  den   Winkel   bedeutet,    welchen    die    Richtung    ilyr    in   du 
Innere    der  Fläche  gezogenen    Normale    mit    der    positiven   y-Äcbe 
bildet,  so  geht  das  obige  Integral  in 

-JP{x,y)cosßds 
Über,    und    wir   erhalten   somit   für   das    ;iweite    Doptielintegral  die 
Transformation 

"^'  dxdy 


SP 


/J>(x,!,)d:«_-/P(i,!/)t08(i,b, 
und  daher  durch  Zusammensetzung  beider  die  Beziehung 

JiQix,y)Sy  +  F{x,y)S:c] J[Q{x,y)ca9a  -  P(a;,y)co8^]rfs, 

ilurch  welche  Gleichung  das  auf  der  linken  Seite  derselben  stehenie 
Flächen  integral    auf   ein   Linieuintegral,   über  die   Begränzungslinien 
der  Fliidie   genommen,    reducirt    ist,   für  welches   die  Bichiung  der 
Integration  nach  der   obigen  Auseinandersetzung  so  zu  nehmen  war, 
~         -     -  ~ j.^    eingeschloBseiio 


ilass    man 


beim    Durchlaufen    der    Gränzliii 


Fläche  stets  links  behielt. 


jjn^,y)dy>ix=jj'f{ 


*,    Vt, 


t-~'t'*" 


J  Jrix,g)dsdx-I-Jjf(x,s: 

i+'i  1-»  «t  1+». 


warin  t,  i,,  ä,  S,  uueodlich  kleiue  Gröstten  bedeuten. 
Nncb  dtiTselbtin  DcfinitiOD  wird 


/ß 


rt«,s)<i«iij-|J/-(« 
i+i.' 


i't 


,i+'' 


/     (nx,y)dx,:ij  +  j  ffix,,). 


dxdy. 


uu'l  man  eicht  unmittoibar,  da«s,  weil  in  den  letzl«ii  vier  Integralen  dar  vko*^ 
Gleichung  wegen  der  Continuität  der  Function  f{x,y)  Ewi«chen  den  reep.  ^.. 
HratioDBgräQzen  die  Umkebnuig  der  IntegTutionarcihenfolge  erlaubt  iit>  ^ 
Hülfe  einfacher  Zerlegung  die  Identität  jener  beiden  Doppeltutegrale,  waoi  W*" 
beiden  Seiten  der  obigen  Oleicbnngen  überhaupt  einen  Sinn  haben  A.  h,  c^ 
einem  festen,  endlichen,  von  den  uueudhcb  kleinen  GiOnen  f,  t|,d, 'i  ^^ 
imabhlLDgigen  Werthe  nähern. 


J 
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Da  noB  P(x,  y)  iind  Q{x,  y)  eoniplexe  Functionen  der  reellpii 
VnriuWlii  X  und  y  sein  durften,  so  wird  es  erlaulrt  sein 
QiT',  y)  =  ifix  +  yi),  P{x,  y)  ^  fix  +  7ji) 
la  tetxeii,  wenn  f{x  -\-  yi)  eine  Function  einer  complesen  Variabeln 
ist,  für  nelcho  der  betrachtete  Theil  der  ilir  zugehörigen  Kiemann- 
«heu  Fläche  mit  dem  Stücke  der  vorgelegten  Fläche  identisch  ist, 
Olli]  welche  ausserdem  der  Bedingung  iinterworfen  ist,  in  jenem  vÜlUij 
ahgegränskn  Theile  dieser  Fläche  stetiff  und  endlich  £U  sein;  in  diesem 
falle  geht  aber  die  obige  Gleichung  in 


j'li' 


ä«»+SO 


8»       J 


dx  dtj 


-/rti+jO(«-«  +  ''»i/l 


nlw,  und  somit,  wenn  angenommen  wird,  dass  f{x  +  i/O  sich  in  allen 
Punkten  der  eingeschloBsenen  Flitcbe  der  DillerentiälgleicliuD;  gemäss 


«nderl,  und 
EWetxt  wird, 


Pill 


!  +  !(•  —  * 

//■(»),;«  =  0, 

*«   Ä«  Inleffral    über  die  BcgränmngsUnien  j'tics  vdhitändig  be- 
teten Theiles  der  Biemann'schcn  Fläche,  in  dau  oben  angeg^etien 
^*tHe  genommen,  ausgedehnt  wird,  vorausgesetet,  dass  die  Function 
(*)  innerkalb  jenes  Raumes  endlich  und  stetig  ist. 

Der  fall  aber,  dass  jenes  vollständig  abgegränzte  PlüchenstÜck 
**UiIrte  oder  Linien  enthält,  in  denen  die  Function  unstetig  oder 
"*ieinllich  wird  oder  sieh  nicht  mehr  der  Differentialgleichung 
■**■  coDiiilcxen  Functionen  gemäss  ändert,  läset  sich  leicht  dadurch 
™>t  dem  obigen  in  Verbindung  bringen,  dass  man  diese  singuläreu 
'blökte  oder  Linien  durch  jene  unendlich  nahe  gelegenen  Curvon 
^üschliesst,  welche  den  Raum,  in  dem  jene  singulären  Punkt« 
r  Linien  liegen,  vollständig  begränzen,  und  diese  Linien  mit  zu 
••Q  Begräuzungslinien  des  von  dem  vorher  vollständig  abgegränzteu 
^rig  bleibenden  BlächenatückeB  rechnet,  indem  jetzt  das  Geeammt- 
«itcgra.)  über  alle  diese  BegränznngsHnien  genommen  den  Werth  Null 
-"^Wn  muss.  Denn  es  ist  einerseits  der  nunmehr  Übrig  gebliebene 
"•am  wieder  ein  vollständig  begriinzter,  da  von  dem  vorher  allseitig 
^^ffrlüiicten  Räume  nur  Punkte  abgesondert  sind,  zu  denen  man  nur 
li  Ueberschreiten  der  nenen  Gränzlinien  gelangen  könnte,  auderer- 
•»ita  erfüllt  die  Function  in  dem  abgegränzten  Räume  alle  oben  aus- 
Rssprochenen  Bedingungen,  und  es  wird  daher  das  Linienint«gra1  über 
flie  gerammte  Begnlnzung  genommen  verschwinden,  wenn  fes^ehalten 
"wd,  dass  wir  die  Bogrünzungslinien  in  einer  solchen  Richtung  zu 
''^»beiscn  haben,  dass  sich  die  eingeschlossene  Fläche  stets  zur  Linken 


74 
befiadel*). 


ünatetigkoiispuiikt,    während   die    Functiou   iu   dem   übrige»   Raums 
endlich  und  stetig*")  ist,  die  Beziehung  ergebeu: 

Jni!)dsi  -\-Jf{e)dz  ■\-Jmdz  =  0, 


I- 


*)  Wir  wolk-n  licrvorhL'ben ,    (IftiB,   wenn    eicli   innerhalb  des   uroprilngL*' 
gegebonen ,   TolUiandig  begranaten  F^hentheÜB  ein  Punkt  oder  eine  Linie  t? 
findet,  in  welchen  sich  die  Function  niuM  der  DilFereutiitlgleichuug 
df(z)       .  dM 


1 


Sy 


dx 


gpuiilsa  ändert,  nährend  sie  aonat  für  diesen  üingulureu  Punkt  endlich,  bnf^^ 
Uebersch reiten  der  Bingulären  Liuie  stetig  bleibt,  das  längs  jener  diesen  Pnnk:^ 
oder  diese  Liuie  uuendücb  nahe  iiniacbUeBsenden  Curro  genommene  IntegTt«^ 
verschwinden  nmsB,  und  somit  die  AuaichlieBsung  jener  aingiililren  Punhta  on--' 
nöthig  ist.  Düiiii  wird  jene  Differentialgleichung  nur  für  einen  Twnkt  nicht  Le&ie-' 
digt,  SD  folgt  doraua,  iaa  ((e)  in  dieEem  Punkte  endlich  aeia  »oM,  unmittelbar,  dai^^ 

in  einer  um  diesen  Punkt  gezogenen  unendlich  kleinen  Curvc  genommen  Ter- 
Bchwbdet,  und  hamlolt  es  Hieb  andercrseita  »m  eine  aingulitre  Linit,  bo  werden 
sieh  die  Ülngts  der,  jener  Linie  sich  nncndlicb  nahe  anschliessenden,  Curve  lu 
beiden  Seiten  in  entgegengesetzter  Richtung  verlaufenden  Integrale  wegen  der 
Stetigkeit  der  Function  bis  auf  eine  Grösse  /erstüren,  die  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann.  Kamen  Eomit  in  jenem  Bereiche  einzelne  Funkte  lor,  in  denen 
die  Function  unstetig  wird,  ebne  unendlich  zu  werden,  also  durch  einen  endlichen 
SlettgkeitsBprung  vieldeutig  wird,  so  würden  ebenfalls  nach  dem  eben  Gesagten 
diese  Unstetigkeitep unkte  ganz  uubeachtet  bieiben  dürfen;  ob  solche  Punkte 
überhaupt  existiren  können,  wird  spilter  untersucht  werden. 

••)  Wir  haben   schon  in  der  zweiten  Vorlesung  bemerkt,   dass,  wenn  nichl«^ 
uuBdrüuklich  dos  GegeuUieil  auegesprochen  wird,  von  einer  Function  von  e  ao- 
genommen  werden  soll,  dikss  sie  in  allen  Punkten  des  bettacfateten  Raumes  sicl»- 
der  Diftcrentialgleichnng  der  Functionen  complexer  Variabein  gemfiss  ändert. 


I  lotcgral  von  Puactioneo  GomplL-ier  Variabelu.  4SV 

tOTiB  die  ersten  beiden  Integrale  in  der  Richtung  der  Pfeile  ilber 
ilie  Gurren  c  und  c'  zu  nehmen  sind,  das  letzte  über  die  unendlich 
kleine  um  n  beschriebene  Curve  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
tlw  Pfeiles,  was  durch  ( —  «)  bezeichnet  werden  soll;  da  nun  aber 
Aber  denselben  Integrationsweg  nur  in  verschiedener  Richtung  geuom- 
oiene  Integrale  sith  nur  im  Vorzeichen  unterscheiden,  so  folgt 

//■(»)•'»  +/fW(i^  -jmdt, 

*o  das  letzte  Integrnl  jetzt  über  die  unendlich  kleine  Umschtieasungs- 

•^iutb  dea  Puuktes  «  so  zu  nehmen  ist,  dass   man  beim  Durchlaufen 

•lerselben  die  unendlich  kleine  Kreisfläche  r-ur  Linken  hat,  wobei  be- 

»«rkt  werden   mag,    dass   die  Gestall  der  Begränzuaga curve  von   « 

S'"''«  beliebig  ist,  da  jede  andere  mit  der  ersteren  einen  Raum  völlig 

•"glänzen   wUnIc,    der   keine   Unstetigkeitsp unkte  enthält,    und   sieh 

***'oit  flic  die   beiden  Integrale,    über  die    beiden   unendlich   kleinen 

•Kurven  in  derselben   Richtung  genommen,    gleiche   Werthe  ergeben 

•"Gr^eii.     Genau  dieai^ilben  Schlüsse   werden  im  allgemeinen  l'alle  zu 

''*"«»  Satze  führen,  rftfss,  tuen»  rfer  vo\li(}  abgcgränete  Baum  Unst^iy- 

'^'^fspunfite  ctUlUiÜ,  das  über  die  Begränsinig  dieses  Flüchenlheils  aus- 

If'^cJintt;  Inl&fral  dar  Summe  der  iSier  die  uncnrUtch  Ickinen,  die  Un- 

W***:Ugkt^spu:nl!U  umgebenden  Curi'cn  ffenommenc»  IntegraU  gleidi  ist, 

t^^wn  alle  diese  Ourven  derart  durcldaufen  werden,  dass  man  die  uw- 

Q*cA  kkinen  ausgeschlossenen  Flächen  eur  Linien  hat. 

Wenn  wir  os  mit  einem  einfach  zusammen hiingendeu  Ttieile 
*F  der  Function  f(^e)  zugehörigen  Riemann'scheu  Flüche  zu  thun 
F*l>ca,  80  wird  jede  geschlossene  Curve  einen  tliichenrauin  vollstän- 
'^S  begränzen,  und  wir  konneu  daher  den  obigen  Satz  in  einfacherer 
FOrin  für  diese  Gattung  von  Flächen  so  aussprechen : 

Jedes  geschlossene  Ltniminlcgral  einer  einfach  ztisatiiiiimhängcndcH 
:  ist  Null,  wenn  innerhalb  des  ahgigramten  llaumes  die  Function 
flieh  und  stetig  ist*). 
Mit  Hülfe  der  eben  erhaltenen  Resultate  werden  wir  nunmehr 
EQie  Frage  beantworten  können,  ob  sich  Räume  angeben  lassen,  iuner- 
l*i&lli  deren  lutegrale,  welche  auf  verschiedenen  integrationswegen  von 
1  demselben  Anfangspunkte  zu  demselben  Endpunkte  hin  genommen 
I  "od.  zu  demaelbüu  Resultate  führen.  Denn  seien  in  einem  einfach 
i^UfMunmenhlingendeu  Theile  einer  Riemann'schen  Flüche  zwei  Inte- 
If^^tionawege  von  Sg   nach   ?,   gezogen,   so  werden   beide  zusammen 

*}  wobei  bemerkt  werden  kaaa,  doas  aich  iooerhalb  dieaes  Fläch  od  raiunee 
"uttktn  und  LiDicu  liefinden  dürfen,  ia  wdobcn  sich  die  Funutian  nicht  der 
'''ff'rentiiilgleichajig  der  Functionea  compleicr  Vaciabeln  gemöM  ändert,  wenn 
""«  die  Function  in  jenen  Punkten  endlich  und  beim  UoberBchreit^a  jener  Linien 
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eine  geschlossene  Linie  bilden,  welche  einen  Raum  Tollständig  ab- 
gränzt,  und  daher,  wenn  ({g)  in  dem  eingeschlossenen  Räume  end- 
lich und  stetig  ist, 


Fig.  36. 


'-a; 


oder 


«l  «0 

Cf{z)dz+if{z)de  =  0 

J  Ci  Je 


sein;  es  fuhren  also  verschiedene,  zwischen  denselben  Qränzen  genom- 
mene IntegrcUionswege  eines  einfach  zusammenhängenden  TheUes  einer 
Biemann'schen  Fläche  zu  demselben  Resultate,  wenn  die  Funäm 
in  dem  von  den  Wegen  vollständig  begränzten  Baume  endlich  und 
stetig  ist.  Ist  dieses  letztere  jedoch  nicht  der  Fall,  sondern  sind 
^}  ßf  Vf  '  •  •  Unstetigkeitspuukte  der  Function,  dann  wird  dem  oben 
bewiesenen  Satze  zufolge"*) 

Fig.  37. 
r 


oder 


ß{0)dz  +  Im  dg = faz)dz + ff 
Cm  dz = 


\f{z-)dz  ^jh)dz  +Jf{z)dz  +j'mdz  +  . . ., 

und  somit  das  Resultat  der  Integration  auf  dem  Wege  c,  durch   ^\ 
auf  dem  Wege  c  erhaltene  und  durch  die  um  die  einzelnen  IJnstC^^ 
Tceitspunkte  genommetien  Integrale  ausgedrückt  sein.  , 

Man  sieht  somit,  dass  für  einfach  zusammenJiängende  Mächen   ^  . 
Frage  nach  den  Werthen  der  geschlossenen  und  der  zwischen  S^ 


*)  wobei  za  beachten,  dass  sowohl  c  und  Ci  als  auch  die  unendlich  kläP^ 
Curven  um  er  und  ß  sich  um  Yerzweigungspunkte  mehrmals  heromwinden  klSfBO^ 
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l'ünliten  auf  Tcrsctiiedenen  Wegen  ftusgeführten  Integratiou  eine  uu- 
mittelbure  Beimtw Ortung  fiLdei;  es  lauseii  sich  aber  mit  Hülfe  der  ge- 
""iineneii  Resultate  noch  einige  andere  tiir  die  spätere  Einführung  der 
'ransceudenten  Functionen  wichtige  l'unkte  erledigen.  Es  ist  uämlich 
aj  milersuchen,  ob  der  Ausdnick 


fmdl, 


r#nQ  die  obere   Grüuze  s  einen   bestimmten,   aber  beliebigen  Punkt 

™^'llt,  eine  Function   von  a  ist,  oder  -was  nacb  der  Definition  einer 

uctioQ  dasselbe  auädrüclit,  ob  die  Differenz  der  beiden  Integrale 


jf/(jr)rf»nnd//'<«)(?2, 


Fig.  ; 


-—*•*'  «  , 


1  erst«  auf  irgend  einem  Wege  c  genommen,  das  zweite  i 
•ge   c,   im   VerhältnisB    zur 
**sae  de  von  ds  unabhängig 
Nehmen  wir  nun  an,  dass 
boidi-n     Integratioiiswegc 
'Q     innerhalb    eines    eiufacb 
***saniuieuhängenden    Flilchen- 
|^>«ileB     befinden,     in    dessen       " 

Qkteu  f{s]  stetig  und  endlich  ist,  ao  wird  die  auf  dem  Wege  c 
IB^ftlhrte  Integration  dasselbe  Resultat  liefeni  als  dasjenige,  zu 
Blchem  man  auf  dem  zwischen  demselben  Anfangs-  und  Endpunkte 
■"Inufendeii  Wege  c  und  c"  gelaugt,  und  ea  wird  simiit  nach  der 
'fiiiitionsgleichung  des  complexen  Integrales 

•±*' 

j{\ä)dM  =  lim,=„  [(/  -  VM)  + +  (r  _  ^(-  -  -))  />(—>)] 

-\-[Z^dB~B)nis), 

»etrt  werden  können,  worin  z,  s",  . .  .  s""^"  die  zwischen  Sg  und  z 
nge«chalt«teD  Zwischenwerthe  bedenten,  und  für  die  Argumente  der 
onctiou /"(s)  die  Anfangspunkte  der  eiuzelneu  Strecken  gewühlt  sind; 
\  nun  aber 

")  »0  folgt,    dasa    die    Differenz    der    beiden   obigen   Integrale  den 

ff«!rth 


'"^  uud  dass  somit 


mdB 
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also  von  i/r  unabhaiigig  ist.     Wir  finden  daher,  dass  das  Integral 


M 

ß 


/V  «'* 

irnntrhiUi  times  eimfath  susamnumhamgemifn  BaumeSj  der  fceder  ün- 
sirti^ttUspHtdie  uock  UHemIlichkeiispHfdif  der  Fametion  einsehliesstf 
emr  FmmdioH  coh  r  ici,  dass  der  Differentialqootient  dieses  Iniegni» 
dmvh  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  dargestellt  wird|  und 
das$  daher  das  Integral  selbst,  als  Function  Ton  r  anfgefasst  and 
Tvvraoä^^pisetart«  dass  alle  in  Frage  kommenden  Integrationswege  in 
jenem  Räume  Terlaufen«  emüieh.  wie  am  Anfange  der  Vorlesung  ge- 
1^^  woffden.  ;sirtify  weil  die  Difieneni  benachburier  Werthe 

fVds 

al$o  eine  unendlich  klinne  Grosse  ist«  und  endlich  eimdemiig  ist,  da, 
wenn  man  j  in  jenem  Räume  irgend  einen  geschlossenen  Umkreis 
KK^^hmbeu  Bssi«  das  hiniukommende  geschlossene  Integral  den  Wertb 
Null  hat«  und  somit  das  Integral  seinen  ursprünglichen  Werth  wie- 
den^rluust. 

l^  tur  das  Inie^nral 


4y 


/ 


iauerttalb  ciuie«  cioSich  xosamcEieukangenden  Flichentheiles  der  evxi* 
Funvlioct  /'^■f'  gehortc^n  Kiemann^schec  FQcke  gefundenen  SSt^^r 
I»ss$«JBL  sich  aKfr«  vi^  n'vmm5»£.r  geieigt  venien  soiL  unmittelbar  aw 
aä^hrtJkch  sufs^jjuuieuhdor^nae  Fläbohentheile  :£sd  scout  auf  die  gav^^ 
Kicutauu'scluf  FGUrh<e  ier  FxLnetion  -"*  Ib^nrageü.  in  der  si^^* 
l'«$ieu^vitss  uxui  raec:>iuchkef::4pcrLkw  ier  F^mcäoii  befinden,  weiu» 
wir  ^ix  ^iet  iu  ^r  ftuf^ü  Vorl-^susu:  beftaaoehctt  Zersduicidung  ^^ 
mjeiüräich  rt;$äUttmettkätZdCecbieix  ^läcfisen  Geic^iwh  m  te}iim 

^^  s^uMuxh  ^  em  n?ili$saaccx:c  be^r^2umr.  imehj&ek  nsamio^^' 
siiltt^it^r  IVil  cct^r  liiesxaaa  s^riieii  F!ä<£fee  jer  beliebig  nü^^ 
le^^tt  F*j::rv5Jott  '  ^\  ä»  u^jsscüliiesje  atia  üf  ii  iSetsem  Tbeile  gdeg^^^ 
t'^ijtii^xr  :^d  littieoL   :u  i^oiea  iI^'  F^zaccca  xu>sec^  c«kr  uaeuU^^ 

^«jtiLaua^^ftivnf    x^w^-i^v  b^ScJh*  a^^KCt  trlj^fcvtt  Mecasc«ien  tn  eine  ^^' 


■1 
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ihn»  bnden  Seiten  aU  Begriuizungslinieu  der  neuen  Flnclie  S"  zu 
betracht«ti  (tiud;  dnuu  ist  unmittelbar  einzusehen,  dasa  einerseits  Jede 
gwchloeaeiie  Curve  der  Fläche  S"  iu  Folge  des  einfachen  Zusamnieu- 
huigM  derselben  fttr  sich  einen  Flucheiirauin  vollständig  begränzt  und 
diu  audererseita  eine  solche  Linie  keinen  Unstetigkeits-  oder  Unend- 
Iicbknts}iunkt  utnsciili essen  kann,  da  sie  im  entgegengesetzten  Falle 
nicht  nllein.  sondern  mit  einer  oder  mehreren  der  jene  Punkt«  nm- 
«cUieaseüden  Curven  einen  Riium  Tollständig  begriinzen  würde.  Es 
foijft  daraus,  dass  jedes  geschlossene  Integral  der  Flüche  S"  den  Werth 
Null  hat,  und  daes  sämmtliche  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
^<i  «»treckende  Integrationswege  dieser  Fläche  auch  zu  demselben 
ÜMnItsU)  Rlhren;  und  lihertrngen  wir  die  eben  gemachten  Auseinnn- 
''^'Wtzuiigen  auf  die  gesäumte,  nach  dem  Früheren  als  vollatnudig 
'•fp'iuut  aufzufassende  Itiomanu'sclie  Flüche  F  der  Function  /'(«), 
*»  folgt,  doss  das  Integral 


/' 


mdi'i 


"*•  Altgemeinen  Rlr  beliebige  Wege  auf  der  lUcmann'schen  Flüche 
KU  einem  bestimmten  s  verschiedene  Wege  liefern  kann,  also  im 
^'■(ffBieinen  mehrdeutig  sein  wird,  dass  dagegen  das  Integral  nach 
'»eil  p|jp„  gemachten  Auseinandersetzungen  ffü-  alle  diejenigen  Inte- 
8*^tionawege,  welche  auf  der,  nach  Absonderung  der  Unstetigkuit«- 
"öfi  Unendlichkeitspunkte  durch  Quers«huitte  zerschnittenen  und  nun- 
f^t^lir  einfach  xusnmnienhüngend  gewordenen  Flüche  /■"  liegen,  zu 
J^t-m  e  denselben  Integralwerth  liefert  und  daher  nach  dem  Früheren 
"*    üer  FiÜcho  F'  eine  eindeutige  Fimction  von  g  ist, 

Watn  somit  die  ßiemann'sche  Fläche  F  einer  mehrdeutigen 
*"  **nriion  ffe)  dieacUie  su  einer  eindeutigen  Funäion  der  l*unkte  dieser 
*'t'i<he  machl,  so  liefert  die  nach  Ahsotulerung  der  Ünstdigkeits-  xmd 
*^*imJlicJt!ieitS]ntnkte  mit  Hülfe  von  Quersehnitten  in  eine  einfach  su- 
^"*tinenhängende  FUiclte  F'  verieamleltc  FUiche  F  den  gcinnelrisrhen 
***'i  der'pHnkie,  von  dejien 


s< 


M^l' 


*^*«€  eindeutige  Funetian  ist. 

Mit  Uflifc  dieses  Resultates  wird  es  aber  nun  möglich  sein,  den 
'^orth  eine»  beliebigen,  auf  der  mehrfach  zusammen  hängenden  Flüche 
■**  hinlaufenden  Integrales  durch  die  ^unime  des  entsprechenden, 
iJ^'Uclien  demselben  Anfajiga-  und  Endpunkte  auf  F'  geuommenon 
^t«gr8le8   und  der   Producte  gewisser  constanter  Grössen    in  gauze 

*l  wann  (,  atu  beliebiger,  nicht  «bgulürer  Punkt  ist. 
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Zalilen  auszudrücken,  die  durch  die  Beachaflenbeib  des  " 
weges  fest  bestimmt  sein  werden;  und  um  diese  Redtiction  übersicbt- 
]icli  darstellen  zu  können,  wollen  wir  die  mehrfach  zusammenhängende 
Fläche  nach  einer  ganz  bestimmten,  später  in  der  Theorie  der  Trans- 
cendenten  weiter  auzuweudeudeu  Methode  durch  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zerlegen. 

Sei  F  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  Fläche,  welche 
n  ~|-  1-fach  zusammenhängend  und  nach  Früherem  als  geschlossen  m 
betrachten  ist,  und  sei  a,  eine  geschlossene  Linie  auf  derselben, 
welche  einen  FlUchenraum  nicht  vollständig  bogränzt,  so  kann  diese 
Linie  jedenfalls  als  ein  erster  Querschnitt  der  Fläche  F  aufgefasst 
werden,  da  die  Gränze  einer  geschlossenen  Riemanu'schea  Fläehc 
ein  beliebig  ausgesonderter  Punkt  derselben  sein  sollte  und  auaser- 
dem,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Fläche  F  durch  a,  nicht  zerstückelt 
wird,  weil  man  vermöge  der  Eigenschaft  von  «, ,  nicht  die  völlig« 
BegräuKung  eines  Flächentheiles  zu  bilden,  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  derselben,  ohne  die  Begriuizungslinie  zu  schneiden,  durch 
eiuen  continuirlichen  Zug  mit  einander  verbinden  kann.  Sei  diese 
stetige  Verbindungslinie  die  Curve  h^,  so  wird  diese  offenbar  als  ein 
zweiter  (juersc)initt  der  gegebenen  Fläche   betrachtet  werden  dürfen, 

Fig.  39. 


weil  einerseits  6,  selbst  von  einem  Gränzpuukte  der  n-facli 
mcnbängenden  Fläche,  für  welche  die  beiden  Seiten  des  Querschniti 
d,  zu  Gränzen  geworden  sind,  zu  einem  andern  Gränzpuukte  fiih^^* 
andererseits  eine  dem  Querschnitte  a^  unendlich  benachbarte  Lia  -^ 
zwei  gegenüberliegende  Punkte  von  h^  durch  einen  continuirlich^^^ 
Zug  mit  einander  verbindet,  ohne  die  Gränzlinieu  zu  schneidei^' 
Badurch  ist  nun  die  ursprüngliche  FlUche  F  in  eine  » —  l-fac*^^ 
znaammenbängeiide  verwandelt  worden,  deren  gesanimte  BegränzDOa^ 
—  und   dies  ist  für  das   Folgende  als  besonders  weseittUch  hervor^^ 
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ihea  —  aus  den  beiden  Seiten  dieser  beiden  Quersebuitte  besteht 
daher,  wie  aus  der  beistehenden  Figur  uumittelbur  zu  ersehen,  in 
in  «mtinuirlicheii  Zuge 
AurJtüiuffn   werden   kann.  Fig.  40. 

Üflit  niaii  nun  ferner  in  der 
■  —  l'facli  zusaiuuienhiin- 
ItndeuFlächeeinegeschlos- 
IC  Unie  flj,  welche  nicht 
I  Theil  dieser  neuen  I 
FÜeherolUtitndignbgniuzt, 
udrerliindet  einen  Punkt 
■  hijiie  durch  einen 
BmÜDuirlichcn  Zug  r,  mit 
n  ['unkte  der  Linie  i,, 
B  winl  der  Zug  r,  und  a.j  zusammen  als  ein  Quer^cliRitt  der  n  —  l-facb 
Dhüngondeu  Flüche  zu  betmchleu  sein-,  denn  es  fuhrt  diese  zu- 
Miilu'ingende  Linie  von  einem  Begriluzungapuukte  der  Fläche,  näm- 
>  TOu  einem  Punkte  der  Linie  h^  aus,  uhiie  sich  zu  durchschneiden, 
1  Punkte  von  eich  selbst  zurück  und  zerlegt  die  Flüche  in 
fti,  noch  miteinander  in  Zusammenhang  stehende  Theile;  denn  da 
■  Uüie  a.,  nicht  die  vullstllndige  Begrünzung  eines  Thetles  der 
^^-l-faeh  zusammenhängenden  Flache  bilden  sollte,  so  mnsa  es 
vlich  sein,  von  beiden  Seiten  dieser  Linie  an  die  Begilluzung  der 
^e  gvlangeii  zu  können,  welche  aus  den  beiden  Seiten  der  zwei  er- 
'  ijuerschiiitte  besteht;  aber  die  beiden  Tretlfiunkte  mit  dieser  Be- 
'öaiiüg  lassen  sich  otfenbar,  weil  nach  der  vorher  gemachten  Bemer- 
die  ganze  Begrönxuug  sich   in   einem   Zuge   durchlaufen  lässt^ 


•J»  Kwei  tonÜnuirliche,  an  der  Bogränzung  unendlich  nahe  hin- 
wende Linien  mit  einander  verbinden,  von  denen  die  eine  die 
S^iü  4(ftä^  wird,  die  andere  nicht;  diese  letztere  mit  jenen  beiden 
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Iiaiidclit,  die  in  i"  geuommeneu  lutcgiulc  zu  eruiitteln,  wrfd 
einem  QuerscLnittspunkte  zum  gegenüberliegenden  fülirün. 
die  Linien  c  angeht,  so  ist  klar,  dat-s  man  z.  ß.,  um  von  tt  a 
einen  Seite  von  c,  zu  a  uuf  der  andern  Seite  dieser  Linie  zu  gelang 
an  den  Schnitten  o,  und  fe,  unendlich  nahe  hingeben  und  diese,  a 
oben  gezeigt  worden,  in  geschlosBener  Linie  an  ilireii  beiden  Seita 
und  zwar  in  entgegen  gesetzter  Richtung  durchlaufen  kann.  D&  a 
in  Folge  deBaeu  die  einzelnen  Elemente  des  Integrab  zerstören, 
die  Function  zu  beiden  Seiten  des  Querschnitts  und  in  Punkten,  \ 
demselben  unendlich  nahe  liegen,  unendlich  benachbarte  Wcrthe  \ 
so  wird  somit  das  Ueberschreiten  des  c, -Querschnittes  gar  keine  D 
continuitüt  hervorbringen,  und  man  wird  denselben  daher  als  n 
vorhanden  betrachten  dürfen;  genau  dasselbe  ,gilt  aber  von  i 
c-Querschuitten,  indem  man  /,.  Ü.  für  t.,  nur  öj  und  b^  m  ihren  b 
Seiten  zu  durchlnut'en  und  6',  zu  durclischuciden  hat,  wodurch  |] 
nach  den  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  eine  Werthvc 
rung  uiijht  eintritt,  Kilr  den  Querschnitt  a^,  in  desseu  ganzer  J 
dehnung  der  Stetigkeitsspraug  derselbe  bleibt,  wird  der  VVerth  dl 
selben  offenbar  durch  das  Ubei'  die  Curve  {>,  ausgedehnte  Inte 
dargestellt  werden  können,  welches  wir  mit  A^  bezeichui 
während  der  Stetigkuitssprung  fiir  den  Querschnitt  i,  dir  Über  I 
Cuvve  M|  ausgedehnte  Integral  JJ,  sein  wird,  wenn  das  Uebcrscfc 
der  Querschnitte  und  die  Integration  längs  jenen  Curveu  in  dend 
die  Pfeile  in  dir  obigen  Figur  angegebenen '  Richtungen  \ 
wird.  Ebenso  wird  das  Ueberschreiten  von  a,^  das  Integral  j 
b.i  genommen,  liefern  u.  s.  w.,  so  dass  sich  für  jeden  der  i 
schnitte,  deren  Zahl,  wie  früher  gezeigt  worden,  eine  gerade  £ 
zugehöriger  Stetigkeitasprung  des  in  F'  genommenen  Integrals  B 
Werth  ergiebl,  welcher  in  der  Reibe 

A^,  JJ,,  A.,  B^, 

enthalten   ist,   und   es  lässt  sich  daraus  mit  Hülfe  der  oben  flir  dd 
Querschnitt  /  gemachten  Auseinandersetzungen  unmittelbar  erkenn*^ 
dass  ein   beliebiger  auf  der  Fläche  gezogener  Integrationsweg  e 
lutegralwerth  iv  liefern  wird,   welcher  sich  von  dem  zwischen  dl"' 
aen)eu   OrUnzeu    auf   der   Mäche  F'  genommenen    und   für  alle  i 
dieser  Fläche  liegenden  Wege  eindeutigen  Werthe  w'  nur  um  g^o"! 
Vielfache  jener  für  die  Stetigkeitssprünge  gefundenen  geschlottoAfl 
Integrale  unteräeheidet,  so  dass 

»■«.«,■  +  »,,  A,  +  ..,  i',  +  m,  A,  +  iull,  +  ... 
worin   »i,,  n\,  im..,  n.^,  .  .  .  ganze   positive  oder  negative  JfnMen  bri 
deuten,  die  unmittelbar  dai-aus  sieh  crgeheu,  wie  oft  jener  Wi^>"l 


*>  «it^eutlit'h  durch  da»  Ober  e 
genommeiie  liitegial. 


c  der  Cui 


',  uneudlicli  beuatliliarttl^"»*  j 


mvh> 
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r  Fläche  f  und  in  welcher  Itichtung  derselbe  die  einzeluoii  Quer- 
nttt«  schueidet;  man  sieht  zugleich,  dass  sh  den  m  1'"  erlani/tcn 
Mtigen  Integrahcerfhm  nur  MvUijila  van  höchstens  so  viden,  von 
ilem  hitcgrationstocgc  unabhüngirfcn,  festen  Grossen  hinzutrete»,  als 
Q«crS(Jinitlc  niithiif  simi,  um  die  Fläche  in  eine  einfach  eusammon- 
anffCttde  ru  verwandeln. 

Ueheu  wir  endlich  zu  dorn  allgemeinen  J^'alle  ilbw,  in  dem  uuch 
mkie  der  Function  existiren,  die  in  der  früher  angegebenen  Weise 
»chloEseu  werden  sollen,  und  VBrinogc  deren  neue  Querachnitte 
mdj,  .  . .  eintreten,  so  wird,  wenn  wir  zuerst  die  Annahme  mnelicn, 
I  der  einzige  durch  singulare  Punkte  hinzugekommene  Ijuerachnitt 
[  verbinde  jene  auKBchli essende  Linie  mit  dem  Querschnitte  a,,  bei 
mcbroitnug  der  Linie  (i,  in  der  Uichtung  des  Pfeiles  ein  ytetig- 
Mpruug  sich  ergeben,  dessen  Werth  durch  das  in  der  Richtung 
rPfeile«  auf  der  »uaschliesseuden  Corve  genommene  Intcgrnl  darge- 
Iwird,  we!chf>H  mit  7),  bezeichnet  werden  mag.  l''ür  den  Quer- 
wcrdcn  die  Irlihercn  Auseinuiulerselzungen  nur  dadurch 
iScirt,  dass  liei  iler  doppelten  Umkreisung  der  Querschuitte  «, 
I  6,  der  (^iieriie)uiitt  il,  einmul  und  zwar,  wie  leicht  zu  sehen,  iu 
iRiclituag  des  Pfeilen  geschnitten  wird,  so  dass  sich  die  Übrigen 
ralelomoute  wieder  zerstören  und  sich  datier  für  die  in  der  Rich- 
do«  Pfeiles  iuigedetitete  Uebcrsehreitung  von  c,  der  Stutigkeits- 
ng  D,  ergiebt.  Ferner  wird  das  Uebersehreitou  des  Querschnittes 
7f  iu  dem  i]i  der  Figur  zwischen  ß  und  y  gelegene»  kleineren  Theilö 
riealpr  dn»  über  li,  genommene  Integral  A,  liefern,  zu  dem  jedoch 
■och  der  durch  das  Hebueidea  von  c^  in  einer  dem  Pfeile  entgegen- 
wtteu  Itichtung  hervorgebrachte  Stetigkeitsspriiug  —  i),  hinzutritt, 
ireud  ein  Ueberscbreiten  von  n,  iu  dem  übrigen  zwischen  ß  und  y 
geavu  Theile  offenbar  uur  den  Integralwerth  .'1,  liefert;  ebenso 
!  ein  Ueberscbreiten  des  Querschnittes  d,  iu  dem  zwischen  a  und 
[elegwien  kleinereu  Theile  den  Stetigkeitssprung  Ji^  bewirken,  wäh- 
fnr  den  übrigen  Theil  desselben  Querschnittes  sich  B,  ~  i>,  er- 
i«tbt.  Das  Uebersch reiten  von  c^  wird,  wie  man  sich  leicht  durch 
«ik  reisen  der  beiden  Ränder  der  Querschuitte  h.j  uud  b.,  überzeugt, 
l^er  ^1  liefern,  nnd  es  wird  sodann  der  tur  den  kleineren  Theil 
entstehende  Stetigkeitssprung  A^,  der  für  den  übrigen 
geltende  -1^  ~f"  -Di  soiii  während  der  Querschnitt  b.^  für  den 
orcu  Theil  it  den  Wertb  11„  für  den  grösseren  jß,  —  i),  liefert 
vr.f  »o  dass  das  IJeherschreiteu  der  fünf  Querschnitte 
rt,f  II  j,  6,,  ö;  +  C|.  h; 
uiir  filiif  neue  geschlossene  Integrale 
n,,  .1,,  S,,  A^,  Ji. 
iius   welchen   sich   durch  additive  Verbindung  jeder  durch 
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Bchlosseiieii  Wege  j)  der  Fläcli 
J'"  in  der  durch  den  Pfeil  bezeicli 
iiet«u  Richtung  genommene  Inte 
gral  kleiner  sein  als  das  von  t 
nach  ^1  in  der  Fläche  F'  sich  a 
streckeudo.  Genau  dasselbe  finde 
aber  aupli  statt,  wenn  der  lutl 
gratiunsweg  von  z^  nacli  £,  da 
Quereebuitt  l  in  einem  amien 
Punkte  schneidet;  ist  dann  oüffi- 
lieh  der  in  !•"  verlanfeude,  bddl 
Seiten  des  Querschnitte  vertüi- 
dende  Integratiunswegj,  undsini 
r  und  s  dem  Querschnitt  l  uneni 
lieh  nah'.-  sieb  hinziehende,  nacli  re  und  /J  führende  Linien,  so  bilil« 
die  Linien  jj,  ii,  r,  s  zusammengenommen  eine  geschlossene,  iaiO 
einfach  i^usammeuhängenden  Fl'äcbe  F'  befindliche  Linie,  wekl 
ünstetigkeita-  noch  Unendlii^bkeitspunktü  eiuscbliesst,  und  < 
daher  dan  über  diese  Linie  f^euommene  Integral 

den  Werth  Null  haben;  da  jedoch  r  und  s  in  entgegenges 
[Richtung  durcblaufen  werden,  und  die  Werthe  von  /{s)  zu  bei»* 
iSeiteu  des  Querschnittes  mieiidlicb  benachbart  sind,  so  werden  x> 
die  auf  die  r  und  s  Linien  bezüglichen  integrale  heraushebe» 
und  mit  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Litegrationsrichtuiig, 
denen  p  und  q,  wie  die  Pfeile  andeuten,  durchlaufen  werden,  i«^ 
sich  somit,  dass  die  in  gleicher  Richtuug  über  die  geschlossei* 
Linien  p  und  ij  genommenen  Ljtegrale  denselben  Werth  geben,  v* 
ausgesetzt  freilich,  doss  wir  die  Uebergangsstelle  über  den  Quersdu* 
/  nur  so  weit  vorrücken  lassen,  bis  ein  zweiter  Querschnitt  etwa  * 
ersten  triUt.  Wir  finden  daher,  dass  jedes  von  s,^  noch  e,  in  ^ 
Flache  F  genommene  Inkgral,  dessen  Integralionsweg  den  Querschfl^ 
einmal  schneidet,  jenem  eindeutigen  in  F'  xtcischcn  den  Grämen  l)  •* 

•)  was  aucb  freBflirfien  würde,  wenii  ein  Theil  des  Querschnittes  mit  ^' 
Vcrzwetguiigssclmittc  Kiisiiaimeu fiele,  weil  die  beiden  Seiten  ileaaelben  reP'^ 
denen  Ku}(elii  ängehJlrcn,  deren  funutional werthe  über  den  Verzweig utigM^* 
hinüber  etotig  in  einander  filiergelieii.  . 


Pa>  tntogrnl  von  Fmicf.io 


.'  Varinbclii. 


H'r, 


yaommencn  Integrale  ißcich  ist  vrrmhttlcrl  um  das  von  irgend  einem 
itaiifc  des  f^uTSchnitlcD  —  tn  der  obtti  beeekfiTtckn  Ausdehnung  des- 
friM  —  £u  dem  gegen  Uberlifgfndnt  Funkle  in  der  angegebenen  liich- 
kVQ  m  F'  gimommene  Integral.  Wir  kbnnpii  aber  eben  dieses  Re- 
itet utwli  etwas  anders  aussprechen f  während  uänilich  vorher  gezeigt 
unlcDj  das»  das  Integral 

j'f(z)di 

Jder  FIScbe  F'  genomineu  eine  stetige  Function  von  s  ist,  indem 
nZimatime  von  :  um  ein  in  F'  befindliche»  dz  ein  DiSerential  des 
btq;ntlK  von  dem  Wertlie  f{ß)dz  entsprach,  würde  för  die  durdi 
tatu  Integral  definirfe  Function  von  ^,  wenn  die  Integratjonäwegu 
Bm«  noch  ant'  F'  verzeichnet  werden,  einem  Differential  dz  der  Flüche 
?,  wtlches  über  di'n  Querschnitt  l  hin  wegführte,  ein  endlicher  Zuwachs 
iftinii  jenes  geschlossenen,  in  der  vorgezeiehneten  Richtung  über  p 
ponmenen  Integrals  entsprechen,  und  wir  kiinueu  daher  sagen,  duss 
Bm  auf  F'  genommene  Integral  lüngs  dem  Querschnitte  l  eine  Dis- 
nrtinmtät  erleidet,  die  im  Laufe  jenes  Querschnittes  in  der  angegebe- 
10  Ausdehnung  constunt  ist;  eben  dieser  Stetigkeitssprung  des  in 
r  genommenen  Integrales  liefert  die  Differenz  der  Werthe  des 
niicbca  z»  und  s  in  F'  und  des  zwischen  eben  diesen  Grunzen  auf 
toa  ilireeten  Intognitionswegc  auf  F  genommenen  Integrales. 

Die  ßbcn  gemachten  Auseinandersetzungen  sind  für  jeden  Qner- 
dmitt  der  PUiche  F  gültig  und  lassen  sich  offenbar  uuniittelbar  auf 
Rl^ratioitswege  in  der  Fläche  F  übertragen,  welche  mehrere  der 
luertcbnitte  ein»  beliebige  Anzahl  mal  schneiden;  es  wird  sich  somit 
T  EmiitUung  der  Integral  werthe  beliebiger  Integriitionswege  anf 
w  Flächt!  F  mit  Hülfe  des  zwischen  denselben  (iränzen  in  7'"  ge- 
,  Integrals  nur  darum  handeln,  die  Stetigkeitssprflnge  des 
toteren  an  den  einzelnen  Querschnitten  d.  h.  die  in  F'  verlaufenden 
ilifgrulc  zu  berechnen,  welche  von  einem  Querschnittspunkte  zu  einem 
^eollbcrlivgeiiden  führen  und  welche,  wie  wir  wissen,  innerhalb 
Bw  Strecke ,  in  welcher  kein  anderer  Querschnitt  den  ersten  trifi^ 
feicliwerthig  sind.  Zur  Herleitung  dieser  Werthe  gehen  wii-  zn 
I  früher  aufgestellten  speciellen  Querschnittssystem  zurück. 
Behandeln  wir  zuerst  den  Fall  besonders,  in  welchem  f{e)  keine  aus- 
■cliliessenden  Punkte  hat*),  so  wird  die  Hie  man  n'scho  Fläche  durch 
<  früher  mit  «,,  fc,,  c,,  a^,  b^,  c.j, .  . .  bezeichneten  Linien  in  eine 
*f»i'li  zusammenhängende  verwandelt  werden,  luid  es  wird  sich  darum 

loUet,  wie  wir  nach  ilcn  AiiicinanclerHe(i'.nii)[cii  der  lolgendcn  Vorlesung 
tST  «agun  müseeu,  nur  solche  Punkte  l>cKil/t,  die  nicht  auHgeBcblodEcii  lu 
n  brauchea. 
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Sechste  Vorlesung. 


nach  der  Begrituzung  fiihrcndeii  Linien  ztisammeugenom 
somit  einen  geschlossenen  Zug  von  einem  Punkte  Jener  Linie 
dem  gegenüberliegenden  liel'ern,  welcher  die  Begränzung  der  n  —  1 
zusammenhängenden  Flüche  nieht  »schneidet,  und  daher  r,  nt 
zusammengenommen  eiü  Querschnitt  jener  Fläche  sein.  Sei  b 
coiitinuirlicher  Zug,  welcher  zwei  gegenüberliegende  Punkte  des  ' 
Schnittes  a,  mit  einander  verbindet,  so  können  wir  denselben  i 
bar  als  Querschiiitt  der  neuen  n  —  2-fach  zusammenhängf 
Fläche  ansehen,  da  er  einerseits  in  dieser  Mäche  hinlaufend 
gegenüberliegende  Punkte  von  a.,,  also  zwei  Gräuzpunkte  ders 
mit  einander  verbindet,  andererseits  aber  auch  die  «  —  2-fach  zi 
menhängende  Fläche  nicht  zerstückelt,  da  man  z.  B.  auf  der  ii 
Heitc  von  «,  in  einem  dieser  Linie  unendlich  benachbarten 
von  einem  Punkte  von  6j  zu  dem  gegen überÜegeuden  gelangen  I 
Somit  ist  jetzt  die  Fläche  h  —  3-fach  zusammenhängend  gewo. 
und  wenn  man  wieder  eine  geschlossene  Linie  a^  zieht,  welche  i 
Fläch  entheil  der  neuen  Fläche  nicht  vollständig  begräuzt  und  ftj 
fl^  durch  f;  verbindet,  so  leuchtet  wiederum  ein,  dass  a^  und  c 
sammen  einen  Querschnitt  der  «  —  3-fach  zusammenhängenden  F 
bilden,  indem  sich  die  beiden  Seiten  jener  vier  geschlossenen  h 
"ii  ^11  ^h  \  "^^^  *^^^  Linie  c,,  wie  unmittelbar  aus  den  fü 
Linien  «[  und  6,  gemachten  Auseinandersetzungen  hervorgeht,  ' 
man  noch  zwei  zu  den  beiden  Seiten  von  c^  unendlich  benach 
Linien  biuzunimmt,  wieder  in  einem  continuirlicbeu  Zuge  durchh 
lassen.  tTthrt  man  so  fort,  bis  die  Flüche  in  eine  einfach  zu 
mcubängende  verwandelt  ist,  so  sieht  man,  dass  jeder  neue  ( 
schnitt  Ct„i  und  «<,  auch  noch  einen  weiteren  Querschnitt  hk 
sich  zieht,  so  dass  wir  eine  gerade  Anzahl  von  Querschnitten  erh 
werden,  und  daher  die  Zahl,  welch'-  ilen  Zttsammetihanff  rinei 
schlosserten  H'iemann'sdten  Fläche  anyieht,  eine  ungerade  sein  mu 
Die   eben  dnrcligeführte   Zerlegung  war   nur  för  den   Fall 


*)  Ea  mag  hier  noch  hemerkt  werdeo,  dusa  man  offenbar  eine  von  n  am 
a  zurücklaufende  geBchloBBeue  Curve  in  der  n — l-fach  lueammenhüDgi 
Fl!lche  liehen  kann,  welche  mit  dem  ans  C|  and  n,  bestehenden  Querscb 
aber  nicht  l'Gr  sich,  einen  Theil  der  n  —  l-fnch  zuaanimcnhiLngenden  Fläche 
stÄniiig  bogrHDKt,  indem  man  nur  L-ine  aolche  Linie  jenem  Querschnitte  nnw 
nahe  KU  legen  braucht;  da«3  diese  letztere  Linio  aber  auch  als  Qnertchoit 
M  —  l-rach  zusammen  hängenden  FlILcbe  wird  betraclitut  werden  kannen, 
daraus  hervor,  dass  dieselbe  Kwei  zuBtiiniueuralleDcle  Grämpunkte,  ohoi 
Fläche  zn  zerstückeln,  mit  einander  verbindet,  imd  sich  somit  wie  fräber 
Linie  hf  von  einem  Piuikte  dieser  Linie  xn  dem  gegen üheTliegenden,  obni 
Uegrüneungaliriieu  der  FlUche  xu  schneiden,  wird  ziehen  lassen;  man  wirdt 
eine  n -l*  l-fach  inaam  menhängende  Fläche  auch  durdi  n  Quersdinitt«! 
denen  Jeder  in  einem  i'uukte  di>s  vorhergehenden  beginnt  und  in  dom« 
PnnliUi  ciidigt,  in  fiiio  einfach  znsammcnlillDgcnde  zprlcgeu  VOnnnn. 


Das  Integral  von  Fanctjonen  eompleier  Tariabeln. 
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ickelt,  dass  wir  es  mit  einer  geacblossenea  Eiemann'schea  Fluche 
I  Uinu  haben;  werden  jedoch  tiränzen  derselben  dadurch  eingeführt, 
die  ÜDstetiglteits-  und  Unendlicbkeitspuiikte  sowie  der  unendlich 
itferiite  Punkt  durch  geschlossene  Linien  »uagesondert  werden,  so 
erlüg«  man  7:uerst  die  geschloasenc  Klficbe  iiRch  der  oben  aagegc- 
ineii  Methode  in  eine  einfach  zusuiumenbÜngi^ude  und  ziehe  nunmehr 
m  je  einer  di«  singnliiren  Punkte  um  seh  lies  senden  Curve  eine  Lini<: 
i  der  Denen  Flüche  nach  irgend  einem  Punkte  der  Begränzung  der- 
Iben  (wie  z.  B.  die  in  der  obigen  Figur  nach  einem  Punkte  der 
'c  (j,  gezogene  Linie  i/,),  30  jedoch,  dass  diese  Linien  sieh  unter 
«nandvr  nicht  schneiden;  es  werdeu  dtinn  die  auf  diese  Weise  sich  er- 
gebenden Curven  d„  il. . .  .  wieder  (Querschnitte  der  üuletzt  erlialteuen 
md  durch  BiofObrung  jener  neuen  geschlossenen  Linien  wieder  mebr- 
iub  KUK um uien billigend  gewordeneu  Fläche  sein  und  diese  ofi'enbar 
m  eioe  einfach  zusanimenbüngeiule  Fläche  zerlegen,  da  eine  Umkroi- 
■MDg  jener  Lücken  durch  diese  Querschnitte  gehindert  ist,  und  jede 
udCK  geschlossene  Curve  schon  nach  der  ersten  Zerlegung  einen 
B^etiraiim  vollständig  begniuzte "*). 

Gehen  wir  nun  von  dieser  Art  der  Zerlegung  aus  und  stellen  jetzt 
ilüs  Frage,  wie  sich  die  Werthe  der  auf  beliebigen  Wegen  zwischen 
wwelbeu  beliebigen  beiden  Punkten  einer  ßtemann'schen  Fläche 
lommenen  Ttitegrale  zu  einander  verhalten.  Sei  l  irgend  ein  Quet- 
üitt  der  Fläche  l-"  und  der  Werth  dea  Integrales  von  r^  l^i"  ■^i 
Inf  dem  Wege  »t  der  Fläche  J^  gesucht,  so  wird  dieses  der  Definition 
Iwstimmteii  Integrale  gemäss  aus  der  Summe  der  Producte  der 
'''«erenzen  der  aufeinanderfolgenden  Werthe  der  Variabein  und  der 
^"KehJirigen  Funetionul werthe  bestehen,  während  das  Integral  Kwischeu 
'"'■«adlbi-ii  Gränzeu  in  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  F  ge- 
ouuiiiiBj,^  da  dasselbe  fflr  beliebige  Wege  auf  dieser  Fläche  denselben 
•-•tlJi  annimmt,  aus  der  Summe  der  drei,  in  der  vorher  angegebeneu 
^M  zusammengesetzten  Integrale  bestehen  wird,  welche  längs  de» 


ffe 


*J  l«t  die  Btema&n'aclie  FlSche  nach  ihrer  Zersctmeiilung  und  der  Änein- 
*''UKi)i(.f\mig  der  BlUtter  bereits  eine  cinrucli  KUeammenbilngende, 


Mlb. 


'e  (jitr  keinp  QiierBcbuiltt-  cnth&lt  —  welcher  Fall,  ' 


e  oben  bereits  a 


^'*l)ifil  geneigt  worden,  lici  n-bllltlrigen  l'lüfliiea  mit  niflhrereu  Venweigunge- 
V^ttltica  io  der  That  eintreten  kann  —  und  werden  uunmohc  diu  etwaigen  Un- 
'''ti^keitsp unkte  oder  der  unendlich  entfernt«  Punkt  durch  unendlich  kleine  g«- 
"hliMUne  Curven  ansgeschleden ,  eo  wird  man,  um  die  neue  mehrfach  eusam- 
"'"'tlilmgaDdc  Fläche  wieder  in  eine  einfach  zuBcimmen  hängen  de  zu  verwandeln, 
*'"  Irti  juJer  Ringöilche ,  deren  Begriln^iungen  in  unserm  Falle  nur  aiia  jenen 
'■^'«illich  kleinen  Curven  bcEtehcn,  die  Zerlegung  zu  lie werk« (eltigen  hahcii, 
™  wog  forner  au  dieser  Stelle  noch  nuadriiCklich  bemerkt  werden,  dnse  alli- 
*OThorigeii  Aus eiuand ersetz nngen  nur  eine  Iledcutiiag  gowinucn,  wenn  dioRic- 
'°iiiiD'»clie  Pliiche  aus  einer  endlii'hcn  k\\T.j\\\  vuu  UlUttern  mit  einvr  enUlichi-u 
*nijii,i  ijon  Verawwgungipuuktcu  bestellt. 


■^1 


[Sechst«  VoflefUDg. 

Üeberwdireiten  jeaer  QDPrschnitt«  liervorgebrachle  StcKghei'tarpnrg»  gy 
zuvainmensetzen  lässt.  Genau  dte6ell>en  BetrachtiiDgen  lassen  »crli 
auf  die  noch  flbrigeii  Quersckoitte  anwenden,  und  ebensowenig  wia~«l 
ui  diesen,  wie  leicht  zu  sehen,  irgend  etwas  geändert,  wenn  wirst^ft4 
eines  solchen  neu  hinzukommenden  Querschnittes  rf,  mehrere  rf,,  c^, 
(fj,  .  . .  voraussetzen,  so  dass  sich  somit  jedes  Inttgral  auftier  FläcA^ 
F  KÜder  aus  dem  zwischen  detutiben  Grämen  genommt-nm  Inlfgr^rmie 
der  näche  F"  dvreh  Ilin^vßigen  von  gansm  Vielfachen  eben  so  tie2*n' 
Grössen  D„  i),, . .  A„  B,,  A,,  B^, . .  .*),  als  (^uerscknitte  eziriir«-»«, 
tcird  herkiUn  lassen.     Mau  nennt  diese  geschlossened  Integrale 

D,,  Dj,  .  ..-■*,,  B„  A.,,  B^,...  I 

die  feriodictU'itsmoiluln  des  Integrals 

J'ni)d!-i, 

weil  flieh  sämmtliche  Werthe  des  zwischen  s^  und  s  auf  der  Kläct^K"    1 
!•'  genommenen  lutegralps  in  der  Form 

J'/lt)d,-J^r(,)Ji+l,,D,+f,II,  +  --+m,Ä,  +  ,,,B,  +  m,A,+.«,X^,-^- 

darstellen  lassen,  und  daher,  wenn  die  obere  Gräuze  :  des  Integrals  gi^  ° 
von  dem  Werthe  des  ganzen  Integrales  abhängig  aut'gefasst  wird,  «:Ä-'" 
neue  unabhängige  Variable  alle  diese  unendlich  vielen,  um  ganzzahl»  jE2^ 
Vielfache  bestimmter  constanter  Grössen  von  einander  verschtedeiv  ^^n 
Werthe  annehmen  darf,  ohne  dass  j  selbst  sich  ändert,  und  gci^  ^^*' 
diese  Eigenschaft  wird  sjinter  von  uns  die  Periodicität  genannt  werd^^^-"* 

*/  Ea  iH  weHiitlicIi  aii  dieser  Stelle  eu  Lemcrkeu,  dasE,  wenn  die  OTÖtmt-^  *^ 

X)|,  Df. Null  und ,   ri-  li.  die  um  die  einielneii  Uiistetigkeil«-  oder  Une^E^^^ 

lichkriUpunkt«    der  Fuuctiun   gvnoniiDcuea   geschloiweDen  Cnrveüntegrale  t     ■  ■^'' 
«cfawinilirii ,  dieiB  «ingniärea  Punkte  liei  der  Zerlegang  der  Fl&che  nicht  m^^^ 
ikiHfiiMihlieMeTi  und,   weil  danu  Integ^ratiooBwege  zwiacbeti  denselben  I'unl 
welche  einen  Ranm  begränzen,  der  singtiläie  Punkte  der  bexeicbneten  Art  e 
b&lt,  Ell  demiiellreii  R««altat«  rabreii. 

**i  «olici   lu   hcacbten  i«t,   diiaa  die  PeriodiciläUmoduln  nclbstverslüidLi 
nicht  von  der  uatorn  Gränxe  i,  de«  Integral«  abhängen. 


Siebente  VorlcBung. 

AnalTtUoho  Auadrücko  und  aligomoino  Eigonschafton  der 
Funotionen   und  ihrer   Integrale  in  eindeutigen  Bereichen. 

Die  EiolUhruiig  des  oomplexeu  Iittegrulüs  giebt  ein  Mittel  an  die 
P*oti,  um  aus  gegebenen  charakteristischen  Eiguiiacliafteu  einer 
mctitiD  die  Wertlibestimniung  deraelheii  durth  analytische  Ausdrücke, 
•«Iclk'  in  unendlichttti  iJeihi'U  bestehen,  für  sämmtliehc  Punkte  der 
'•'emaiiti'aeheii  Fläche  herzuleiten  unJ  aus  jenen  analytischen  For- 
die   allgemeinen    Eigenschaften   der  Functionen    überhaupt   zu 

Sei  c  eine  in  ein««  Blatle  der  Riemann'schen  Fläche  der  Func- 

Dn    ^,(()  dür   comjilexen  Variabein   t  gelegene   einfach  geschlossene 

••«^e,  innerhalb  welcher  sich  kein  Verzweigungspuukt  der  Function 

Dttdet  —  in   weltheni   Falle   die  Fuiictiun  in  diesem   Bereiche  vin~ 

'■idij  genannt  wurde  —   und  werde  der  von  der  Curve  c  sowie  von 

ebonfalb  einfach  geschlusseticn,  innerhalb  jenes  Ranmes  gelegeneu 

•"Vcn  c, ,  f,,  .  .  begriinzte  Raum  betrachtet,  so  wird,  wenn  das  System 

Curven 


*t    C  bezeichnet  wird,  und 


- .  ß*,  «•) 


f  enitigcn  in  diesem  Räume  befiudlicben  Di scontinuitatäp unkte  aiiid, 

^••2    wir  mit  unendlich  kleinen  Curven  umgeben  wollen,  so  dass  auch 

^^r    übrig  bleibeude  Raum,   in   weluheu  <p{t)  endlich  und  stetig  j^t, 

icUerimi  voÜBtäudig  begraiizt  ist,  nach  den  Sätzen  der  letzten  Vor- 

P-)    fif.(t)  dt  =  ßu)  dt  +  /gj(0  ,/i  H +  /V  W  (/'  +  ifii)  dt 

!_     'i(         Ä         (Si  (.^         ,?r 

'  Wobei  die  Integra tionNricbtuug  so  zu  wählen,  diifii«  die  einzelnen 


*)  «ob«!  angeoommeiki  wird,  Aoma  kjcIi  kci 
'  dirrw  c,  e,.  «t,  . .  - .  «elbet  befindet, 


r  dieiier  einjfiilliren  Punkte  auf 
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leiebes  ergeben,  t  eine  für  diesen  Bereich  der  t'  eindeutige  Fiinn 
ist*),  die  für  die  Punkte  dieses  Raumes  nicht  unendlich  wir 
wird,   wenn  *  irgend  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt  | 
Raumes  vorstellt,  die  Function 

ebenfalls  in  dem  ursprüugliclicn  Bereiche  eindeutig  sein,  weil  j 
jenen  Bereich  fallende  gesehlosaene  Gurve  Zähler  und  Nenner  3 
demselben  Wertbe  zurückführt,  und  da  ferner  der  Nenner  vermög 
der  aus  dem  Obigen  unmittelbar  folgenden  Bedingung,  daas  ^(/)  nie;' 
für  zwei  Punkte  jenes  Raumes  denselben  Wertb  annehmen  kann*^ 
nur  für  l=z  verscbwiudet,  der  Zähler  dagegen  in  jenem  BereicJ 
stets  endlich  bleibt, 
Function 


sein  und  somit  genau  i 


1*1')— -V  (2) 


'-jV 


(t)  -  V(£) 


werden   die   U n stetigk ei ts punkte   der 

«,,  «2,  ...  «i,  r 
ie  oben  die  Gleichung  folgen 


*(()■ 


worin  die  um  die  Unstetigfeeitspuukte  «,,  c.j,  ,..«).,  s  genomm 
Integrale  in  beliebigen,  diese  Punkte  um  scb  Hess  enden,  unendlich 
neu  Curven  zu  nehmen  sind. 

Nun  ist  aber  für  ein  um  z  genomnieues  unendlich  kleines  B 
integral 


/' 


■^fS^} di  =.  fh 


.^)      /  Kut)-, 


VW 


I    r  dt 

7- 


da  ^{()  eine  in  jenem  i- Bereiche  eindeutige  und  stetige  Fun 
und  daher  nacli  dem  oben  gefundenen  Satze  ihre  Ableitung  ii 
'endlich  ist,  und  ausserdem,  wenn  (('(/)  =  ^  gesetzt  wird,  fö 
der  Voraussetzung  nach  in  dem  entsprechenden  /'-Bereiche  eindc 
Function  t 

•1  andere  aosgeeiiroehen  darf  die  für  die  Function  i^(()  existireudo 
.n  n  'sehe  Fl^he  innerhalb  jcdcs  c-Bereicbe«  keinen  Verisweigmigspaukt  I 
so  iImb  einem  einfacL  geschlosBeni^n  rnilaufe  des  (  auch  ein  gescUosauner  ^- 
laut'  der  t'- Variable  entspricht;  aber  es  BOlt  auch  femer  nach  obiger  ÄnnnV^ 
einem  gMcbloasenen  Umlaafe  der  t' -Variable  innerhalb  de»  entsprechenden  t^^ 
reiches  ein  geschlosBencr  Umlauf  von  t  entsprechen. 

**)  denn,  wenn  i^it}  für  zwei  Punkte  des  f-itaumee  denselben  Weti 
I  nähme  oder  dasselbe  ('  lieferte,  bo  würde  einem  geschloasenen  Umlaufe  di 

reiches  ein  nicht  geschlossener  des  1- Bereiches  entsprechen,  d.  h,  t 
I    Fouctiou   »Oll  ('  aufgefasst,   nicht  läne  für  jenen  ('-Bereich   eindeutige 
ser  Variabein  «ein. 


Sa   _   '    /•     '<'•       ,11-   '-  /'-  ™ 


9 
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Dicht  imeadlichf  tl.  ii.  lit'it)  auch  iiicht  Null  sein  bann;  es  wird  sich 


f(t) 


:<«  = 


die  oben  orlialtene  Gleichung  iu 
-tlt  — 


-■fnij^ 


wenn  f{t)  in  jenem  Bereiche  keine  Unst«tigkeitspunkte  hat,   in 


-VU) 


■»-geht 

Üie  Bedingungen,  denen  tf'(^)  unterworfen  war,  dass  es  nümlich 
dem   lietracliteten  (Bereiche  eine   eindeutige  Function  diesor  Va- 
>l>«lu,   und  dasa   diese   letztem  in    dem  eutsprechenden  Functional- 
iche   eine  eiodeutige  Function   von  V(0  selbst  sein  sollte,   oder 
,  wcnu 

rtd  wird,  die  Verzweigungspunkte  der  Function  il){l)  und  x{0 
Hrhalb  jener  beiden  /  und  /'  Bereiche  liegen  solteu,  lassen  sich 
*>cb  einfacher  und  ilbersichtlicher  ausspreche»,  wenn  wir  erst  einige 
"OTte  über  die  sogenannte  Abbildung  der  Flüchen  vorausgeschickt 
li&b«ii  werden. 

Eb  war   in   der  zweiten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dasa,    wenn 

"***!  zu  einem  Gebilde   dadurch  sein  entsprechendes  construirt,   daas 

**"**'  zu  jedem  Punkte  des  ersteren  vermöge  einer  beliebig  vorgelegten 

■"yiction  von  e  de»  für  jenen  Punkt  sich  ergebenden  complexen  Werth 

^^eaer  Function  als  den  entsprechenden  Punkt  fixirt,  die  beiden  Oe- 

^'"lo   iu    den   kleinsten  Theilen    Ühnlich  sind   aosgeuommeu   iu  den 

'^olcteii,   für  welche  die  Ableitung  der  Uülfsfunctiou   verschwindet 

?~''  unendlich  gross  wird.    Sind  nun  zwei  einfach  zusammenhängende 

*  "^«Üe  zweier  Riemann'schen  Flächen  durch  eine  Function  von  £  so 

'?*''  einander  bezogen,  dass  jedem  Punkte  des  einen  ein  und  nur  eüi 

*^Uokt  des  andern  entspricht,  so  nennt  man  den  einen  Theil  das  Ab- 

"d   des  andern,  und  ich  will  im  Folgenden  einige  Beispiele  für  die 

■^DViildoDg  Ton  einfach  zusammenhängenden  Mikhen  auf  eine  um  den 

^*>npnnkt  mit  dem  Radius  1  ge'i^ogene  Kreisflüche  behandeln,  welche 

*ö  iliTCT  Verschieilenartigkeit  das  kiaV  machen  sollen,   wmanf  es  bei 

^  Abbildung  der  Flüchen   wesentlich  ankommt,   und   die  selbst  im 

•^"Igcnden  inir  Anwendung  kommen  werden. 
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und  lumi  eihält  sutoit  fiir  die  erbk>  Ableitung  der  Functioti 
Ausdruck 


(5). 


r«- 


unabliEu^ig  convergent  ist,  wenn  dio  Reihe  aller  Glieder,  positiv  geoom 
pergirt,  einfach  aus  der  Dehcrleguijg,  das»,  wenn  wir  mit 


w,.  a„ 


die  positiven,  mit 

(.,,  b,,  ... 
diu  ncgativi'D  (tlicder  Acx  vorgelegten  Reihe  tiuxeichnen,  die  Reihe  Ü 
Btimmten  AnoTilnuiig  der  Glieder  geaommeii,  niclitB  anderem  bedeol 
Ausdruck 


lin 


-.  (l-f  l-.} 


in  wekhem  i^wisclieii  n  und  iii  eine  irgendwie  feitgeteUt-e  BeEiehni 
eine  Veränderung  dlesi-r  Beziehung  liefert  eine  undere  Anordnung  d 
Da  aber  der  Voi'ausüetzung  gemilus 


c  convergente  Reihe  bildet,  iilso 

"St  o^  =  /'  und     -   "^  \ 


S"' 


un  sich  positive,  etidlltlie  Zahlen  bedeuten,  ho  wird  ITir  jede  Belatioft 
M  und  n  der  erste  obige  GrHnzauadruck  oticnbar  iu 

übergehen,   ulsu   eine  endliche,    vou  der  Anordnung  der  Glieder  i 
Siintuie  haben,  wührend,  wenn  jene  Voranflaetzung  nielit  statthat,  also 


-  «    ^'  "i  und  lim  ,  _  „    ^*  bj 

-  4^  -v 


rlivergent«  sind,  die  Differenz  dieser  beidi-n  Uucndlichkeileii,  neun 
endlich  ist,  von  der  Art  des  Unendllehwerdena  beider  d.  h.  von 
zwischen  m  und  n  abhängig  ist. 

Bestehen  uuu  Axa  einxelnea  Glieder  der  vorgelegten  Reihe  a 
imaginären  Theilen,  so  Folgt  aus  der  Anuahme,  ümb  ili<'  absoluten  Bet; 
Glieder  eine  couvergente  Reihe  bilden,  diias,  wenn  mit 

''*  +  ^' 
da«  allgemeine  Glied  der  Reihe  bezeichnet  wird,  nicht  bloss 


sondern  auch 


1"».=.  j?»^i'+p.' 

'».= .  ^  I"'""""''"' = •  2*  "»'■ 
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'■  /'       fit) 


.//, 


"id  «  sind  datier  die  Function  f{i}  und  alle  ihre  Ableitungen  ßir  aUe 
J^kie  dfs  letrachlelcn  Kauntes  durch  Integrale  ausgedrückt,  für  weldte 
*"'■  'lie  Wctilif  ili-r  l-'unritim  am  Rande  jmes  Raumes  t/effehcn  nu  sein 
•"'OHchen;  man  sieht  ausserdem,  dans  die  Ableitmigeii  aus  dem  die 
''■niction  selbst  darstellenden  Jctegrale  durch  UiSerentiatiuii  unter 
^01  Iijti<gralzt;iclieu  nach  der  Orijase  l  erhalten  werden. 

Zugleich  lässt  sich  aber  aus  deu  für  die  I'unctioti  und  die  Ab- 
mtuiiften  eben  gefundenen  AusdrückeH  ein  für  den  weiteren  Fort- 
»chritt  diospr  Untersuchungen  wiebli^jer  Schlus^  ziehen.  Aus  (6)  ist 
"'■^lich  unmittelbar  ku  ersehen,  daas  /'"'(■^)  ^^^  alle  ^  jenes  völlig 
^tP'üjizten  ItAuuies  endlicli  ist,  weil  die  function  unter  dem  Integral- 
^'cJien  der  VorausSetüung  nach  auf  der  lutegratiouscurre  nie  unstetig 
*"**]  ,  und  Btisaerdeni  stetig,  weil  die  Ableitung  endlich  ist,  und  das« 
daher  die  Äbleitunym  eintr  in  einem  hestimmien  Bereiche  cindeutiijnt, 
■  ""'■'ic/i«*  ««(/  stdigm  Function  mich  sämiHtlieh  eindeutig,  mdlich  und 
"**»    simi*). 

Um  die  fllr  eindeutige  Functionen  gefundenen  Integralausdrücki.- 
vcrallgfiueinern,   sei   wieder  /'(/)    eine  in  dem  durch  die  Curve  <■ 
'ötlatiindig    begrün/.teu   Bereiche  eiudeutige  Function   vou  /,   welche 
«leu  Punkten 

ß, ,   «j,    .  ,  ,  .    Ol 

P^Bos  Bereiches  unstetig  wird,    auf  dem  Kande  dagegen   stetig  ist. 

"*<!  *(')  ebenfalls  eine  in  dem  Bereiche  der  Curve  c  eindeutige 
riuiction  von   der  lieschaH'enbeit ,   da^s  dieselbe  für  alle  t  jenes  Be- 

dches  (den  Kand  cingeschluHseu)  stetig  bleibt,  und  daas  ferner,  weun 
4,(1)  =  (' 

SbHefat,  und  l  als  Function  von  /'  aiifgefaaat  wird,  für  alle  diejenigen 

'  »     «eiche   sich  als   Fuuctionalwerthe   von   tf'(()   für  die  ('  jenes  Be- 

**»'in  (a^)  und  Cpj)  die  absoluten  ttotr^e  der  OröBgen  a^  und  flj  boiiuuten,  cniJ- 
•'*bt)  Ujjaiii!ti  liikben,  uud  hiern.ui  crgiebt  »icli  -niedeniiu  gennu  wie  oben,  diu« 
^ic  vorgaiegtc  Keilie  in  beliebigur  Atiordnaug  der  Glieder,  Uicie  AnordauDg  wie- 
■^oDiiirt  in  der  oliea  fciilgeautMi'D  Art,  eine  vod  dieser  Anordnuag  unnb' 
„JÄ'ge  euiilitL«  Couvurgt;n«gtiluie  beeitat,  vetl  di«  n-tllen  luid  imaginäceii 
^  «ir.h  nicbt  icrttören  kAmien,  uud  diese  Buibeu  einit^ln  iiacli  dem  Vorigen  in 
^'"   Anordnung  gf-gea  denaelben  endlidiun  Werth  hin  convergircn. 

*>  l>&ai  di«  Ableitiiugeu  eindeutig  Himl,  gi-lit  au»  deren  lietioitioii  und  der 
'*'Qtigkeit  der  Function  in  dem  vorgelegten  Bereiche  hervor,  Ubrigeus  ner- 
'   ^>äUr«  [tulnuhturitieii  dicRun  8uU  noch  nlLher  prtUiaiTeti. 


Bna, 


on 
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Flächentheile  ßtets  zur  Linken  liegen*).  Fügt  mau  niumi^  di««»- 
Auuahme  hinzu,  dass  ^(t)  im  Funkte  s  derartig  unstetig  sein  soU^. 
ilass  sich 

lta,=  ,{(<-«).p(i)> 
(lerBL'lliL'D  L'tjillicheii  GrÜnze  nähere,  von  welclier  äeite  aus  man  uucfrs. 
in  den  Punlit  t  =  s  kommen  mag,  so   wird  das  letzt«  Integral  i 
rechten  Seite  der  Gleichung  (1)  in  die  Form 


J'f{t)(>-')  ,4h  -  «■".-  {(<  -  ■■)vm\J'^-, 


1 


gebracht  werden  können,  wobei  die  den  Punkt  ^  umgebende  Cux*"« 
durch  einen  einfachen,  unendlich  kleineu  Kreis  ersetzt  werden  ka»»«* 
weil  die  Function  (p{t)  in  jenem  völlig  begränzten  Bereiche  keir»^' 
'  Verzweigungspimkt  besitzen  sollte.  Nu«  ist  aber  das  unendlich  kleiL 
Kreiijintegral  um  s  leicht  zu  erhalten,  wenn  man 
(  —  a  =  r  (cos  qo  -j-  i  sin  91) 
setzt,  in  welchem  Falle 


J'Ä=:^= 


I 


wird,  und  es  geht  somit  die  Gleichung  (1)  in 

(2)     27ci\\ia,^.{{t  —  £)fp{t)}=  I <p{t)dt~  i ip{l)dt- ~  j<p{t)c=^ 

über. 

Sei   nun  f{{)  eine  innerhalb  des  oben  angenommenen  Bereich^^ 
>   ebenfalls  eindeutige  Function  von   t,  die  gleichfalls  iu  den  Punktet- 
ft, ,  u..,  .  .  .  .  «i  unstetig  wird,   in   allen   übrigen  Punkten  jenes  Be-'* 
reiches  jedoch  tttetig,  so  wird 


für  tp{t)  gesetzt  werden  können,  weil  diese  Funclion  sämmtliche  für 
ip{t)  angenommenen  Eigenschaften  besitzt,  wie  uuniittelbiir  aus  der 
Endlichkeit  des  Werthes 


■ia   ergehen   : 
nehmen 


wird   somit  die  Gleichung  (2)  die  Fori 


•)  Dowelbe  wfird«  tiffoal-fir  aacli  von  eiiiora  dorcli  einfuoh  geacUoi 
in  einem  Btatt«  vi.-rUufeiid«  c:urvcii  volUUadig  bcgrätiüteii  Hiiunie  gelteii,  ; 
Iialb  JeMeu  »icL  ki^iu  VenweifcanKspunkt  befiodet,  fi'ir  den  nber  Vrrzweignug»- 
puukte  innerhalb  der  einzclnea  Curven  exiatireu  kCtinen,  wenn  nur  die  cuge- 
hOrigt'n  Venweigungwchititte  sich  ganz  inneibalb  der  resp.  Curv^n  l 


AMljttKbo  Auadriickü  uiiJ  iillgoiueiuu  Eih'OiiBi'ljaftei]  J-.t  Fiiiiction"n  etc.    Ol 


ni  A') 


=  Am^^-d.J/^. 


dl- 


-^ij'ßi'"' 


■b  aber  dieselbe  Gleichang  für  jeden  ajidern  Puukt  z  jenes  Bereiches 
»ich  Iirrleiten  lässt,  so  werden  wir  in  (3)  einen  Ausdruck  gewoiiiien 
iwbea,  welcher  die  /■Function  für  jeden  Wcrth  der  Variobeln,  wel- 
cher in  jenem  eindeutigen  Bereiche  derselben  lieyt,  mit  Rülfe  iler- 
I  jnd^n  Wertlio  ausdrückt,  welche  die  /■  Function  auf  den  Gränz- 
cnnreu  c,  c, ,  c„  .  .  .,  und  den  die  singulären  Punkte  umschliessenden 
I  Linien  uuuimmt. 

Wird   die   Function  /"(*}  für  keinen  Werth  jenes  Bereicbes  mi- 
\  ihfUi^j   so  werden  die  um   die  n  Punkte'  genommenen  Integrale  aus 
(3)   herausfallen,  und  sieb  in  diesem  Falle 


W - f<A'^Jl"\ 


dl. 


'fgebun,  wo  das  längs  dem  t'urvensysteme  C  genommene  Integral, 
■enn  jenes  aus  einer  einfachen  geschlossenen  Corve  besteht,  auch  durch 
wn  anderes  ersetzt  werden  darf,  welches  längs  einer  im  Innern  jenes 
eintjentigeu  Raumes  befindlichen,  einfach  geschlosseneu  Curve  ge- 
"onitQen  wird,  die  nur  den  Punkt  z  noch  umschliesaen  muss,  da  diese 
wideii  gesell luÄseneii  Integrale  wegen  der  Eindeutigkeit  und  Stetig- 
•sit   der  Function 


*J*sin  ßhrig  bleibenden  Uaume  uach  früheren  A 
l'^'öselben  Werth  haben. 

IJio  aus  (4)  resultirondc  Gleichung 


dtr-iftzuiigen 


P=l>t  ml  (4)  vetbtmden 


_  /(«LI 


dt*)^ 


.f^ 


*)  l)a»»  die  nlgobrtirai'lii:  Summe  complexer  liitegmle,  dcrun  lotegratiouwvg 

'^^Ihe  i»t,  gleich  dem  Intcgralo  der  algetjraiBoIien  Stimme  der  einselucu  nntpr 

ln4«^ralc»  befiniUicIiL-n  PuncHonen  ist ,    wollen  wir   an   iliewr  ätelle   durch 

^*k  Bau  begrOiidi'n ,  deu  wir  später  in   der  eben  auftiutelleiideii  Form  noch 

,  *«r  bnuiclicn  worden.    Es  aoll  iiilmlich  goKcigt  werden,  da*«,  tuen»  die  ab- 

en  BAräye  der  comjilextti  Glieder  «ncr  Ilrihc  selM  eine  cimveTyrnte  RrOte 

M,  die  Reihe  der  cotnplexen  Groggen  unabhängig  ton  der  Itcilun/blgi:  der 

I    *^«ier  cwitrfTjfirt  (was  lilr  Integrale,  wenn  die  Fiinefion  nater  dem  lnt,cgrnl  uuf 

^  ^*    Integral inn»wege  endlicli  bleibt,  niu'h  den  ersten  Betrachtiiugen  der  seebiten 

L    ''«•uns  »tel«  der  Fnll  ialj.    Sind  nämlich  die  Glieder  der  Ueilio  reell,  positiv 


IWg4tiT 


)  folgt  der  äats,  docs  dieeu  Reihe  von  der  Anordnung  der  Olieder 
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Suchen  wir  zuerst  ilie  unendliche  positive  Halhebene   (also  \ 

uberbalb    der    Abseissenacbse   ge- 

'*•  *^'      •  legeüeii   Theil)    auf  eiue    um  den 

^T'^  Nullpuukt  mit  dem  Iladius   1  ge- 

/      \  ^~^X  Kogeoe  Kreisfläche   abzubilden,  so 

/  \  /  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenii  s^ 

/~  und  2|,'  irgend  zwei  fest  augeuoin- 

/  mene  conjugirte  Punkte  der  i-EbeuB- 

bedeuteu,  von  denen   der  erste  ituC^ 

jj,'  der   |>ositiven   Seit«   sich    beßl 

die  Function 


das  Verlangte  leisti-t;   denn  bedeutet  r  einen  I'iiukt  der  Haupb 
so  ist  für  diesen 

mod  {z  —  z^,)  =  niot!  {e  —  £„'), 
und  ilaher 

luod  /  =  1 , 
A.  h.   es   beschreibt  für  die  Beweguug  des  ::-Punktea  auf  der 
liehen  Hauptachse  /  eindeutig  die  Peripherie  eines  mit  dem  IIa 
um  den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises.     Ist  dagegen  ä  ein   beliell 
anderer  Punkt  der  positiven  Halbehene,  so  ist  stets 

mod  {e  —  Äy)  <  mud  (£  —  £„') , 
d.  h. 

mod  «'  <  1 , 

tmd   es   eutspricht  daher  jedem  Punkte  der  Ualbebeue  ein  uiidl 
ein  Punkt  der  inneru  Kreisllüche;   du   aber  e  ebenfalle  eiue  in  i 
ganzen   Bereiche  der  r'-Kht-ne   eindeutige  Function   dieser  Variab^* 
ist,  30  ist  nachgewiesen,   dass  die  obige  linear  gebrochene  Functi^** 
von  e  die   positive  Halbebene   auf  die  Kreisfliiche   mit  dem  Aadius  _ 
in  den  kleinsten  Thellen  ilhulieh  abbildet.*) 

Sei  ferner  eiue  mit  dem  Radius  r  um  den  Punkt  a  beschriet^ 
Kreisfläehe  gegeben,  und  für  diese  durch  die  Function 


J.  =  «.  +  ß^i 
tn  ii'txeD,  und  erhall,  i 


s,'==«e  — ßui,    z=x+yi,    e'  —  a-'-f-'yi 
9  der  obigbD  Gleichung  durcli  Treimucg  des 


(»-oj'  +  ly  +fti' 


„'  _,  ^^M^  -  ^l  _  _  . 
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entsprechende  Gebilde  gesucht,  so  ist  uiimittelbar  zu  sehen,  dass, 
t  fOr  die  Peripherie  des  Kreises 

mod  (2  —  a)  ^  r 
I,  ftlr  die  diesen  Punkten  entsprechenden  l'unkte 

mod  s==l, 
._  die  a'-Curve  eine  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpuökt  be- 
iebene Kreialinie  ist.  Ausserdem  ist  klar,  dass  jedem  Punkte  im 
:XD  der  einen  Fische  ein  und  nur  ein  Punkt  im  Innern  der  an- 
FlSche  entsprechen  wird,  dass  somit  der  um  den  Nullpunkt  mit 
Hadius  1  beschriebene  Kreis  da»  Abbild  des  gegebenen  Kreises  ist. 
ffir  eine  sich  um  einen  Verzweigungspunkt  a  »'-facb  windende 
eÜHche  wird  das  durch  die  Function 


^(-7T 


imnte,  entsprechende  Gebilde,  weil  auf  dem  Rande 

mod  {z  —  o)  =  r,     also     mod  £■'  =  1 
eine  mit   dem  Radius  1   um  den  Nullpunkt  gezogene  Kreislinie 
Qränzlinie  haben,  und  es  wird,  wenn  für  den  Kand 

£'  ^=  cos  (p'  -j-  j  sin  ip',    ^  ^  a  ^  r  (cos  ip  -\-  i  siu  ip) 
;bt  wird, 

cos  ip'  -j-  i  sin  g '  ^  cos  —  -{-  i  sin  — 

^•u,  uad  dahiT  die  Variable  /,  während  si  die  vollständige,  m-facb 
'undene  Umkreisung  macht,  ihren  Kreisrand  nur  einmal  beschrei- 
;  dasselbe  gilt  offenbar  filr  jeden  im  Innern  der  Flüche  um  den 
*i^wetguiigspunkt  herum  gewundenen  Kreis,  und  es  ist  daraus  zu 
icheu,  dass  jedem  Puukte  eines  der  beiden  Gebilde,  der  m-fach 
'  ö  gewundenen  und  der  einfachen  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
i^isfläche,  wieder  ein  und  nur  ein  Punkt  des  andern  Gebildes  ent- 
"fiht. 

Wird  endlich  fSr  eine  Lemniscateutläche ,  deren  Mittelpunkt  im 
^angspunkt  der  Coordinateu,  und  für  welche  das  Product  der  von 
Brennpunkten  (zwei  iu  der  Entfernung  -f-  1  und  —  1  vom  An- 
Ij^punkte  auf  der  Abscisseuachse  gelegenen  Punkten)  nach  der 
"ipherie  geftihrten  Radien  gleich  a  ist,  diejenige  Function  gesucht, 
Iche  diese  Fläche  auf  einen  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt 
chriebenen  Kreis  abbildet,  so  wird  aus  der  für  die  Peripherie- 
^te  der  Lemniscate  glUtigeu  Gleichung 
-  ,  ,    mod  (s  —  1)  mod  («  +  1}  ^  mod  («'  —  1)  ^  k  •) 

*)  indem  mod  (i  —  l)  und  mod  [f  -|~  ^)  *^ie  tntfercutigen  einen  l'uoktea  i 
*  Oivx  Paukten  +  1  <i°<l  —  1  ongebtin. 
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unmittelbar  folgen,  dass  die  Äbliildungsfunction 

(k) «■-!(«'-  1) 

für  die  Periplieriepunkte  des  iieuen  Gebildes 

mod  /  =  1 
liefert,' und  somit  wieder  der  Lemniscatenüäche  eine  mit  dem  Sain 
l  um  den  Kullpuakt  beschriebene  Kreistiäche  zugeordnet  wird.  £ 
ist  ferner  leicht  zu  ertenneu,  dass  jedem  Punkte  e  der  Lemniäcatei 
tiöche  ein  und  nur  ein  Punkt  der  Inneren  Kreisfläche  entspreciie 
wird,  da  z'  eine  eindeutige  Function  von  x  ist,  und  du»  Innere  il 
Lemniscate  ?on  den  Punkten  erfüllt  wird,  für  welche  das  Produ< 
der  Entfernungen  von  den  Brennpunkten  kleiner  ab  a  ist  Doc 
das  Umgekehrte  findet  im  Allgemeinen  nicht  statt;  untersucht  ma 
nämlich,  waim  auch  stets  jedem  Ptmkte  der  Kreisääche  ein  uud  dQ 
ein  Punkt  der  LemniscateuflUche  entspricht  oder  nach  Früheren 
wann  £  als  Function  von  r'  aufget'asst,  keinen  in  die  Kreisfläche  fil 
lenden  \''erzweigungspunkt  besitzt,  so  folgt  aus 

^  =  )/«•  +  "!, 
dass  der  einzige  Ver/.weigungspuukt  dieser  Function 

ist  und  daher  für  a  >  1  innerhalb,  für  a  <  1  ausserhalb,  für  a»' 
in  die  Peripherie  jener  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt  I« 
«chriebeuen  Kreisfläche  fällt;  es  wird  somit  für  die  den  beiden  letata 
Grössen  Verhältnissen    des  a  entsprechenden   LemjÜBCaten,    d.  h.  ^ 

Fig.  4a. 


4 


kauntlich  für  die  aus  gesonderten  Theüen  bestehende  oder  mit  ein^ 

Doppelpunkt  versehene  Lemniscate,  die  durch  die  (jleicbung  (b)  do 

nirte  Function  /  die  Abbildung  eines  der  beiden  Theile   dereelb* 

auf  jene  Kreisfläche  liefern  *),  und  es  bleibt  somit  nur  noch  für  o 

aus  einem  einfachen  Flächenstil* 

^^-  **■  bestehende  Lemniscate,  für  welo» 

,  """^^"^        ^'        ^,  ß>  1    ist,    die    Bestimmung  J' 

h — «► ]—     Function  übrig,  welche  die  von  ilö 

^ ____^^        /         selben  begränzte  Fläche  auf  ein»' 

~^  mit  dem   Radius    1   um  den  Nu' 

punkt  beschriebeneu  Kreis  abbildet.     Dass  dies  aber  die  Function 

')  Filr  den  Fall,  daas  ilur  Venweigimgspiiakt  auf  der  Peripherie  di»  »^ 
gebildeteu  Kreiaee  liegt,  leuchtet  die  Behauptung  aui  der  Zuiammeiutelhiaf  iM 


ilytütJie  Ansdnlcke  und  aUgenieine  Eigen Bchaften  der  Fimctioneii  etc.    Jj9 


/« 


wird  leicht  zu  zeigen  sein;   deiin   aetzt  man  mit  Beriicksich- 
der  Gleichung  (a)  für  den  Hand  der  Lomniacate 

B^  —  1=0;  (cos  tp  -{-i  sin  g?) , 


wird 

moij  r-  =  {((  cos  if  +  0'  +  "'"'  ^in'  f  = 

mod  z  =  ^a^+1^2 
b,  and  geoaa  denselben  Wertli  wird 


a'+\-i-2c 


nehmen,  so  daas  aus  (c) 


ip)'+  Bia'gi  =y  a'-\-  l  +2 


luüd  e 


-  1 


,  il.  h.  der  LemniscatenraiKl   wird  in   der  Kreisperipheric  abge- 

Es   bleibt  somit  nur  noch  zu   imterBuchen,   wohin   die 

»eiweiguugsp  unkte  von  z  ak  Function  von  z'  und  von  i'  als  Func- 

ion  von  z  autgefasst  fallen.     Nun  liegt  aber  der  Verzweiguugspunkt 

offsiibar  in  demjenigen  ^-Punkte,  welcher 

«  +  ^  («'  -  1)  =  0 
Dacht,  also  in 

>  V  weil  a  >  1,  in  der  Ordinatenachse  und ,  wie  mau  sich  leicht 
Bberwagt,  ausserhalb  der  Lemuiscate,  da  der  Schnittpunkt  derselben 
Oit  der  Ordinateuachse  die  Entfernung 

>  Aufaugspunkte  der  Coordinaten  hat.  Umgekehrt  ist  aber  auch 
'  »U  Kuuction  von  /  aufgefasst  innerhalb  des  Bereiches  jenes  Kreises 
41«  eindeutige  Function  dieser  Variabel»;  denn  da  sich  aus  (c) 

"PP'!!,  so  folgt,  dass  der  Verzwoigungspunkt  dieser  Function  durch 

t  wird  tind  somit  ausserhalb  der  Kreistiüche  liegt;  die  durch 
l*)  deHnirte  Äbbildungsfunction  liefert  daher  die  um  den  Nullpunkt 
^t  •lern  Itadius  1   beschriebene  Kreistläcbe   aU  Abbild  der  Lenrnis- 

Wcnfläche. 

li  boiMcliliaTtfii  Iitiimiuc^ute  nuJ  des  iiiiüinUkli  bcuachburUn  Kreises  vou 
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Sei  nun  ein  von  melireren  einfach  geschlossenen,  m  t 
Blatte  der  RieiuaDu'ecIitü  Flüche  verlaufenden  Curven  c,  c,,  e.j, 
vollständig  begränzter  Raum   gegeben,  und  die  betrachtete -Fui 


Kg.  46. 


bildet*),  während  die  Curven  c. 


f\x)  in  dem  von  c  begrenzte 
reiche  eindeutig,  im  Innern  u: 
dem  Ilande  des  betrachteten 
fach  zusammenhängenden  R. 
stetig,  sei  ferner  tf  (^)  eine 
tion  von  £,  welche  die  von  de 
fach  geschlossenen  Curve 
gränzte  Fläche  auf  eine  an 
Anfangspunkt  mit  dem  Rad 
gezogene  Kreisääche  ähnlicl 
Cj ,  ...  Ct  der  Beschränkung  i 


worfen  vserden,  dass  ihre  durch  die  Function  tl){z)  bestimmten^ 
düngen  ebenfalls  Kreise  werden,  deren  Mittelpunkte  vrir  mi 
Oj,  . . .  Ok  bezeichnen  wollen,  so  wird  die  oben  gefundene  Formel  < 

(9). 


fC)  _  J      /'       f{J) 


tibergehen,  worin  die  Integrale  in  der  Richtung  der  Pfeile 


Fig.  -1«. 


Figur  zu  nehmen  sind,  und  es 4 
mittelbar  einzusehen,  dass  fOr  d&i 
dem  Umfange  der  t'-Curve  genon 
Integral 

mod  t'  (ß)  <  mod  V  (')  i 
sein  und  für  die  folgenden  Inte 
bar  die  Ungleichheit 

mod  [(t-  {e)  —  a]>  mod  [p  (i)| 
bestehe u  wird. 

.Setzt  mau   zur  Entwickeliu 
steu  Integrales 

■J  IcL  will  hier  uineu  vou  Kiemana  mit  UQIfe  des  aogenanate 
let'Bcbeu  l'n'fieipa  bewiesenen  Satz  mit  der  hier  hinreichenden  Einscblft 
erwlLhnen,  auf  deaaen  Beweis  ich  jedoch  in  diesen  Vorlesungen  nicht  weit« 
gehe,  da  er  im  Laute  der  nachfolgenden  UntersuchuDgen  nicht  benutit 
de«en  Inhalt  aber  das  Ventändniss  des  if'ulgenden  erleichtert.  Derselbe  l 
Eine  beliebigt  durch  eine  tinfadt  geschlossene  Curve  volleländig  begrÖnite  1 
kann  stein  auf  eine  tini  den  Nullpankt  mit  dem  Badiv»  1  beschriebene  SJrii 
in  den  kleinsten  Theilen  älmlich  abgebildet  iverden  und  aear  nur  auf  « 
■o,  dats  dem  MUtetjntnkt  ein  beliebig  gegelientr  innerer  l'unkt  und  i 
Punkte  der  Periplterie  ein  btli^g  gegebcnm-  Hegrämung»i>u»kt  jaurM 
FIöcIk  enttpricid. 


Anäl^tieclir  AuBJriiclie  und  tilltfci 


)  KifuiiadiaflPii  der  rimdionpii  elc.   lOl-l 


v  («)  L '  ^  V  (0  ^  ^'c  [()■'  ^      +  Vv  tty  +  '  'J  ' 

1  (",  den  Rest  der  EDtwickeluug  bedeoteu  soll,  so  ergiebt  sicli,  da 

1  _|_  «f-'  _i_  CipWV  I        _L_  /'*!f)V_  WiO'^ 

t,  nach  einfacher  Umformung  von  (10): 

<  dasE  durch  Eiusetzen  dieses  Ausdruckes  in  (10)  die  für  jedes  po- 
littt  gauzzahlige  n  ideutiache  Gleichung 

'■     ftl)  — *(b;        ifri()^i(.((>"r  ■  •     "'",,,(()-+'f"  .(.(>) -wir) 
>d  liienios  darcli  Multiplication  mit 

f(i),ii 

id  lutegratiou  längs  der  Curve  e 

Igt-     Dil  aber  die  Kuoction 

/•(t) 

t   (0   -   V   (:«) 

it*r  dem  letzterü  Tntegralzeiclieu  ffir  die  Punkte  der  c-Curve  nicht 
»tetig  wird,  da  ferner  der  Modul  der  Grösse  i/' (s)  für  diese  Int*-- 
'tion  kleiner  als  der  Modul  von  ^{t)  ist,  su  wird,  weil 

W  Kty 

it  unendlich  wachsendem  h  sich  der  Null  nähert,  fiir  sehr  grosse  n 
"  ^iazü  letzte  Integral,  welches  als  Rest  der  obigen  Integralreihe 
13)  anfenfaBsen  ist,  verschwinden,  und  wir  erhalten  somit  die  nach 
■oo  steigenden  positiven  Potenzen  von  0(2)  fortschreitende  Reihen- 
iWickliing 

Vflnlen  wir  loniit  dieten  Riemann'ecfaen  Satz  tu  Grunde  legen,  ho  wäre 
CiOTe  e  gar  keisei  Bediuguug  uuterwoTfeu,  da  zu  einer  jeden  solchen  eine 
ittiou  V ';)  TOD  der  oben  aogegebenea  Eigenschaft  eiietirt;  sehen  wir  jedoch 

""  dienern  Satze  ab,  Mi  ujGsste  e  nur  zu  den  unendlicli  vielen  Curven   gehöre 

■'  «etcbe  der  von  ihnen  eingeBchlosaetie  Raum  auf  e 


"i  Will»  J  beschriobeDe  Kreisfläche  abgebildet  werden  kann. 


1  den  Nullpunkt  mit 
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«C)  (C)  (c)  IC) 


+ 


•  •  •  • 


bei  welcher  zu  bemerken  ist,  dass  die  Int^rale  der  rechten  Seite 
überhaupt  nur  über  einfach  geschlossene  Curven  ausgedehnt  zu  werden 
brauchen,  welche  mit  der  c-Curve  einen  Raum  einschliessen,  der  weder 
einen  ünstetigkeitspunkt  von  f  {z)  noch  den  Nullpunkt  von  ^  {g)  ent- 
hält, indem  dann  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  in  dem  so 
entstehenden  Ringe  eindeutig  und  stetig  ist,  und  wir  es  somit  mit 
gleich  werthigen  Integralen  zu  tbun  haben. 

Was  nun  ferner  z.  B.  das  erste  der  über  c^,  Cj,  ...  genom- 
menen Integrale  der  obigen  Gleichung  betrifft,  so  ist,  wenn  der  dem 
Mittelpunkte  a,  des  abgebildeten  Sjreises  entsprechende  Flachen- 
punkt*) mit  CT]  bezeichnet  und 

a^  =  W  («,) 
gesetzt  wird. 


1 


^{t)  —  ip  (Z)        [^  (0  -  tf>  (a,)]  -  [^  {g)  -  i,  (a,)J 

1  1 


ilf  {z)  — 'tf)  {a^)      ^         ^  (t)  —  ^  (g^)  > 

und  es  wird  vermöge  der  oben  gefundenen  Ungleichheit 

mod  [tl;  (t)  —  ip  («,)]  <  mod  [^(5)  —  ^  («,)] 
und  genau  nach  den  eben  gemachten  Schlüssen: 

/*       f(t)  1  /* 

(M)      '       '     J  ^{t)^ilf  [z)  ^^=  —  ^(^)_^(aj)  //*(0  d^ 


*)  In  Betreff  der  den  Curven  C|,  Ct,  .  .  .  auferlegten  Beschränkung,  yer- 
möge  der  Function  tp{z)  Kreise  zum  Abbild  zu  haben,  mag  bemerkt  werden, 
datf  fich  zwischen  den  Gleichungen  der  Cf,  c,,  ...  -Curven  und  der  der  c-Corfe 
unmittelbar  die  folgende  Beziehung  herleiten  lägst.  Es  ist  nämlich  für  die  Punkte 
der  letzteren  Curve 

mod  ip(z)  =  r 
und  daher,  wenn 

'ip(z)^fi(x,y)  +  ift(x,y) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  dieser  Curve 

Andererseits  wird  aber,  wenn  z  wieder  die  Variable  der  C|- Curve,  und  p|  den 
liadins  des  abgebildeten  Kreises  bedeutet, 


AnalirUscbä  AuedrClcbc  »Dd  allgeuiciDö  Eigennclialten  der  Functionen  etc.  lO^ 

Bein,  nnd  ähnliche  Eatwlckelungeii  liefern  die  fibrigeu  Integrale,  so 
dass  sicJi  aoinit  die  für  alle  Punkte  t  des  von  den  einfach  geschlossenen, 
im  Uehrigen  den  obigen  Bedingim^en  unterworfenen  Curven  c,  c,, 
e-i,  ..■  r,  voUsländig  bekränzten,  mehrfach  eusanimmhängenden  Rau- 
gi'diige  Entwickelung  der  in  dem  c-Sereichc  eindeutigen,  in  dem 
wttArfach  zusammenhängenden  Baume  stetigen  Function  f{z)  ergiebi: 

«9  K  K 

+  rii  [^.-^s/aO [«■  (0  -*(..,)] c"  +  ■•  • 

+ '■"'• 

+  .4;  [»wt';'!...)'/»"  t»  «■'  -  ♦  '"■"  '"  +  ■•• 

Nimmt  mau  an,  dass  die  AbbildungBfuuction  auch  aor  der  Curve 
c  selbst  keinen  Verzweigaugspuukt  besitzt,  also  ihre  Ableitung  auf 
Bll«n  Punkten  des  Randes  stetig  ist,  so  ist  es  erlaubt,  in  (9)  und  (15) 
itatt  der  Fuiiction  f{z)  die  Function 

/■«*•(--) 

jtQ  setzen,  und  mau  erhält  in  diesem  Falle  die  FunctJuu  f{z)  in  Form 
Ton  Integralen  und  unendlichen  Reihen  dargestellt  von  folgender 
Bestalt: 

^  =  _L  /'-M*Ü1L  di-  L-  r  W»'"'  di 


I 


IS). 


/■(•-) 


J-  /VI»''"  ,1t 

■1  — -i-  l'f'fly'i'l, 11 -t-tl-'J  l'fl''"'"!  ,114.. 


1  der  Punkt  B|  durch  die  Cour- 


1,  und  somit  die  Qleivhnng  der  CfCurve,  u 
Aten  £,,  tii  rep^aentirt  wird, 

[fyix.y]  -  fM.  n,\+\Mx.m  -  /.(£,  iJJ'-p' 

l;   bietauD  ift  die  Besiehung  zwisuheu   den  üleicbungi-ii   iler  Carvfin  c  uud  c 
uittdbRr  oruchtlicb. 
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+ • 

Dass  übrigens  die  ßeihenentwickelung  unabhängig  von  dem  Radius 
r  des  abgebildeten  Kreises  ist^  geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dass^ 
wenn  ^'  =  ^  {z)  eine  geschlossene  Fläche  auf  einen  um  den  Null- 
punkt  mit   dem    Radius  r  gezogenen    Kreis   abbildet^    die  FnnctioiB. 

9 

z"  z=z  ^- ij)  (js)  die  Abbildung  derselben  Fläche  auf  einen  ebensolchen. 

Kreis  mit  dem  Radius  r  leistet,  und  wie  aus  der  obigen  Entwicke- 
lung  folgt,  die  constanten  Factoren  der  i^-Function  sich  herausheben. 
Dass  eine  Function  f{z)  nur  auf  eiwe  Weise  nach  Potenzen  der 
Abbildungsfunction  in  eine  Reihe  von  der  Form  (15)  entwickelbar 
ist,  soll  dadurch  gezeigt  werden,  dass,  wenn  zwei  derartige  Reihen 
auch  nur  für  die  Peripheriepunkte  von  x  -{-  \  in  jenem  begränzten 
Räume  befindlichen  geschlossenen  Curven 

von  denen  Zj,  l^y  ...  {«  die  Punkte  cfj,  a^?  •  •  •  ^*  einzeln,  l  eben 
diese  Punkte  sämmtlich  und  zu  gleicher  Zeit  den  dem  Mittelpunkte 
des  begränzenden  Ejreises  entsprechenden  Punkt  umschliessen,  den- 
selben Werth  annehmen,  die  innerhalb  des  betrachteten  Raumes  gül- 
tigen Entwickelungen  identisch  sein  müssen.  Denn  setzt  man  die 
beiden  Entwickelungen  für  die  Punkte  dieser  x  +  1  Curven  einander 
gleich,  so  dass  sich 

(18)  .  .  ao^'(^)  +  «1  *' W  ^  W  -I h  ön  tl,'{z)  t  (zy  +  r,  ^'(r) 

I    ^(1)  "^'W I      (1)  ^'(-g) 

■T"      1       '^{z)-'ip  (a,)    "T"  "2     [tp  (^r)  -  ^  (a,)p 

+ 

I     -^1        «f.  (r.\  —  ,1,  l„.\        I     -^i 


if  («)  —  i/>  (a,)      '        2     [^  («)  _  ^  (a,)ji 

+ 

ergiebt,  worin 

r     /^^  R      R^^^ 


I  ATmiTtucho  AuBJriicki' 


nd  aligeD 


!  Eigene i;liafteii  der  Functionan  eU'.   lOft 


&e  üMch  dem  Frühereu  fGr  miuiidlicli  gruase  n  sich  der  Null  nähern- 
den Reste  der  einzelnen  Keilten  bedeulenj  so  werden,  wenn  die  Glei- 
chung mit 

♦{«)-' 

snltiplicirt,  und  Über  den  Umfang  der  einfach  geschlosBeneu  Oiirve 
I  iotfgrirt  wini  —  was  wegt^ii  der  Gleichheit  der  Werthe  der  beiden 
SeiteD  von  (18)  für  alle  Punkte  der  Curve  l  erlaubt  ist  —  von  den 
Bntintegralen  abgeseheii  jedenfalls  nur  Grössen  von  der  Form 


/*■' 


(s)  ij- (s)'"  </3     und 


lietracbten  sein.  Was  nun  das  erste  dieser  beiden  Integrale  be- 
tefft,  iti  welchem  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  vorstellt, 
«  wird  jedt'ufalls  die  Function  unter  dem  Integralzeichen,  wenn 
Iberhftupt,  dann  nur  für  denjenigen  Werth  von  x,  welcher 

*(.-)-o 

Oaclit,  d.  b.  für  deu  dem  Mittelpunkt  des  abgebildeten  Kreises  eut- 
krachenden  Punkt  unendlich,   und  da  sie  sonst  eindeutig  und  stetig 
»t,  m  wird  man  statt  ttber  l  auch  über  <:  integrireu  können,   welche 
Cmtyc  luni  Abbild  deu  Kreis  mit  dem  Radius  r  haben  sollte.*) 
Setzt  man  daher: 

i'  (z)  =  r  (cos  (p  -\-  i  sin  ip) 
und  alao 

ili'{s)  ds  =3  ri  (cos  tp  -\-  »sin  9)  dtp, 

4»  r  für  die  Integration  auf  der  Curve  c  constant  bleibt,  so  wird, 
uultin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet 
P  oingcich Jossen  und  —  1  ausgeschlossen) 

J**W*-(z)-''2= '■'""*"' /[C08(H*-|-  1)7^-1-  (8in{?(i  +  l)ip](7y  =  n, 

«  i 

»ttTwid  fOr  1»  —  —  1 

Wi  BO  dasB  die  erste  Uorizontalreiho  der  linken  Seite  der  Gleichung 
tW),  -U  rieh 


fr,tlf'(e)^(s)-'>!;: 


'  vontusgrccti'.t ,  iJase  «fi(;j  aiir  der  Urän^eurve  c  keiavn   VcrzweigiingB- 
-^'^  Wut.  iu  wflcheni  Falle  man  der  Linie  e  diejenige  unendlich  bonach- 
Cnns  Bubstitiiiren  hOniite,  deren  Abbild  der  dem  OrKnikreiae  dei  Bilde» 
'"^li  beoaciiljurte  Krei«  i«t. 
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filr  uueudlich  wacLseude  n  wegen  des  verscbwiudenden  1 
Null  nähert,  iu 

2  niai,^  i 
übergeht.     Für  das   zweite  der  obeu   bezeichneten    Integrale,   i 
Werthe  zu  untersuchen   waren,   darf  man,   weil   die  Function  unt« 
demselben  nur  für  diejenigen  z,  welche 

1(1  (5)  =  0  und  t  (2)  =  *L'  («) 
machen,  unendlich  wird,  und  die  Curve  l  der  Voraussetzung  um 
diese  Punkte  umschlieset,  ebenfalls  als  In tegrations curve  die  begi^ 
zende  Curve  c  substituireu  und  findet  mit  IlOlfe  der  schon  oben  ftj 
gestellten  Betrachtungen  Ober  die  Integration  einer  nach  Potenu 
von  V  {E)  fortschreitenden  Reihe  und  mit  Berücksichtigung  der  l~ 
gletchheit 

niod  V(,«)  <  nioJ  ^Wi 
deren  beide  Seiteu  die  Gutfemung  des  Mittelpunktes  des  abg^ 
Kreises  von  einem  Punkte   resp.  seiner  Flächt-   und  seiner  Pffll 
bedeuten,  die  folgende  Entwicklui 

ip'W«  _ 


Die  oben  eingeführte  Substitution 

^  (e)  =  r  (cos  (p  +  I  ain  (p) 
zeigt  nun  wieder  unmittelbar,   dass  alle  in  dem  vorstehende 
drucke   enthaltenen   Einzelintegrale   deu  Werth  Null   haben, 
ferner  die  aus  den  Restausdrücken  resultirendeu  Integrale  »erscif' 
den,  ausserdem  dieselben  Schlüsse  für  die  recht«  Seite  der  Gleid»'' 
(18)  statt  haben,  so  folgt  unmittelbar  ^^ 

Multiplicirt  mau  ferner  die  Gleichung  (18)  mit  ^H 

[♦(,)-«.(»,)]' 

und  nimmt  wiederum  über  beide  Seiten  der  Gleichung  das  Int^ 
längs  der  Curve  /,,  so  wird  man,  da  die  Functionen  der  zwei^ 
Horizoutslreihe  unter  den  Integralen  nur  für  s  ^  a,  unstetig  werd* 
statt  der  Curve  /,  die  Integrationscurve  i\  substituiren  dürfen,  def 
Abbild  der  Voraussetzung  nach  ein  um  o,  mit  dem  Radius  gt.l 
schriebener  Kreis  ist  und  erhält  somit,  wenn 

V  (z)  -  t  («,)  =  p,  (cos  <p  +  i  sin  y) 
gesetzt  wird,  durch  genaue  Wiederholung  der  oben  gemachten  Sfll 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Functionen  der  andern  Horizonts 
reihen  innerhalb  der  Integrationscurve  c,  gar  nicht  unstetig  WHÄ?,' 


orizonu 
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■d  übnliche  Itesultate  flir  die  andern  HDrizontalreihcii ,  su  dass  diu 
ntität  der  beiden  Entwicklungen  und  somit  die  Eindeutigkeit  der 
ntnicklang  von  « 

VI») 
wh  positiven  ganzen  Potenzen  von 


ifi  (z)     und 


^eseu  ist. 

Ans  der  oben  gegebenen  Entwickelung  einer  f  uuctiou  f(z)  von 
or  angegebener  Eigenschaft  innerhalb  eines  mehrfach  zusainmen- 
la^enden  Raumes,  der  nur  der  Bedingung  unterlag,  daSB  die  einfach 
chlossenen  Cur^en  c,,  c^,  .  .  .  c^  vermöge  derjenigen  Function 
t(i),  welche  als  Abbild  des  von  der  Curve  c  Ijegränzten  Baumes 
isett  um  den  Anfangspunkt  gelegten  Kreis  lieferte,  sich  ebenfalls 
■li  Kreise  abbildeten,  ist  es  leicht,  die  Entwickelung  einer  innerhalb 
>  von  einer  einfach  geschlossenen  Curve  c  begräni^teu  Raumes  ein- 
imtigen  Function  /"(r)  herzuleiten,  die  nur  in  den  Punkten  «,, 
. .  ß,  unstetig  werden  soll.  Denn  da  man  offenbar  stets  jeden 
foaer  Punkte  durch  eine  derartige  unendlich  kleine  Curve  ausschliessen 
Wn*),  dass  die  durch  die  Abbildung  der  begrenzenden  Curve  c 
Kstimmte  Function. V'(£)  auch  diese  iu  einem  unendlich  kleinen 
Kreise  abbildet,  so  wird  man  in  der  obigen  Betrachtung  nur  die 
Punkte  «,,«,,,..  a,,  welche  die  Bilder  der  Mittelpunkte  der  einzel- 
nen Kreise  waren,  die  Unstetigkeitsp  unkte  bedeuten  zu  lassen  brauchen 
VüA  Rornit  als  Entwickelung  von  /'(s),  welche  in  dem  ganzen  von 
der  einfach  geschlossenen  Curvo  c  begränzten  Räume  gültig  ist,  die 
folgende  erhalten: 

(19) . . ,  /Y.)  =.  ^'  m'  dl  +  ^^  /'-f,^;.  <i(  + 

'g>l.i^)/fWJ'+dr.-,,,,;:';',.,,j.JAO[»('>-»(»i)]'''+-- 


^/«'''''  +  ,iv,«?:|br./'''«*i''-«"''5'''  +  - 


']  b  Üt  dies  stetB  njöglicli,  weil  man  am,  wenn  i/i  (z)  —  *'  und  s  —  %</) 

^Ttil^  M  «ineo  unendlicb  kleinen  Greü  um  den  Bildpunkt  von  a  beacbrei' 

'.  J;iB  xugeliärige  Continuum  der  j-Wertbe  «Is  jene  den  a-Piiukt 

nde  uuendlich  kleine  Curve  zu  betrachten  braacLt,  und  man  kann 

t'kemerkeii,  dau,  während  die  c-Ciirre  der  Gleichung 


ins  Sipliente  VorleBiiog. 

worin  jetzt  die  über  («,),  (a^),  -  •  (a,)  geuomaieuen  Integrale  Wrät 
lieh  kleine  Cur ven integrale   bedeuten,   die  auch  durch  Integfftle  ßbei 
tinendlich  kleine  Kreiae  ersetzt  werden  können.    Die  Eindeutigkeit  der 
Entwickelung  fulgt  aus  der  oben   durchgeführten  Untersnchung  un- 
mittelbar. 

Wenn   die  Function  f{z)   innerhalb  des  von   der  Curve  c  abg«- 
gränzten  Raumes  keine  Unstetigkeitepuukte  besitzt,  ho  wird         ^^H 

welche  Reihe  nach  dem  Obigen  für  alle  Punkte  des  von  der  Ca«"*' 
c  begränzten  Raumes  couvergent  ist,  und  in  der  die  geachlossei».^^ 
Integrale,  welche  (üe  Coefficienten  daratelieii,  auf  unendlich  klei^^ 
Curven  beschränkt  werden  können,  welche  nur  noch  den  Puc»'' 
(/f{^}  =  0  oder  denjenigen  Punkt  der  gegebenen  Fläche  umtjchlies^-^ 
niüsaeu,  welcher  dem  Mittelpunkt  des  abgebildeten  Kreises  entspricÄ-* 
So  würde  z.  B.  die  für  eine  der  Hälften  einer  aus  zwei  getrennft 
Theilen  bestehenden  Lemniscate  convergente  ReihenentwickeliK 
einer  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutigen  und  stetigea  Fua<d 
M>  da 

ist,  folgen dermassen  lauten: 


n^)- 


JJB "''  +  '~rf^^  ^'^^  +  -7V- /A 


at-\-i 


und  ähnlich  liessc  sich  mit  Hülfe  der  frühur  hergeleiteten  Ausdi 
die  Reiheneutwickelung  der  Function  f{g)  innerhalb  einer  aus  t 
einfachen  FlächenstUck  bestehenden  Lemniscate  aufstellen, 

Betrachten  wir  nunmehr  als  speciellen  Fall  der  oben  aufgeat^  '^ 
ten  allgemeinen  analytischen  Ausdrücke  die  Entwicklung  einer  inn^^** 
halb  eines  Kreisringes,  der  von  zwei  um  einen  beliebigen  fest^^^ 
Punkt  a  mit  den  Radien  r  und  p  gezogeneu  concentrischeu  &«b<^^ 
begränzt  ist,  eindeutigen  und  stetigen  Function  f(z),  so  werden  .4 
beiden  Kreisflächen  durch  die  Function 

ii>{z)  ^z  -a 
sieh   ebenfalls   in   concen  tri  sehen,    um    den   Nullpunkt  beschriel 
Kreisfläcbea   abbilden,   und  daher  die  Entwickelung  (15)  in  dl 
Falle  anwendbar  sein  und  die  Form  annehmen 


mod  s'  =  uiod  t(i  («)  •-  r 
gcoflgt,  die  gesuchte  unendlich  kleine  Curve,    welcbe  n,  uniiit- 
durcb  rtie  Gleiohuog 

inod  [V>I')  —  W(»il|  =  9 
eriuütw  wird,  worin  8  eioa  unendlieh  klnne  Gröwe  bedeiitek 


1 


i 


ÄiiBdrflcke  und  nilgemeinc  Kigi-nscbafteu  ilfr  Funct.ioiLOii  i'tc,  lOÜ 
+  ^i  iLj'fii)'^'  +  ^l-  ^^,j'm  (t  - a)dt  +  ....; 

1*1  U!\ 

em  k"  »omit  die  I'andion  f(z)  innerhalb  jenes  Kreisringes  mich  ganzen 
steigenden  posiÜven  und  negativat  l'otcnzen  von  z  —  a  cidwkkeUiar. 
Ebenso  ergiebt  sich  aiia  dem  Vorhergehenden  leicht,  dass  i " 
inBcrfaalb  einer  Flüche,  welche  von  eiiiem  um  den  Punkt  a  m!t  dem 
KadiuB  r  bBSchriebenen  Kreise  begrünet  wird,  eindeutige  Function, 
die  nur  in  den  Punkten  «,,  «j,  . . .  a,  unstetig  wird,  (fir  diesen 
gviwnimten  Bereich,  welcher  durch  die  Function 

*w-'-7° 

aof  eine  um  den  Nullpunkt  mit  dem   Radius  1  gezogene  KreisttÜihe 
abgebildet  wird,  nach  Gleichung  (19)  in  der  Form  darstellbar  ist 


+ 


KQr  d«n  Fall,  ilaaa  die  Function  in  jeuer  ganzen  KreisdUchc  ein- 
stig und  stetig  ibt,  erhält  mau  die  Taytorsche  Reihe 

(■I  U4  IdJ 

■Uli  fUr  a  =  0  die  Mailaurtnsche  Reihe 

(ö) . ,(.,  _  ^J'f,ii  +  r,j  w>  ,u  +  ^ftf\„  +  ... 

(ul  (W  (U| 

■>uer  lajt  Benutzung  des  früher  gefundenen  Ausdruckes 
uie  beiden  bekunuten  Formen 

i^) m-M  +  '-i"/'!») +'^V"(«)+ •■•, 

*i rt»)  -  «0)  + ;  /'(o) + if/'w  +  •  ■  ■  ■ 

I)a  die  Eutwickclungen  (21)  und  (22)  von  dem  Itudius  des  nm 
^  Nullpunkt  bfschri ebenen,  abgobildeteu  Kreises  imabbängig  sind, 
"^  *ird  mim  die  Uilltigkeit  dieser  Entwickelungen  tu  concentrischeu 
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um  a  resp.  den  Nallpunkt  beschriebenen  Kreisen  so  weit  aasdehnen 
können,  als  nicht  Vevzweigimgs-  oder  Uustetigkeits punkte  in  die  so 
enstt'benden  llüume  eintr^iten,  und  es  ist  süiuit  der  um  a  resp.  den 
Nullpunkt  beschriebene  Kreis,  dessen  Kadiua  die  Entfernung  diese» 
Poükte  von  dem  nächsten  Verzweigunga-  oder  Uu Stetigkeit« punkte  ist, 
der  Bereich  der  Reihen  (21)  und  (2<?),  innerhalb  dessen  dieselben  in 
allen  Punkten  die  Function  /'(«)  darstellen;  wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Eine  FuncUon  von  s  lässl  steh  nach  der  Taylorschen  Reute  nach 
steigenden  posüiven  gamen  Foteneen  von  z  —  a,  worin  a  weder  an  Ke»-- 
Bweigungs-  noch  UnstctigkeitspunM  der  Function  ist,  nach  der  Maclt*u- 
rinschen  Rnhe  nach  steigcndttt  positiven  ganzen  Potenzen  von  e,  ip«r»»« 
der  Nuüptmkt  kein  solcher  Punkt  ist,  entwickeln  innerhalb  eines  S€- 
reidtes,  der  durch  einen  um  a  resp.  den  NuüpunJct  beschriebenen  Krcii 
bezeichnet  ist,  dessen  Sadiiis  der  Erüfemung  der  resp.  MittdpunJdi 
von  dem  nächsten   Veretcei/jungs-  oder  ünstetigkeiispunkte  gleich  isf. 

Nachdem  wir  für  Pimctionen  innerhalb  der  Bereiche,  in  de»^" 
sie  eindeutig  sind,  analytische  Darstellungen  in  Form  von  geschlossen^ 
Integralen  und  unendlichen  Reihen  erhalten  habeUj  ist  auch  die 
Möglichkeit  gegeben,  die  ailgemeinen  Eigenschaften  derselben  in  d^ai 
Punkten  dieser  Bereiche  zu  untersuchen. 

Sei  die  Riemann'sche  Fläche  einer  Function  /'(^)  entweder  ei-»' 
blättrig  oder  bestehe  dieselbe  aus  einzelnen  Kugeln,  die  den  Eigf«*-»- 
schafteu  der  vorgelegten  Function  zufolge  keine  gemeinsamen  PuraJ*^"** 
haben  mögen,  so  wird  für  jede  geschlossene  (Jurve  f,  innerhalb  der^^" 
küiii  Punkt  sich  befindet,  in  welchem  die  Function  f{e)  unendlich  i^^ 
nach  (jleicbuug  (4)  dieser  Vorlesung 


/(«)- 


IJI^- 


sein,  auch  wenn,  wie  aus  einer  in  der  letzten  Vorlesung  geniach.'C: 
Anmerkung  hervorgeht,  innerhalb  des  von  c  begiänzteu  RauD 
Punkte  sich  befinden,  in  denen  die  F'unction  durch  endliche  Stet^^*^'^' 
keitasprüuge*)  vieldeutig  ist,  wenn  nur  diese  Punkte  keine  coutintA^^*f' 
liehe  Linie  bilden,  was  im  Folgenden  für  die  Functionen,  die  ^^^^"^ 
betrachten,  nicht  stattfiuden  soll. 

Um  nun  die  Frage  nach  der  Existenz  von  Punkten  zu  orledig"^^*"' 
in  denen  eine  eindeutige  Function  unendlich  wird,  wollen  wir  «:^t— "' 
nehmen,  die  Function  /'(2)  würde  für  keinen  Punkt  der  unendlicfcs  ■^*'' 
Kugel  unendlich  gross;  dann  würde,  wenn  wir  fürs  erste  den  H*-^*^ 
ausschlieasen ,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  durch  eudli«:^^ -''^ 
Stetigkeitssprüuge   ein  Vieldeutigkeitspunkt  wird,   die  Curve  c  da*"^*" 

*)  Dms  aokhe  Puukta  Lei  eindeutigen  Functionen  überhaupt  nicht  vorko-*^' 
meo  kitnneii,  ohne  dasE  iu  ihnen  die  Function  zugleich  uncadÜcli  gtV»B  ist,  vT*-^ 
■ich  nachher  nnmittelhar  «rgelwn. 
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I  mit  mtendlicli  grossem  Radius  um  <]eu  Nullpunkt  beachnebeuen 
Inwtzt  werden  können,  und  weuii  sodaun  das  Integral  iu  die  Form 

tcht  und  bcrflcksichtigt  wird,  dass  für  unendlich  grosse  / 

-!-,  =  i  +  HS  +  ---- 

r  Einheit  uübert,  so  wird 


m-^J-fä, 


ine  von  z  unabhängige  endliche  Coustante,  iudem  die  Function 
1  Integral  in  Folge  der  gemachten  Vorausaetzimg  nur  ftlr  t^O 
alich  wird  und  die  Integrationacurve  auf  eine  beliebige,  im  End- 
■11  gelegene,  nur  den  Punkt  /=0  u ms ch liessende  Curve  reducirt 
len  kauu;  dieser  Widerspruch  wird  zu  dem  Satze  führen,  dass 
für  einzelne  Punkte  der  Ebene  unendUch  sein  musa,  wenn  noch 
Fall  berücksichtigt  sein  wird,  dass  der  Punkt  5^:v)  ein  viel- 
;iger  Punkt  der  oben  bezeichneten  Art  der  Function  f{z)  sein 
D.  Setzt  man  desahalb,  wenn  k  einen  Punkt  vorstellt,  der  kein 
dcutigkeitspunkt  von  /'(r)  ist, 

s~k= '  , 

V 

«ird  die   Function  f{^]    in   eine   andere  eindeutige  Function  q>lji) 

■gehen,  für  welche,  weil  dem  y :=  oo  der  Werth  e  =k  entspricht, 
unendlich    entfernte  Punkt   kein   Vieldeutigkeitspunkt    ist,    und 

;r  tpijf]  also  auch  /"(«}  in  einzelnen  Punkten  unendlich  werden. 
Somit  ist  gezeigt,  dass  jede  in  der  ganzen  Kugel  eindeutige  Func- 
ßr  ijewissc    WerOte  der    Variahein  unendUeh  wird,  und   daraus 

t  wieder  unmittelbar,  wenn   man  beachtet,   dass,  wenn  /\e]  eine 

leatige  Function  iut,  auch 

iad,  dass  jede  eindcttUge  Fundion  auch  den  Werih  Kuli  und  deti  he- 
gen endUehen  Werth  Ä,  also  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  muss. 

Aber  nicht  bloss  Functionen,  die  iu  der  ganzen  Kugel  eindeutig 

(einzelne  Punkte  der  angegebenen  Art  ausgenommen)  müxsen 
igstens  in  einem  Punkte  derselben  unendlich  werden,  sondern 
1  für  jede  n-deutige  Function  muss  dies  der  Fall  sein,  wenn  wir 
•t  einer    n-deutigcn   Function  von  s  eine   solche  verstell^   welche 

ÜeTUcksicbligurig  aller  heiiebigen  gesclilossenen  Wofe  des  s  für 
n    Wex-th   dieser    Variabein  stets  n  rerschiedenc   Werthe  annimmt, 

OfWrfnc  Werthe  des  e   ausgenommcti.     Bezeichnet  man  nämlich 


I 


'•-L    "»^■sräli-    IHs    C    "n  TT 


jwit?rtf^4Pr   -^nilH 


■»-««::_ 


/•     f 


V 


—  «"i  -  _  *',  =  *-    X 
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xjLrifZiLjLi  "r-^riiäL  TT ii*wai.    Zn  ^inr  L*z  ^oznzif  ür  «^  inr 
▼triVriL  "ci*n.    "vsuL    -ii^js:   its:   tf-'^^r:i«t   attihisc  inifzuELm. 

»mm  « 

i>?   ^JixtiLrüi    jüi    .«iLir-ia.  ^:iiL::2t::r   r-«:a.;n:£  :sc    iiist^ 
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Dtiscfae  Ausdruck  c 


;  Eigemchufttn  der  Fuiiclio 


/■.W  =  9.,W  +  i 


.(s) 


nd  sus  der  letzten  dieser  üleichungen  folgt,  daas,  wenn  für  e  jener 
Werth  eingesetzt  wird,  für  den  w,  unendiieli  werden  soll,  entweder 
f,W  unendiieli  wird  {und  dann  wäre  der  Satz  bereits  bewiesen)  oder 
.i(e)  verschwijjdet;  iat  das  letztere  der  Fall,  so  geht  wieder  aus 
B  »orletzten  Gleichung  hervor,  dasa  entweder  t'n-i{e)  unendlich 
a  oder  91.  _ä(ß)  verschwinden  rauss  u.  s.  w.,  so  daas  schliesslich, 
Ider  Voraussetzung,  daas  noch  keiner  der  Coefficieuten  fa{x) 
Uch  geworden,  qs,  (2)  veracbwindeu ,  also,  wie  aus  der  ersten  Glei- 
J  ersichtlich  ist,  f,  [s]  unendlich  werden  müsste,  und  es  wäre 
i  Dacbgani essen,  duss 
r  einen  We/th  des  s,  wcMier  e'men  unen/Uich  grossen  FmicHo- 
1  w  liefert,  mindestens  einer  der  Coe/)feien/W»  tler  jene  vieldeutige 
'ÄMi'on  bestimmenden  Gleichung  unendlich  gross  leerden  muss. 

Cu  daher  die  Punkte  zu  finden,  in  denen  mehrdeutige  Func- 
^Vuii,  die  in  jedem  Punkte  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Wer- 
■ft aonehmen,  unendlich  gross  werden,  braucht  man  nur  die  Werthe 
Rinehen,  für  welche  diejenigen  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen 
"Bcüoüen  von  s  unendlich  werden,  welche  Coefficieuten  der  algebrai- 
«Jieii  (jleichung  sind,  deren  Lösungen  durch  die  »Werthe  der  gege- 
»Weu  M-deutigen  Function  dargestellt  werden;  für  diese  Werthe  und 
'W  fllr  diese  hat  die  mehrdeutige  Function  einen  unendlich  grossen 

Nachdem  die  Existenz  von  Punkten  festgestellt  worden,  fUr 
»«Ichc  eiue  Function,  deren  Riemann'sche  Fläche  aus  einer  end- 
^cn  Anzahl  von  Blättern  besteht,  unendlich  gross  ist,  wird  es  sich 
»nm  handeln,  die  Art  des  Unendlichwerdeus  näher  zu  prüfen  und 
i*  früher  gemachte  Unterscheidung  zwischen  Discontinuitätspunkten 
"tw  nnd  zweiter  Gattung  —  insofern  diese  nicht  ausserdem  Ver- 
**iguDgspunkte  sind,   welchen  Fall   wir  erst  in   der  nüchstcn  Vor- 

;  behandeln  —  durch  die  verschiedene  Entwickeluugsweise  der 
ion  in  der  Nähe  jener  Punkt«  zu  charakterisiren. 

Wenn  wir  die  Umgehung  eines  funlctes  denjenigen  Kaum  nennen, 
iFdordi  eine   um  jenen  Punkt  beschriebene  Kreisfläche  dargestellt 

1,  deren  Radius  bis  zum  nächsten  Verzweigung»-  oder  Unstetig- 
^nnkt«  (DJscontiuuitatspuukte  erster  oder  zweiter  Gattung)  einer 

!tion/'{:s)  reicht,  so  wird,  wie  oben  gefunden  worden,  eine  Func- 
^oa  f[i)  in  der  Umgebung  des  Punktes  a.  der  ein  im  Endlichen 
felegener  Unstetigkeitspuukt,  aber  kein  Verzweigungspunkt  sein  darf, 
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nach  positiven  und  negativen  steigenden  Pütenaen   der  GrösM  t- 
entwickelt  in  der  l'orni  darstellbar  sein 


,i!  ui  ,» 

indem  in  der  obigen,  innerhalb  eines  Loucentrischen  Ringes  gfiltigeo 
Entwickelung  von  f{e)  der  mit  dem  Radius  (>  um  a  beschriebene 
Kreis  nur  durch  den  um  a  gezogenen  unendlich  kleinen  Ereis,  uuj 
die  über  den  Kreis  mit  dem  Radius  r  vollzogene  Integration  durch 
die  über  denselben  unendlich  kleinen  Xreis  genommene  ersetzt  n 
werden  braucht.  Ist  aber  der  Uiiatetigkeitspunkt,  der  jedoch  kein 
Verzweigungspunkt  sein  soll,  der  Punkt  ^  =  oo,  so  setze  man 

und  es  wird  sodann  nach  der  eben  aufgestellteii  Entwickelung  tf^ 
Reibe  filr  ip{u)  in  der  Umgebung  vun  m  ^  Ü  lauten 

■    »('"  -  iv:/":'  ''•' + ihf'l^'''" +■■■■ 


und   daher,  wenn   wieder  e  gabstituirt  wird, 

von  2  =  oo  gUltige  Entwickelung 

l26,.. 


der  Umgebuug 


•'■(•■)  -  iL/-? '"  +  -iL  \Jf'.''i'"  +  »li  '„fm'di  +  j 


^'J 


t'i+i 


"J 


(/(  +  . 


wobei 
nition 

S  =  (X 


m  beachten,  daas  mit  Rückeicht  aui'  die  oben  gegebene  Deß' ' 
der  Umgebung  von  u  =  0  zu  der  Umgebung  des  Punkt«" 
alle  diejenigen  z-Werthe  gehören,  welche  ausserhalb  des  uK** 
den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  liegen,  dessen  Radius  die  Kn^ 
fernung  des  Nullpunktes  von  dem  äusaersten  Verzweigunga-  odff* 
Unstetigkeitspunkte  ist,  und  dase  ausserdem  in  den  Coef fielen t«'^ 
dieser  Reihe  die  Integrale  so  zu  durchlaufen  sind,  dass  man  die  de** 
Punkt  »  ^  OD  enthaltende  Fläche  stets  zur  Linken  hat. 

Indem   wir  nun   mit  Hölfe    dieser  Entwickeluugen  die  Art  de*' 
Diecontiauität    in  r  =^  a    oder   ü  =  od   untersuchen   wollen,    werdei» 
wir  zuerst  nachweisen,   dass  f'{z)  in  e  ^  te  nicht  so  unstetig  werdei« 
kann,  dass 

hm.=„  .{(^  _„)/■{«)!  =0 

ist,  von  welcher  Seite  man  sieh  auch  dem  Punkte  a  nähern  m&gttfr-j 
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t  der  Coefficient  der  ersten  negativen   Potenz  vol  ^  —  n   iu 
t  Form 

■  oiier  jeden  folgenden  Potenz  in  die  Form 

ff{t\ii—a){(  —  a)i—'dt=^l^Aim,=^\{t  —  a)f{t)l.f{t~K)p~'dt*) 

Wirht  werden   kann,  worin  p  ^  l   ist,    und,    wie   leicht   zu  sehen, 
reb  Snbätitation  von 


Integrale 


r  (cos  9)  ■\-  isioqi) 


./;^=2w,  ß,-, 


.),-UU  =  0 


,»0  folgt,  dttSB  sämmtliche  negative  Potenzen  von  z  —  a  aus  der 
lickelung  von  f{z)  lierausrulteii  und  daher  /'(s)  für  £  =  «,  nicht 
idlicfa  würde,  daaa  somit 

Um.^„{(*-«)/WJ=0 

£t  nothweftdige  wnd  hitireichendt:  Bedingung  daßr  ist,  dass  f(z)  im 

*}  Kt  tnsg  hier  mit  einigen  Worteo  die  obige  Umfurmung  Ijegründet  wer- 
,  U  «DBehen  xa  InsBen,  dase  dieselbe  nur  fi'ic  71  >  1  statthaft  iat,     Deno  du 


Wd.  wemi  t  (t]  die  uuendlicb  kleine  Differenz  der  Werthe  von 

f{t)[t-<.) 
■In  Punkten   des   aiieDdli<;li   kleinen   um  a  )>eBchri ebenen   Kreises   and  im 
"B^BiFlbit  Viedeiilct,  dns  obige  Integral  in  die  Summe  der  beiden  Integrals 

''«qwheo.   Nnn  iit  aber 

■«*;'«(l)((_„)>^'d(</"modr(()mod(I— «)''-' niodrf(^f/mod((-o)*'-'modrf(. 

*""  '  denUaiiraalwerth  «du  mod  rft]  unf  der  uneadlich  kleinen  Erei«|)oripberie 
"'"''«t,  der  aell>»t  noch  uuendlicb  klein  üt.    Setat  man  nun 

•  »^ebi  (ich 


(-«^r(co*ip  +  ii 


inodr((()tt  — «/"'rff  ■^tr'^'  /■raod(ii<2»r''«, 

wird  somit,   da  r  tmcndlich   klein  iat,   im  Allgemeioen   nur   fOr  positive 
■von  p,  unter  «eichen  aber  auch  der  Wi-rtb  Null  begriffen  ist.  der  Modul 
I  der  beiden  Integrale  nitd  aoniit  auch  die  Difierenn  von 
jnt){t-tt)''ät  aud  U'[t)it-«,'i-ßt^a)''-yt 

n,  diese  beiden  Integrale  «omit  einander  gleich  sein. 


Sii^beute  Votles 

jPunkte  z  ^a  einen  endlichen   Weiih   hat,  vöraitsgeieitt, 
jener   Grüneausdruci   verschwindet,   von  welcher  Sriii-  mm  sü  \ 
auch   demFunkte  a  =  a  unendUdt  nähert. 
und   daher  dieser  Fiill  bei  der  Untersuch  im  g  der  Punkte,   fTir  weld»  I 
f{z)  Uliendlich  wird,  ausgeschlossen  werdeu  muss.    Zugleich  kann  an*l 
der  eben  gyfuudeneu  Bedingung  für  die  Endlichkeit  einer  Fubcüou  flßm 
in  einem  Puukte  z  =  a,  der  kein  Verzweigungspunkt  ist,  ersehen  »***L 
den,   duss  derselbe  auch  nicht  etwa  ein  Vieldeutigkeitepuukt  d»lur<*fl 
sein  kann,   dass  die  Function  in  diesem  Punkte  endliche  Stetigkol 
Sprünge  macht,    ohne  dass  sie  auch  einen  unendlich  grossen  Wer 
in   diesem  Punkte  annimmt;   denn   da,   wenn  l\z) 
ist,   welchen    endlichen   Werth    es   uuch  haben  mag,   jedenfalls  i 
Bedingung  (27)  erfüllt  ist,  so  wird  die  in  der  Umgebung  Ton  o  g 
tige  Darstellung  von  j\z) 


f{> 


+■ 


I  Form  eines  Integrals 

tV)  ■ 


sein,  TOii  welchem  am  Anfange  dieser  Vorlesung  die  Stetigkeit  ( 
wiesen  war;  ^o  dass  hiermit  gezeigt  ist,  dass, 

ivenn  a  lein   Verzweigungspunkt,  wohl  aher  ein  Vnstctir/lt'ilspuii 

einer  Function  ist,  die  letztere  in   diesem  Fu7iki€  auch  jeäa^d 

unendlicii  gross  werden  muss- 

Wir  können  hieran  die  Bedingung  schliessen,  unter  welcher  fl 
Function  f\z)  im  Punkte  ^  ^  oo,  unter  der  Voraussetzung, 
selbe  kein  Verzweigungspunkt  der  Function  ist,  endlich  oder  i 
Heil  gross  ist.     Setzt  mau  nümlich 

'-i    «')-'>(«). 

SU   wird  auch   u  =  0  kein   Verzweigungspunkt  für  (p  {u)   und   daho' 
nach    dem   Obigen    die   nothwendige    und    hinreichende    Bedingt 
dafür,  dass  9>(u)  iu  u  =  0  endlich  bleibt 

\iaiu=Q(utp{u)\  ^=  0 
sein;  es  folgt  somit  durch  Substitution  von  e 

als  nothiccndigc  und  hinreichende  Bedingung  für  das  ^tdlio 

von  f(z)  im  Funkte  5  =  oo 
(28)     -  lim,  =  .j''^"j_0 

Soll  nun  /'(b)  in  z  ^  a  unendlich  werden,  ohne  daes  dieser  I 
ein  Verzweigungspunkt  ist,  so  wird,  da  die  Gleichung  (27)  n 
finden  darf,  entweder  gar  keine  positive  Pot<mz  von  z  —  er 
mit  der  t\g)  multiplicirt  eine  Function  von  z  liefert,  welche  im  I 
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n  welcher  Seite  man  sich  aucli  diesem  Punltte  nähert,  ver- 
,  oder  es  giebt  eine  soIcJio,  prüsser  oder  kleiner  ah  die 
und  indem  wir  uns  zunächst  mit  dein  zweiten  Falle  beschäf- 
illen  wir  annehmen,  dass  die  niedrigste  positive  ganzzahlige 
ms  —  R,  welche  mit'  /'(^)  multiplieirt  für  s  ^  ee  einen  ver- 
aden  Gränzauadruck  für   dieses  Product  liefert,  die   n  -j-  1" 

ist  dann  von  selbst  klar,  dasa  n  eine  positive  ganze  Zahl 
Is  Null  sein  muss,  weil  sonst  die  Gleichung  (27}  befriedigt 
id  dass  die  hohem  Potenzen  von  e  —  «  dieselbe  Eigenschaft 
ISS  somit  mit  Berücfesiuhtignug  der  obigen  Anmerkung  die 
ien  der  negativen  Potenzen  von  s  —  a  in  der  Reihenent- 
[  (25)  von  der  n  -\-  !'■'"  intl.  ab  vernch winden.  Was  nun 
icieitteu  der  li'""  Potenz  von  n  —  a  betrifft,  so  wird  derselbe 
ländlich  ebtnso  wie  die  vorausgehenden  Coefficienten  als 
ral,  dessen  Weg  nicht  durch  einen  Uiistotigkeibpunkt  der 
hindurchgeht,  endlich  sein,  aber  wir  können  auch  zeigen, 
icht  verschwindet;  denn  multiplieirt  man  die  Gleichung  (25) 
«)",  so  wird  sich,  wenn  s  ^  a  gesetzt  wird, 

lim,,.  {(«  -  «)■««)}  -  -i.-ij'mi.'  -  ")-''" 

tuid  somit  iKt  die  rechte  Seite  dicsur  Gleichung  bildende 
t  der  {-  »)'■■"  Potenz  von  r  —  n  in  der  obigen  Entwicklung 
BO  mfissen,  weil  der  Annahmt^  der  Gleichung  (29)  gemäss 
;Seite  nicht  Null  werden  kann;  es  folgt  aber  zu  gleicher 
IS,  dasB 

11».,=..  !(•-")■/■(-•)( 

liehen  Werth  haben  muss,  und  somit 

■±V(f)J  =  liiii,=a  {{e  —  a)'f{e)}  \im.=„{{z  —  a)t*}  =.Ooder  3 
;eiue  andere  ganze  oder  gebrochene  Potenz  von  {e  —  k)  als 
[istirt,    welche  in  f{s)  multiplieirt,   för  dieses  Product  im 
«=  tt  einen  endlichen  Werth  liefert.    Nennen  wir  daher  eine 
/(f)   in  einem   Unstetigkeitspunkte  «  —   der,   wie  ein   für 
dieser  Vorlesung  angenommen  wird,  kein  Verzweigungs- 
soll  —  von  der  ft'="  Ordnung  unendlich,  wenn 
lim,  =  ,.  {(5 -«)"/•(«)} 
Ucheo,  von  Null  verschiedenen  Werlh  hat,  so  können  wir 
lene  Resultat  dahin  aussprechen,  duss 

Function  —  wenn  sie  überhaupt  fo»  dner  endlicken  Ord- 
unendlich  ist,   von  einer  ganzzahligen  Ordnung  n  unendlich 


1)S 


•Uli  ilass  ihre  EntwkUimg  in  Aer  SA 


acin  mvss, 

ifUsptmktes  r  bis  sur  ( —  n)'"  Polens  von  b  —  te  fDrigA 

eine  endliche  Ansaht  negativer  Potemäi  Enthält. 

Das  Umgekehrte,  dass  nämlich  aus  der  bie  zur  ( — »)" 
von  z  —  a  fortschreitenden  Entwicklung  folgt,  dnsB  die  Püat 
der  n""  Ordnung  unendlich  'ist,  ist  selbstverständlich. 

Bemerkt  man  t'dVner,  dass,  wenn  die  Function  im  Punk 
der  kein  Verzweigimgspunkt  der  Function  sein  soll,  von  der 
nung  unendlich  gross  ist,  nach  der  obigen  Reihe  (25) 


f(')' 


«)" 


fr- 


■")" 


'»  +  ,, 


eine  im  Punkte  ü  ^^^  a  eindeutige  und  endliche  Functioa  ist 
ausserdem  stetig  sein  muss,  folgt  daraus,  dass  eine  eindeutige 
nach  einem  der  obigen  Sätze  nicht  durch  endliche  Stetigkei: 
unstetig  sein  kann,  ohne  uuendlich  ui  werden,  und  diese  Bi 
bildet  die  Moditication  eines  frilhereu  Satzes  über  die  £1 
der  Ableitungen  eindeutiger,  stetiger  und  endlicher  Functi( 
folgt,  dass  die  Ableitung  dieser  Function,  also 

■(-"^^■-■■■  +  (.-«r+^ 

cbenlaÜH  im  Punkte  s  =  a  endlich,  also 

endlich  und  von  Null  verschieden,  und  daher  /'(*■)  von  der 

Ordnung  unendlich  wird,  so  dass 

die  Aileilung  einer  Function,    die  in  e'=a,  welches 
BWeigungspvnkt  der  Function  sein  soU,  von  einer  entSü 
nung  unendlirh  wird,  von  einer  um  eine  Einheit  höheren 
unendlich  gross  tvird  als  die  Function  selbst. 
Ich  will  jedoch  noch  an  dieser  Stelle  nachweisen,   dast 

Reihcnentwickelung  für  die  Ableitung  f'{g)   erbSlt,  indem 

rechte  Seite  der  Gleichung  (25)  Glied  für  Glied  differentiirt, 
dass  die  Summe  der  Differentialquotienten  der  Glieder  d 
Seite  wieder  eine  in  detHselben  Bereiche  coüvetgente  Sä 
deren  Summe  die  Ableitung  der  gegebenen  Function  ist. 

äetzt  man  nSmlich 


■  ÄiffV^ "  - 


«)»- 


•  ,u 


uud  bildet  diß  Ableitang  der  im  Puuktc  ^  ^  «  eudlichen 

deutigen  FuBctäon  ... 

/■M       '   -^  "     ■<.       ^■_ 

"■'>        .-«.■    (.-■«•  ,i_.|.> 

Welche,   wie  Twber  bemerkt  worden,   wieder  eiidlidi  uod 
sich  in  der  Form  eigiebt 


iattjÜKhe  AiiBiInlckt-  und  itUgi'ii 


;  Kigttnbi^iiiirtei]  ikr  l'ii 


so  kftun  man  diese,  wie  früher  gezeigt  worden,  wieder  in  der  üm- 
^tiun)}  VOD  r  =  c  iii  eine  uach  positiven  steigeudeu  ganzen  Potenzen 
TOD  j  —  «  fortschreitende  Reihe  entwiekelu,  und  ea  wird  eich,  wie 
-Cleiciiung  (21)   lelirt,  der  Coefficient   vou  (e  ~  «)*  in  der  Form  er- 

fi;/  ln»  +  ^.+  --  +  ,p_"^,.  j  „  _:;.^,. 

Nun  ist  aber,  weil  nach  Früherem 

ßi  - »)'  dl 

Ir  pmritive  «ml  negative  ganzzaliHge  r  verschwindet,  wenn  nicht 
=  —  I   i^t.  dieser  Ausdruck  nichts  anderes  eis 

'  ««'./  K-ii'+'i 

ilielnerkt  man  l'eruer,  dass 

,1.       f'"  rmdt         ,,.  I    ,,      fl'^dl 

•'  (,_„.+.T(e-.)'+"'      '^+''(.-„)'+- 
•t,  und  dass,  wenn  in  dieser  GleJchuag  über  die  Curve  (k)  iutegriri 
ird,  sidi 

k^^iebt,  weil  f{i)  eine  in  tt  eindeutige  t'unctiun  und  daher  die  ^umme 
ler  Incremente  der  Function 

M 

("(-«)>  +  ■ 

Ik:!  einer  Umkreisung  dieses  Punktes  Null  ist,  so  folgt,  daas  der 
l^oeflicioiit  von  {»  —  a.y  in  der  Eutwickelung  de^  Ausdruckes  (pj  nach 
iteigeuden  Potenzen  von  r  —  k  mit  Beriieksichtigimg  von  (q)  die  Form 
■nnimmt 

i'+i  f    m     ^ff 


■od   dass  äomit,   wenn  diese  Ausdrücke   i 
At  aabstitnirt  werden, 


robl  als  die  Werthe  von 


-  iri ;?  iii/«'''"  -  >..  -  w  iL/A')  ('  - «) '" 


I    Sipbente  Vorlesung^; 


■folgt.  Da  ch'eadt'f  Form  sich  aber  genau,  mt>  man  sicli  dnrfhfl 
blossen  Anblick  iiberzeiigt,  durch  unmittelbare  DüTercntiatioD  i 
Gleichung  (25)  ersieht,  so  ist  der  oben  ausgesprocbene  Satz  von  i 
Differentiation  der  Potenzreihe  erwiesen. 

Es  bedarf  keiner  niiheren  Begründung,  dase  man  gerade  so  a 
(26)  Bcbhesseti  wird  {was  man  auch  unmittelbar  aus  dem  eben  g 
fundeneu   Resultate    durch    die   Substitution  r  ^  -    herleiten 


oo  von  der  «""  Ord 


dass,  wenn  man  eine  Function  f{z)  für  s  = 
unendlich  nennt,  für  welche 

einen   endlichen   von  Null  verschiedeiien  Werth  auuimmt,  die  I 
der  positiven  PotcuKen  von  e  nur  bis  zur  h""  foi  tschreitet.    Es  * 
ferner  die  Ableituujj  der  Function,  wie  unmittelbar  aus  der  Diffui 
tiatioD  der  Reihe  hervorgeht*),  ebeufalla  uucudlich  und  zwar  von  e 
um  eine  Einheit  niedrigeren  Ordnung,  und,  wenn  die  Function  vouJ 
0'™  Ordnung  unendlich  d.  h.  endlich  ist,  wird  die  Ableitung,  da  danafl 
ganze  positive  Potenzen   von  —  von  der  zweiten  Potenz   ab 
Ausdrucke  enthalten  siud,  verschwinden. 

Mit  Hölfe  dieser  Betrachtungen  wird  es  nun  aber  leicht  i 
die  aualjlischen  Criterien  für  die  Unterscheid  uug  der  Discontiauj 
punkte  erster  und  zweiter  Gattung,  die  nicht  zugleich  Vemweigi 
punkte  sind,  anzugeben,  nenn  wir,  wie  in  der  dritten  Yorleaui^j 
schehen,  einen  Punkt  e  ^  a  einen  Disconlinuilutsjninkt  erster  Goi 
cioer  Function  f{z)  nennen,  für  welchen  der  Ausdruck 

von   welcher  Seite   ujau  sich  auch  dem  Punkte  «  niiliert,  ; 
convergirt,  während,  wenn  die  Function  f(£)  bei  dieser  Anuaha 
verschiedene  Werthe    annimmt,   jener   singulare  Punkt    ein 
tinuitätspunl;t   ztcntcr  (iattuvt^    sein   sollte.     Denn   <!as8  Disconti 
täten,  in  denen  die  Function  von  einer  endliehen  Ordnung  unea* 
ist,  erster  Gattung  sind,  geht  daraus  hervor,  dasa,  wie  aus  den  I 
ren  Entwickelungen  zu  ersehen, 


-«)' 


-h  ''.  +  ft 


-  ft,  (je  - 


*  I  DoBB  die  Ableitung  der  Function  f{s)  erhalten  wird,  wenn  mao  die  die  recbte 
Seite  der  Gleichung  (^6)  bildende  unendliche  Reihe  Glied  filr  Glied  nach  s  dif- 
feretttürt,  int  eine  unmittelbare  Folge  der  oben  gemachten  AuHeiDanderBetinngen, 
wenn  mnn  nur  wieder  zum  Beweise  der  Richtigkeit  dieser  BshauptnnK  dorcli 
Subutitution  der  reciproken  Vatiabeln  den  Punkt.  Kr  den  fii)  unendlich  groM 
wird,  aoB  der  Unendlichkeit  in  deu  Nullpunkt  verlegt. 
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itl;  da  nämlich  dann,  wenn  man  z  sich  dem  tt  unendlich  nüliern  IlUst, 
ie  Mch  positiven  Potenzen  von  z  ^  rc  furtsclireitende  Reihe  sich 
ha  eudüchen  Werthe  i„,  der  auch  Null  nein  kann,  «uendlich  nähert, 
äkrmd  die  Summe  der  endlichen  Anzahl  von  negativen  Potenzen 
mt  —  tt  sieh  eindeutig  dem  Werthe  oo  nShert*),  so  wird  der  re- 
öprok«  Werth  von  f{z)  für  s  =  a  von  allen  Richtungen  her  gegen 
Snll  convergiren,  und  somit  a  ein  DiBcontinuitätspuiikt  erster  Gattung 
nin.  Aber  es  wird  auch  umgekehrt  die  Function  fiir  einen  Uiscon- 
Üiiuitätüpunkt  erster  Gattung  stets  von  einer  endlichen  Ordnung  un- 
«nilich  sein.     Denn  wenn 

1  der  Umgebung  von  z  =  k  «ich  eindeutig  der  Null  nahem  soll, 
1  »ird,  wenn  wir  die  Umgebung  des  Punktes  e  ao  weit  einschränken, 
Ui  Itsiu  Punkt  bineinrällt,  der  entweder  ein  Verzweigunga-  oder 
iDrtrtigkeitspunkt  oder  für  welchen  f{e)  verschwindet,  also  der  reci- 
■At  Werth  unendlich  wird,  diese  Function  eine  Entwickelung  nach 
IffTsjlor'echen  Reibe  gestatten,  deren  erstes  Glied  versehwindet, 
td  Welche  daher,  wenn  der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient 
mir  Entwicklung  der  »"■  ist,  die  Form  haben  mnss 

/■Jjj  =  n-(^  — «)"  +  «- +i{'  —  «r+'H ; 

>  liier  hieraus 

,(1- «)•+<.,+",(*  - «)"+'+- ■  -  =  (.'-«)'  k  +  "„+,(•- - «) +^- 

DDÜ  die  in  der  Klummer  befindliche  Function  von  «  als  eine  in 
Umgebung    von   z  =  u   eindeutige  Function,    welche  für  diesen 
Tiiikt  den  endlichen  Werth        annimmt,  sich  in  der  Umgebung  von 
"wh  der  Tajlor'schew  Reihe  entwickeln  üLsat,  ei>  erhält  man 

m  - ,  -'  T.  ir  +  ''I  '^  -")  +  *!  '■'  -«)'  +  ■■  i . 

(e  —  a)     I",  ' 

***'W  uiimitt«lbar  folgt,  dass  die  höchste  negative  Pot«nz  von  «  —  a 
4er  Entwicklung  von  f{z)  die  n",  somit  f{z)  von  der  n""  d.  h.  von 
""*•■  endlichen  Ordnung  unendlich  ist. 

■fo/  daher  eine  Function  in  einem  Vunkte,  der  hein  Vcrzwcigun^s- 
pwtiiA  ist,  rinc  Discontinuität  ershr  Gattung,  so  mril  sie.  in  dem- 
*ftm  von  Piner  eniUichen  also  gatizxnhligen  Ordmmg  unendlich 
Hnd  amgehhri. 
^'"«Ibe  mus»  offenbar  auch  für  den  Punkt  /  =  oo  gelten,  weil  die 
"*^«Utntiou 

i  t)ieter  SehliiM  wQrn  filr  eine  unenilticb  grosse  Anznht  nega^tiver  Potennen 
>vWbt,  weü  dann  die  Reibe  für  z  —  «  divergent  würde. 


SieteatiO  Vorlesung, 


f\z)  in  fiiiR  Function  y(M)  verwandelt,  welche  die  eben  bespr» 
Eigenschaften    besitzt,    und    f{s)   mit    tp{,u)    in    den    entsprechew« 
Ponkteu   «  ^  oo,  d  =  0  zu  gleicher  Zeit  einen  DiBContinaitätapuc^  * 
erster  oder  zweiter  Gattung  hat. 

Was  nun  die  Discontinuitfiten  zweiter  G&ttung  angoht,  fUr  wefe^w* 
,  -  und  daher  auch  f{i)  bei  eiuer  unendlichen  Annäherung  an  a  i^^^ 
scbiedene  Werthe  annehmen  soll,  so  ist  oben  nacbgewiescu  wordezv  | 
dass,  wenn  «  kein  Verzweigungspunkt  ist,  die  Function  für  diesen  j 
Punkt  nicht  endliche  Stetigkeit^sprÜnge  haben  kann,  ohne  dass  sw  J 
auch  «n  gleicher  Zeit  in  diesem  Punkte  einen  imendlieh'  grosMD 
Wertli  annimmt.     Kbenso  unmittelbar  ist  aber  auch  zu  sehen,  dsEs 

die  Fundion  in  änem  Discontinnitätspunkle  ewetler  Gattung  nidi 
■  '  nur  unendlifh  gross  werden,  sondern  jeden  beliebigen  cniBidM 

Werth  annehmen  muss, 

weil,  wenn  A  eine  beliebige  Gröase  und  g  ^  a  ein  singulärer  Pnitt 
der  betrachteten  Art  für  f(s)  ist,  er  aucli  zu  gleicher  Zeit  ein  Di* 
continuitätspünkt  zweiter  Gattung  von 

sein   musB,   und  da  einer  der  Werthe  dieser  Function  in  ^  =  n 
oben  nachgewiesen,   unendlich  gross  sein  muss,   so  wird  auch 
der  Werthe  von  f{i)  für  diesen  Punkt  den  beliebigen  endlichen  W«ril 
A  annehmen. 

Wird  aber  eine  Function  in  einem  singulären  Punkte  dieser  Alt 
unendlich  gross,  30  wird 

4ic  AneaJd  der  negaiivCH  Polcneen  von  2  —  «  in  der  EHtwte^itiif, 

von  f{z)  für  die  Umgebung  dieses  DiscontinuiidUfimJctes 

Gattung  a  unendlich  gross  sein, 
da,  wenn  sie  endlich  wäre,  jener  Punkt  ein  Discontinuitätepupkt.etstflr 
Gattung  sein  müsste;  und  cnugekelirt  wird 

jeder   Punkt,    in   dessen   Nähe  die   Function  nach   Pobmicn   vm 
.2  —  a  etdwicJieU  unendlich  pidc  negative  Patenten  dieser  Grösse 

^dhäUi  oder  von  einer  umndlich  holtsti  Ordnung  unen<mch  wird, 

ein  Diseontinuitätspunht  zweiter  Gattung  sein, 
da  ein  Di s continuitätspünkt  erster  Gattung  nur  eine  eadliche  AnzaU 
von  negativen  Potenzen  von  e  —  «  liefert. 

Naciidera  die  Existenz  von  Discontinuitatapunkten  für  beliebifi« 
Functionen,  deren  Riemann'sche  Fläche  aus  einer  endlichen  Anzdil 
von  Blättern  besteht,  nachgewieaen  und  die  unterschiede  zwischen 
den  Discontinuitatapunkten    erster  und  zweiter  Gattung  in  den 
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die  Umjiebuzjn  jener  Funkte  giiltif^n  Reibeiientiviekelungeii  featgeatelJt 
»ordfti,  für  (leu  FjiU,  daaa  diesp  Punkte  nicht  zugleich  Verzweigunga- 
imnkte  sind,  wollen  wir  noch  die  Anzahl  der  Punkte  zu  ermitteln  suchen, 
in  welchen  eine  Function  in  einem  bestimmt  abgegräuzten  Bereiche, 
in  welchem  keine  Verzweigongapunkte  derselben  liegen,  Null  und  un- 
enrllich  ist,  wenn  angenommen  wird,  dass  die  Function  in  den  jenem 
Befuicbe  angehörigen  Unstetigkeilspunkten  ton  einer  endlichen  Ordnung 
uneudlicb  wird,  oder  dase  diese  U n at otigk ei ts punkte  Discoutiuuitäten 
«rster  Gattung  sind.  Sei  e  =  a  ein  solcher  Discontinuitätspunkt,  ao 
vinl  sich  in  dessen  Umgebung  f^e)  in  die  Form  setzen  ladaeii 

'-,7^=+ „^t?i-.  +  •  •  ■  + 1^.  +  »"  +  "■  ('-«)  +  %,('-)'+  ■ 

und  dftber  noch  FrQheren 

'■ein^  so  dass  man  durch  MuUipIication  der  beiden  Gleichungen  mit 

I  {z  —  «)"  und  {z  —  «)•  +  ' 

bnd  Division  derselben 

7{^  =■  ~  «"^^  ■  »_,  +  »_,+  ,('-«)  +  ■•■ 

etbilt  oder  mit  BerUcksichtiguDg  des  Umstandes ,  daas  die  aus  zwei 
nRch  [lositiven  ganzen  Potenzen  von  e  —  a  fortschreitenden  Reihen 
bestehende  gebrochene  Function  in  «  keinen  Verzweigungspunkt  hat, 
in  diesem  Punkt«  den  Wertit  1  annimmt  und  sich  somit  in  die  Tay- 
Icir'eche  Reihe  nach  st«tgendeil  Potenzen  von  e  —  a  entwickeln  lüsat, 
die  folgende  Form, 

^  =  -  ,-:^„  1 1  +  «^i  (^  -  «)  +  ^'^  (^  -  «)*  +  -]  =  -  , ^-„  +  ?> (1), 

rorin  <p(»)  eine  in  der  Umgebung  vnn  «  =  a  eindeutige  und  end- 
Kche  Function  bedeutet.  Hieraus  Folgt  aber,  dass,  wenn  auf  beiden 
Seiten  Aber  einen  um  a  beschriebenen  unendlich  kleinen  Kreis  in- 
legrirt  wird, 


f""=—i^'+t 


oder  da  das  erate  Integral  der  rechten  Seite  den  Werth  '2ni,  das 
;iweito  als  geschlossenes  Integral  über  die  Begränzung  eines  Eaumes 
ausgedehnt,  in  welchem  die  Function  keinen  Unstetigkeitapunkt  bc- 
gitzt.  den   Werth  Null  hat, 

n-, 


J  m 


7w'^' =  --'«" 


Siebente  Torletui^. 


Sei  ferner  ß  ein  Tnnlct  jenes  abg^Htnztcn  Raumes,  fßr  i 
f(i)  den  WerÜi  Null  aunimrut,  so  ist  klar,  dass  die  FuDction 


fQr  x^ß  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  wird,  oder  dass 
f  ■*  j3  ein  Di«continoitäispunltt  erster  Gattung  dieser  Knnctiou  sein 
mnes,  weil,  wenn  dieser  Punkt  ein  Discontiauitätspunkt  zweiter  Gat- 
tung für  j-  wäre,   er  es  aucli  för  f(E)  aein  mfiaate,  und  dies  ftollte 


I  müsste, 
Daher   wird. 


der  Annahme  gemäss    nicht   der  Fall   ■■ 

die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  der  Function  =-   in  t^ß  an- 

giebt,  und 

oder 

'■a  -  er 

gesetzt  wird,  v  U)  eine  in  der  Umgebung  von  i  =■  ^  eindeutige  Func- 
tion von  i  sein,  welche  für  diesen  funkt  einen  endlichen,  von  Null 
verschiedeneu  Werth  annimmt,  in  welchem  Falle  dann  die  Function 
f  (i)  im  Punkte  j  =  |3  von  der  tu"'"  Ordnuug  unendlich  klein  genaunt 
wild.     Die  hiernach  erlaubte  Entwickelung  der  Function 


fi')- 


■) 


V  (-i 
in  der  IJmgeltuny  von  :  ^  ß  nach   ganzen  steigenden  positiven   Po- 
tenzen von  *  —  fi  liefert  daher  für  /  (r j  die  Reihenentwicitlung 
n,)  -{,--  ß)-  {r,  +  r,  («  -  |J)  +  r,  <l  -/!)■  +  ■ 
-'.(»-«■  +  ',(»-«-+■+■■■ 
und  daraus  durch  Ditferentiation,  die,  wie  oben  nachgewiesen  worden, 
erlaubt  iet, 

r  w  -  »"■.  (--  -1»--'  +  (».  + :)  r,  (« -  ßr  H — , 

so  dass  in  diesem  Falle  der  Quotient  aus  der  Äbleitong  der  Function 
nnd  der  Function  selbst  die  (restalt  annimmt 


rw. 


.  +  " 


u-«+.. 


-f  r,  +  r,  ir  -Ul  +  •  ■  • 

Da  nun  wieder  der  Quotient  der  beiden  nach  Potenzen  von  ^  /J 
fortschreitenden  Reihen  der  rechten  Seite  in  e  =  ß  eindeutig  ist  und 
den  endliehen  Werth  1  annimmt,  so  wird  sich  derselbe  «rie<ler  nach 
der  Taylorschen  Reibe  entwickeln  lassen,  und  sich  somit 


/■(■) 


ergeben,  worin  j  (n)  eine  ia  z  ='  ß  eindeutige  und  endliche  Function 
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vorstellt.     Durch  Integration    über   einen   um   ^  gelegtei 
kleinen  Kreis  folgt  wieder 

m  "' 

weil  iliiM  über  xi')  t?i'iiomnienc  liitegviil  verschwiuilet. 

Üu  ilie  ohif^e   Kntwickhinj   zu   glt-iclier   Zeit    gelehrt,    thiss   der 
(Quotient 

/"['-) 

für  alle  diejenigen  Punkte  unendlich  wird  und  zwar  von  der  ersten 
Ordnung,  für  welche  f{s)  unendlich  gross  oder  Null  wird,  und  es 
atiBserdeoi  leicht  ist  einzusehen,  dasa  dies  iu  der  Tbat  die  einzigen 
Punkte  sind,  für  welche  dieser  Quotient  unendlich  gross  wird,  da 
f{i)  als  Ableitung  einer  in  einem  beatiiumten  Bereiche  eindeutigen 
Fnnction  nach  einem  frilheren  Satze  nur  in  denjenigen  Punkten  un- 
mdlich  werden  kann,  in  welchen  die  Function  f{e)  selbst  unendlich 
gross  ist,  so  wird,  da  das  über  die  begränzeude  ('urve  c  genommene 
geachlosseue  Integral  gleich  der  Summe  der  über  die  a  und  ß  Punkte 
genoinmenen  Integrale,  d.  h. 

ist,  muh  den  oben  erhaltenen  Resultaten 


f'^rf^  = 


/"(.': 


-  s»t+  v:'"«. 


sain,  wenn  Ug  und  i»,  die  Urdnungszahlen  für  das  Unendlich  werden 
«nd  Verschwinden  der  Function  /'(e)  in  den  Punkten  a^  und  ßa  be- 
deuten. 

Wenn  man  nun,  statt  zu  sagen,  eine  Function  wird  in  einem 
punkte  s  =  t  von  der  ft'""  Ordnung  Null  oder  unendlich,  derselben 
Jl:  zusammenfallende  Punkte  £  zuschreibt,  für  die  sie  von  der  ersten 
Ordnung  Null  oder  unendlich  wird  (welche  Ausdrucksweise  dadurch 
gerechtfertigt  ist,  dasa  sich,  wie  oben  gezeigt  worden,  die  Function 
'alsdann  als  ein  Product  von  eindeutigen  Functionen,  welche  in  «  =  £ 
«iidlich  und  von  Null  verschieden  sind,  in  die  Grössen 


darstellet 


I  werde j 


g)*     oder 


(-— 


die    Anzahl   der   Punkte  angeben,    in  welchen  die  Function  f{e)   in 
nenem  abgegränzten  Bereiche  unendlich  wird  resp,  rencbwindet,  und 
rir   finden  Romit,  daxa 
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die  AneafU  rfw  Funkte,  in  welchen  eine  in  eitlem  vollständig  i*- 
grämten  Bereiclie  eindeutige  wnd  in  keinem  eineeinen  Punkie  viA- 
tlvuUge  Function  f{x)  verschwindet,  wenigerder  Anzahl  der  Punldi:, 
in  denen  sie  in  diesem  Bereiche  unent/lich  wird,  durch  das  iükt 
die  Begrünzung  genommene  Intet/ral 

bestimnd  wird.*) 

Nachdem  die  üuatetigkeits punkte  auf  den  RiemaDn'schen  Flü- 
chen, die  nicht  zugleich  Verzweigungspuukte  sind,  näher  «nteraiicht 
lind  die  Entwieklungaweise  der  Functionen  iu  der  Linigeburig  aller 
eindeutigeil  Punkte  derselben  festgestellt  worden,  werdeu  wir  die 
Untersuchung  der  auf  der  Hiemaiin'achen  Fläche  laufenden  Inte- 
grale, welche  wir  in  der  vorigen  Vorlesung  begonnen,  w.eiter  fort- 
füliren  können,  indem  wir  zur  Beantwortung  der  in  der  letzten  Vor- 
lesung unerledigt  gebliebenen  Frage  übergehen,  wann  bei  der  Ver- 
wandlung der  Riemauu'schen  Flüche  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende, auf  welcher,  wie  gezeigt  worden,  Integrationswege  zwi- 
schen demselben  Anfang»-  und  Endpunkte  auch  stets  zu  demselben 
Resultate  filhren,  die  Unstetigkeitspuukte  der  Function  durch  unend- 
lich kleine  Kreide  au szuschli essen  sind  und  wann  nicht,  jedoch 
immer  unter  der  Vorauasetzung,  daas  diese  Un Stetigkeitspunkte  nii 
zugleich  Verzweigimgspunkte  sind. 


•)    E»  mag   noch   bemerkt  werden,    •Xaaa,    wenn   niao   die   oben    erhaltene 
QleicbuDg 

mit  :;  multipliciit  uud  über  eine  um  ^  gelegte   unendlicb  kleine  gt^stlUosaeoe 
Corvo  integrirt,  wegen 


■^f 


?S- 
^f^- 


folgt  Dnd  somit  Auedrücke  fQr  die  Nulleu  aai\  üueadlicbeti  aelbst,  in  dectien  die 
geschloaseaen  Integrale  um  a  und  ß  ao  weit  ausgedehnt  werden  ktiuneo.  ab 
nicbt  neue  Punkte,  in  denen  die  Funcfjun  verachwiiidet  oder  unendlich  grOM 
wird,  in  Jenen  Raum  eintreten. 
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Man  siebt  aber  leicbt,  doss,  weil  das  Ueberscli reiten  des  von 
|aiem  einzelnen  Uustetigkeitspunkte  uacb  der  in  der  letzten  Vor- 
rang iLDgemandten  Zerlegung  der  mehrfach  zusammen  hängenden 
pichen  herrührenden  Querschnittes  einen  Stetigkeitssprung  verur- 
»rht,  dessen  Werth  das  um  diesen  Unstetigkeitspuiikt  in  hinreichenil 
r  Kiitferuiing  nuf  einer  einfach  geschlossenen  Curve  genommene 
^legral 

((■(,)  dz 


die  Ausschliessung  jenes  Unstetigkeitspunktes  unnötbig  wird, 
woua  der  ätctigkeitsspruiig,  d.  h.  jenes  geschlossene  Integral  den 
WerUi  Null  hat,  und  da  andrerseits  aus  Gleichung  (25)  unmittelbar 
liervorgclit,  dass  dieses  geschlossene  Integral  nicht«  andt'res  ist,  als 
iJer  <'oefficient  von  (« —  «)"'  in  der  Entwicklung  von  /"(«)  fflr 
Punkte  der  Umgebung  von  a,  wenn  «  ein  im  Endlichen  liegender 
lluBttiti^keitspunkt,  jedoch  kein 'Verzweigungspunkt  ist,  so  folgt,  dass 
<limr  ünstdighcitsputtkt  nicht  cHtszuscMiessm  M,  wenn  in  jnu-r 
Entwicklung  lüe  negative  erste  Totem  v&n  z  —  «  fehlt, 
t  stets  ausgeschlossen  werden  muss,  und  ebenso  ergiebt  die  Iteihen- 
N'ickluBg  (26),  dass,  wenn  für  £  =;  oo  die  Function  unendlich 
is  wird,  der  unendlich  entfernte  Punkt  dann  und  nur  dann  nicht 
MZQschliesseu  ist,  wenn 


lf(e)dz  = 


:0, 


'-  h.  Wenn  in  der  für  die  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punk- 
10  die  Bedeutung  dieses  Anadruckes  durch  die  Substitutiou 
'  ***=  -  hinreichend  festgestellt  worden  ist)  gültigen  Reihenentwick- 
^"'g  der  Coefficient  von  «~'   verschwindet. 

l«l  mau  somit  im  Stunde,  die  Entwicklung  der  Function  in  der 

^gebuug  von  z  =  a  und  £•  =  oo  in    irgend   welcher  Weise   herzu- 

^*Iifn,   ohne   dass  die  Coefficienteu  wie   oben   in   Form   bestimmter 

"tegrale  dargestellt  werden,   so   wird   mau   unmittelbar  entscheiden 

*"Uiicn,  ob  der  Punkt  anszuschliessen  ist  oder  nicht.. 

Aber  eine  xolche  Iteiheneutwicklutig  lässt  sich  ohne  Hülfe  der 
«^«chlosaenen  Integrale  stets  aufstellen,  wenn  der  Punkt,  für  den 
^^  Function  imendlich  gross  wird,  ein  Disco utinuitätspunkt  erster 
^a-ttiiug  ist,  ohne,  wie  stets  vorausgesetzt  wird,  ein  Verzweigungs- 
Punktiu  sein.    Denn  sei  u  ein  solcher  im  Endlichen  liegender  Punkt, 

k*"  wt  für  denselben,  wie  vorher  gezeigt  worden,  die  Function  /"(ä) 
'•'Q  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  gross,  und  es  wird  daher, 
"""Hü  die  ürdnungszahl  m  ist,  und 
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gesetzt  wird,  F{2)  eine  im  Puukte  ^  ■=  h  endliche,  von  Null  ver- 
schiedene uiid  eindeutige  Function  von  «  sein,  die  sich  daher  in  der 
Umgebung  des  Punktes  a  nach  dem  Taylor'schen  Satze  entwickeln 

liisst.     Aus 

Fi,)  -  F{.)  +  '  7 "  i-(u)  +  '-•=^  r'(«) 

folgt  aber  durch  Substitution 

-I I   J*^-V)     1     I  i^-'fa)  I 

»i-lj!     i-«"^       ml      1  ' 

und  es  wird  daher  der  gesuchte  Coefficieut  der  uegativeu  ersten  Po-  J 
tenz  von  s  —  a 

■'^"~"'''|.„     '      (J'~'((»-.rfM)\ 


=  lm-i)T{(' 


-»)- 


'rw 


(» 


-i> . 


|_  (»-1Hm~81..^.(»_-W  ,„(„_,)...(,„_  t  +  1)  (j  _  „)»-.  ^ 
+  m(m-l)  ...  2.(2-o)/U)}^ 

sein  und  somit  unmittelbar  durch  Düfereutiation  aus  der  rurgelegtu 
Function  herzuleiten. 

Ist  der  Discontinuitätspunkt  erster  Art  der  Punkt  ^  i=  oo,  a 
wird,  wenn  /'(3)  von  der  m''"  Ordnung  unendlich  gross  ist, 


fi-i. 


t\i) 


für  s  ^  oo  endlich,   von  Null  verschieden  und  eindeutig  sein, 
daher,  wenn 

gesetzt  wird, 

<p(f)  =  vfO)  + 1  <p'i,iij  +  ■■■  +  f-,  »""'lO)  +'i-„f^V*  .^i™+'i(0)H 

also 


+  ■■•  +  : 


•'(0)  +  , 


9'"+"(0)  +  -- 


und  somit  der  Coefficieut  von  £^'    in  der  Kntwicklung  von  fC)^! 


"(»)-i»-i-m 


l<f +  'fW) 


(«  +  1)1''"     ■      '■"'  »  +  I)!\       ,11"  +  ' 

da  nljer  muh  einer  l>ekannten  Formel  der  llifferentialrechuung 


irgeud  eine  Function  von  f. 


"'(;-')' 


rjrmbolischer  Ausdruck   iti  der  W 
:"  Potenz  des  Binoms  herstellt,  £  = 
I   hinter  einander  ansfchrt,  indem  mi 
Bodano  endlich   a  =  z  setzt,   so  wird 
echnusg  des  Ausdruckes  nülier  eingehi 


Bufzufasseu  ist,  dass  man 
setzt,  die  Differentiation 
an  «  als  Constante  denkt 
,  ohne  dass  wir  auf  eine 
fxi,  die  man  auch  an  dem 
in  Differentialquotienten  unmittelbar  ausführen  kann,  der  Coeffi- 
?on  in  der  für  die  Umgebung  des  Punktes  £  =  >i  gültigen 
snontwickliing  von  fi^t)  die  folgende  Form  annehmen: 


(»+"1 


•ri/^ 


■m^-c-'t 


Botnit  ist  man  also  allgemein  im  Stande,  wenn  die  Unstetigkeits- 
te  Discontinuitüten  erster  Uattuug  sind,  den  Werth  des  um 
B  Punkt  genommenen  Integrales,  nachdem  die  Ordnung  des  Dn- 
chwerdenü  in  diesem  Punkte  festgestellt  worden,  zu  berechnen 
daher,  je  nachdem  dasselbe  einen  endlichen  Werth  hat  oder  ver- 
imlet,  zu  entscheiden,  ob  jener  Punkt  auf  der  Riemann'schen 
!le  ausznschliessen  ist  oder  nicht.  Für  Discontinuitäten  zweiter 
log  d^egen,  in  welchen  die  Function  Ton  einer  unendlich  hohen 
nttg  nnendlich  wird,  kann  man  im  Allgemeinen  den  Coefficien- 
ler  negativen  ersten  Potenz  von  ^  —  c  in  der  Entwicklung  fOr 
Imgebnog  des  Punktes  s  =  k  oder  von  z- '  in  der  Entwicklung 
lie  Nähe  des  Punktes  2  ^=  oo  nur  durch  Berechnung  von 


/. 


enen  Unstetigkeitspunkt  genommen,  finden. 
[et  nun  die  Frage  von  der  Ausschliessung  der  betreffenden  Un- 
■keitspunkte  in  eindeutigen  Bereichen  der  Riemann'schen  Fläche 
Omit  wir  uns  stet«  bisher  nur  beschäftigt  haben  —  erledigt,  so 
es  sich  für  eben  diese  Bereiche  noch  um  die  Untersuchung  der 
ichheit  und  Stetigkeit  der  Integrale  handeln,  deren  Integrations- 
jetzt  auch,  was  in  den  Untersuchungen  der  letzten  Vorlesung 
mchlosseu  war,  in  diese  Unstetigkeitapunkte  der  Function  oder 
e  unendliche  Nähe  derselben  führen,   wobei  wir  jedoch   gleich 
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von  vorulierein  natli  dem  Satze  von  der  Zerlegbarkeit  der  lutegraJc 
annehmen  dürfen,  duaa  die  B'unction  nur  für  eine  der  Integralgränzen 
unendlich  wird,  und  dass  die  andere  Grunze  jedenfalls  noch  iii  die 
Umgebung  dieses  DiscontmuitHtäpunktes  der  Function  füllt.*)  Sei 
nun  3  =  ß  ein  DiscouUnuitätspuukt  erster  Gattung,  der  in  diesem 
Punkte  eindeutigen  und  unendüch  von  der  ji""  Ordnung  werdenden 
Function  fie),  und  daher  nach  früheren  Auseinandersetzungen  die 
Entwicklung  dieser  Function  in  der  Umgebung  von  a  die  folgende 


m-  ,z.+ 


U-  -  "Y 


^  +  - 


-ti"), 


worin  ^  {e)  als  Inbegriff  aller  mit  positiven  Potenzen  von  b  —  a  be- 
hafteten Glieder  in  £  =  a  eindeutig  und  endlich  ist,  so  wird  der 
Werth  des  in  jenem  Räume,  der  die  Umgebung  von  a  bildet,  sich 
von  a  nach  a  erstreckenden  Integrales  uach  der  oben  gegebenec 
Definition  die  Gränze  sein,  welcher  sich  das  Integral  von  n  bis  { 
oder  der  Ausdruck 


'■■■■  J'n')'"  =  «.J'r^-,^- 


-l)(S- 


^+  J  t'ii!)de  +  f 


nähert,  wenn  £  auf  dem  vorgelegten  Integra tiouswege  dem  a  unenJ- 
lieh  nahe  rückt  und  c  eine  Coustaute   bedeutet.     Nun   ist  aber  e 
dem  Früheren  unmittelbar  klar,  dass  das  letzte  Integral  der  rccbteo 
Seite,    weil   ([-(s)    auf   dem   lutegratiouawege   nicht   unendlich  wirfi 
auch   wenn  g  sich  dem  Werthe   a  unendlich  nähert,  endlich  bleibt;  ^ 
was  ferner  das  Integral 


'™:=.jÄ 


betrifft,  so  wird  sich  dasselbe  von  dem  auf  geradhuigem  Weg« 
a  nach  a  hin  genommenen  Integrale  nur  durch  ein  endliches 
tiplum  von  2xi,  welches  der  Werth  des  um  den  Punkt  tt  h 
genommenen  geschlossenen  Integrales 


jr^ 


ist,  unterscheiden  köi 


und  um  also  zu  sehen,  uli  das  obige 


*)  Wir  dürfen  selbst Terstiludlich  biet  < 
Orimde  legen,  da  die  Heducüon  der  Werthe  ■ 


1«* 

1 


1  beliebigen  liitegration>w*£^^ 
1  Integralen  aur  verie  ' 


TntugratiDn« wegen  auf  einander  nach  Früherem  dnrch  die  Zerlegung  der^' 


i'Hchen  Fläche  i) 
■telbgen  ist. 


hangende  unmittelbar  xn  Ww^*" 


AniljtnuhD  Amdrfloke  nnd  iiltgeu 
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t^ral,  wenn  ^  sich  «  oneDilIich  nmiUhert,  einen  entlliclieu  oder  im- 
cndlidi  grossen  Wertli  nnuininit,  wird  es  genügen,  das  geradlioigci 
ht»gn\  zwiscben  a  und  a  zu  untersucben.  Macht  man  in  dieses, 
»win  <ier  Winkel  der  geraden  Linie  mit  der  Absciaaenaclise  mit  t 
beanclinet  wird,  die  Substitution 

t=  a  ~{-  r  (co3£  -|-  *  sin  fi,       «  =  «  +  y  (cos*  -{-  i  sin  *), 
in  weldier  r  als  variubel   und  (i  sowohl   wie   *   als  conatanf  zu   be- 
tnehtea  sind,  so  geht  das  obige  Integral  in 


J  r  -  9  Je-' 


öW,    wenn   d   eine  Grösse    bedeutet,    die   sieh   der   Null    unendliib 
nihert  und  somit  als  ein   Integral  einer  reellen   Function   zwischen 

■••«llen  Gränzen  mit  Hälfe  der  für  reelle  Variable  definirten  Function 

"W  Logarithmus  *  I  in 


[logip  — r|]  =  Iogd  - 


i«ge. 


Ich«  Grösse  mit  verschwindendem  S  bekanntlich  negativ  unendlich 
'ird-     Es  folgt  daher  aus  der  Gleichung  {(i),  dasa 
das  Jnifffral 

fr(')  •!' 

!  ein  Logarithmus  tmeniilicli  »nnl, 


m  AUgeti 
3  die  Posten 


t- 


it- 


")" 


»OB  dvr  ersten,  zweiten^  ...  (n  —  1)'""  Ordnung  unendlich  werden, 
»ihretid  eine  logarithmische  Function,  wie  sich  später  zeigen  wird, 
»ß  Wesentlich  anderer  Art  unendlich  gross  ist.  Ist  a,  =  0,  so  dass 
öegative  erste  Potenz  von  5  —  «in  der  Entwicklung  von  /"(«) 
^»i  Vorkommt,  und  daher  nach  Froherem  der  Punkt,  fiir  den  die 
'™'ctiQij  nneudlich  wird,  nicht  auszusehli essen  ist,  ao  wird,  wie  eben- 
"1*  Ä«8  (fi)  hervorgeht,  das  Integral  unendlich  von  der  m  —  1''" 
^^'Ung,  und  dasselbe  würde  oS'enbar  nur  dann  endlich  bleiben  kim- 
^1   "^enn 

^-  h.  wenn 


endlich  ist, 


I  welchem  Falte  ja  auch  umgekehrt* 


*)  Die  logarithmische  Function  einer  compleien  Variabeln  wird  erst  ii 
"Ädirteo  VorltsiuDgun  eingeRlhrt  werden. 
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stets  endlich  sein  muss. 

Wir  finden  somit,  dass,  wenn  die  Function  f  (z)  in  e  =  a  einen 
Discontinuitätspunkt  erster  Gattung  hat^  das  Integral  für  einen  gegen 
diesen  Punkt  hin  convergirenden  Integrationsweg  stets  unendlich  sein 
rauss,  und  da  sich  offenbar  für  einen  Discontinuitätspunkt  zweiter 
Gattung,  für  welchen  nur  unendlich  viele  negative  Potenzen  von 
z  —  «in  die  Entwickelung  von  f(z')  eintreten,  und  somit  das  sidi 
ergebende  Integral  jedenfalls  von  unendlich  hoher  Ordnung  unend- 
lich ist,  dieselben  Schlüsse  wiederholen  lassen,  so  wird^  wenn  wir 
das  Resultat  analog  ^em  für  mehrdeutige  Functionen  später  sich  er- 
gebenden aussprechen  wollen, 

die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür ^  dass  f(ß)  im 
Ptinkte  z  =:  a,  wenn  derselbe  Jcein  Verzweigungspunkt  ist,  endlich 
ist,  nämlich 

lim,=  a{i2-a)f(z)}==0 

auch  die  nothtvcndige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  sein,  dass 
das  Integral 

J'f{z)dz 

endlich  ist. 

Nachdem  nunmehr,  die  Endlichkeit  oder  Unendlichkeit  der  Werthe 
aller  Integrale  in  eindeutigen  Bereichen  der  Rie mann 'sehen  Fläche 
untersucht  worden,  erübrigt  nur  noch  die  Erledigung  der  Frage^  wie 
es  sich  mit  den  Werthen  derjenigen  Integrale  verhält,  deren  W^e 
sich  in's  Unendliche  erstrecken,  wenn  der  unendlich  entfernte  Punkt 
selbst  kein  Verzweigungspunkt  ist.  Da  aber  unter  der  Anuahmei 
dass  der  Punkt  a  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo  liegt,  das 
Integral 


ß 


durch  die  Substitution 


i\\ 


-/ 


0 


7t 


dz 


übergeht,  w^rin  sich  -     für  die  Function  (p  (z)  also  auch  für 

q>{z) 


z* 


in   der  Umgebung  des  Nullpunktes  befindet,   so  wird  sich,  da  nach 
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dem  eben   gefundenen  Resultate  das  zweite  Integral  dann   und  nur 
dann  einen  endlichen  Werth  hat,  wenn 

lim 


im..=.o{/-?^?}  =  0 


ist,   die  fwthwendigc  und  hinreiclu^ndc  Bedingung  für  die  Endlidikett 
des  Integrales 


in  der  Form 
ergeben. 


00 


J'm 


de 


lim,=  »  {ef{e)}  =0 


Achte  Vorlesuiip. 

Analytische   Ausdrücke   und   allgemeine  Eugen  seh  afton   der 
Functionen  und  ihrer  Integrale  in  mehrdeutigen  Bereichen. 

ludern  wir  zum  Gegenstände  dieser  Vorlesung  die  Auedefanung 
der  vorher  behandelten  Fragen  a\if  Bereiche  machen,  innerhalb  derea 
die  Funcliciu  auch  Verzweigungspunkte  besitzen  darf,  wird  es  «cb 
zeigen,  dass  vermöge  der  Abbildung  der  mehrblättrigen  lilächen  &af 
einblättrige  jene  Ausdehnung  unmittelbar  zu  bewerkstelligen  sei. 

Setzt  man  uämlich  unter  der  Annahme,  dass  f{z)  in  a  einen 
m  fachen  Verzweigungspunkt  besitzt,  in  welchem  m  Blätter  der  Rii 
mann'ecfaen  Fläche  zusammenhängen*), 


M  ^  (^  —  «)■",  also  r  =  M"*  -j-  tt, 
so  dnss  f  {/)  in  v  («)  Übergeht,  so  wird,  wie  mit  Hülfe  der  oben 
Betreff  der  Abbildung  gemachteu  Auueinandersetzung  unmittelbar 
eiuleuchtet,  während  j  sich  mmal  um  den  Punkt  u  windet,  u  sidi 
einmal  um  den  Nullpunkt  bewegen,  und  da  f(z)  nach  m  malif^r  Um- 
kreisung von  R  denselben  Werth  annimmt,  tp  (ti)  dasselbe  bei  ein- 
maliger Umkreisung  des  Nullpunktes  thun ,  d.  b.  es  wird  tp  (n)  in 
der  Umgebung  von  «  ^  0  eindeutig  sein.  Sei  nun  durch  eine  den 
Verzweigungspunkt  n  rnfach  umkreisende  Curve  c.  innerhalb  welcher 
sich  kein  weiterer  Verzweigungspunkt  der  Function  befinden  soU, 
und  durch  andere  innerhalb  dieses  Raumes  gelegene  geschlossene 
Curveu  c,,  c.,,  ■■■(',  eiu  lÜngraum  begräuzt,  welcher  keine  ün- 
stetigkeitapunkte  einschlieaat ,  werde  ferner  diese  F'unction  durch  die 
üben  angegebene  Substitution  auf  die  u-£bene  abgebildet,  so  das« 
die  den  Ciirven  c,  Cj,  c„  . . .  i\  entsprechenden  Linien  fc,  fc,,  dj,  ...  h, 
einfach  geschlossen  sind  und  wieder  die  vollständige  Begräu^ung  eines 
Flächentheils  bilden,  innerhalb  dessen  qo(u)  endlich  und  eindeutig  ist, 
so  wird,  wenn 

die  Abbildungsfunction  des  durch  die  Curve  b  vollständig  begräuit«ii 

*)  wobei  wir  im  Folgeudun  ttel«  anDelinieo ,  doES  die  BieniBDn'Kte 
Flikbe  überhaupt  Dur  aus  oiuer  eadlicbuii  Anzahl  von  Blilttera  beat«ht,  o(f>r 
dau  wenigatenB  nur  Yeraweigungspuaklc  iu  Betracht  komniL-ii,  in  velcheo  onr 
]  endliche  Anzahl  von  Blättern  zasauiuiuahilngt. 
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Raumes  auf  eine  um  den  Nullpunkt  beschriebeue  Kreisfläche  darstellt 
und  die  Linien  c,,  c.>,  .  .  .  Cx  der  Bedingung  unterworfen  werden, 
dass  die  Curven  6^ ,  62  >  •  •  •  ^*  vermöge  derselben  Abbilduugsfunction 
ebenfalls  Kreise  als  entsprechende  Curven  liefern*),  nach  Gleichung 
(15)  der  letzten  Vorlesung 


(6)  (6) 


+ 


+  .li  ww^hmß  ^'^  t^  (^^  -  ^  (^')]  '^^  +  •  •  • 


(61) 
+ 


i^ein,  wenn  /S, ,  /S^,  ...  ßx  die  innerhalb  der  Curven  6,,  62?  •  •  •  ^« 
liegenden  Punkte  bedeuten,  deren  Bilder  die  Mittelpunkte  der  ein- 
zelnen abgebildeten  Kreise  sind.  Substituirt  man  nun  für  u  seinen 
Werth  als  i<\inction  von  z  und  für  v  denselben  als  Function  von  t, 
so  erhält  man  die  in  jenem  Ringraume  gültige  Reihenentwicklung 
von  f{2)  in  der  Form 


—  m 


-Vr""-!"-")' 


(0 

L"! 

^  1  — w 

W     \  KZ  —   «j        I  §        . 

-.  -  _■  y      :  ^         ^    I  fit\  (t  —  a\ 

,^  I  r^  _  „)""  I  _  ^  1 1,  („,  _  „)»'  I 


V  b  -  «)'"J  - 
+     •     •     •     • 


+  ,-^...  -.     rJ"-;^"] — n  Irm-^f^äi^ 


2m7e 

*  [(^  -  a)"'J  -  V  L«x  («X  -«)•"]./ 


*)  Vergleiche  hiermit  die  Auseinandersetzungen  der  letzten  Vorlesung. 


wenn  man  der  Substitution 


=  (-■ 


/),  -  f,  («,  -  «)■■ 
setzt,  iiidem  dieselbcu  Punkte  ia  verschiedenen  Blättern  Werthe  ron 
ß  liefern  werden,  die  sich  nur  um  m'"  Einheitswurzeln  «^  von  ein- 
ander unterscheiden. 

Betrachten  wir  nun  jetzt,  genau  wie  es  für  eindeutige  Functio- 
nen in  der  letzten  Vorlesung  geachelien,  einen  von  einer  um  /=  « 
gewundenen  Curve  begränzten  Raum,  iu  dem  sonst  kein  Verzwei- 
gungspunkt  enthalten  ist,  iu  welchem  aber  für  die  auf  den  einzeln.« 
Blättern  bestimmten  Punkte 


1 


die  Function  f(e)  unstetig  wird*),   so  wird  aus  früher  entwidcelfc^n 
GrDnden,  weil  diese  Punkte  stets  mit  unendlich  kleinen  Curveii  von 


*)  Ea  iat  für  mehrblättrige  Flächen  ta  beuchten,  dass  ein  bestimmtet  Wortb 
der  Variabein  nicht  in  allen  Blättern  zagleicb  U&stetigkcitspuukt  ku  eein  bnucsbti 
so  wird  £.  B,  die  Functiou 


=  I,   nenn   die  Wiirxel  das   positive  Zeichen   erhält,   iincndlidi  gttm,     ^ 
legativen  Werth  der  Quodratwanel  jedoch  rien  Werth  —        «nnehna^^    \ 


während  die  Function 


r+l'-- 


deren  Veraweigungapuakt  ebeofallB  der  Sullpiinkt  ist,  gleichgöltig  ob  yi  •=  — I"  ' 
oder  —  1  ist,  d.  h.  in  beiden  Blättern  fär  .' ^^  1  den  Wertli  oo  annimmt. 

Es  mag  ferner  an  dieser  Stelle  ein  Punkt  ergäast  werden,  auf  den  in    «1^ 
dritten  Vorleautig  noch  nicht  nilher  eingegangen  werden  konnte.     Die  obeu    ^''' 
gebene    Definition   nUmlich   von  DificontinuitiitBpunkten   zweiter  Gattung,  »jw^ 
welcher  man  von  verschiedenen  Bichtungen   her  zu  verschiedenen  su  denuel  *-'*'' 
Punkte  gehörigen  Function alwerthen  gelangte,   ist  offenbar  nur  eine  völlig  ■^'*^' 
ciae  für  die  bisher  betrachteten  FunctLoDeii,  für  welche  dieser  DiacontinniLÄ-^f' 
pnnlt  nicht  zugleich   ein  Verzweigungspunkt  tat,  indem  wir  dabei  stillsch-^**'' 
gend  vorauwetüten ,  dusa  man  sich  in  Richtungen  gegen  jenen  Punkt  hin     '**^ 
wegte,  die  säromtlich  in  dem  betrachteten  Blatte  der  Kiemana'Kchcci  PlÄ*^''' 
lagen,    let  jedoch  jener  singulare   I'unkt  Diücontinuitati paukt  zweiler  Onttunf 
und  VerzweigUDgspunkt  zugleich,   to  soll  die  Definitdon  eines  solchen  Uoale^^ 
keitspunkles  —  die  auch  die  für  einblättrige  Flächen  gegebene  einscblies«*  — 
die  sein,   daes   man  von   Punkten  der  Riemanu'scheu   Fläche   auageheod,    *'*^ 
aof  den  iu  jenem  Verzweigungap unkte  zueamniengehefteten  Blättern  liegen,  o^* 
dii:   durch    einen   continuir liehen  Uebergang   in   der  Umgebung    dieses   PunU^ 
mit  einander  verbanden  sind,  bei  Annäherung  an  jenen  Punkt  in  vorecbiedcDB" 
BJchtungen  za  vcrMhiedeneo  Werthen  gelangt. 
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umschrieben  werden  können^  dass  die  Abbildungen  der  diesen 
entsprechenden  w-Curven  unendlich  kleine  Kreise  sind,  die 
gesammten  von  der  Curve  c  begränzten  Raum  gültige  Ent- 
g  folgendermassen  lauten: 


t/;'[(z-a)-J 


ni         I 


n^)  =  '-^^^  I      ^-^^^^^T  ('  -  «r-'™  dt 


2w 

(c) 


[(« -  «rj 


2-arJ^[(;5-«l'"J 


f{t) 


'1  mni 


[(« -  «)■"] 


(t-a)   -    d<  + 


V  [(«-«)"'] 


V  [(*  -  a)"'J  -  V  [»,  («,  -  «)"■]  ./ 

(Ol) 

die  begränzende  Curve  c  ein   mehrfach  gewundener   Kreis, 
ird  auch  die  durch  die  Function 

_i 

u=  {z  —  «)"»    • 

lete  Curve  h  ein  einfacher  um  den  Nullpunkt  gelegter  Kreis 
3sen  Abbildungsfunctionen  ^(m)  somit  die  Variable  u  selbst 
od  es  geht  dann  die  Entwicklung  der  Function  für  alle  in 
/i  fachen  Kreise  liegenden  Werthe  der  Variabein  in 

W  =  27Jr^-   / ^^^+      2m«i     / j;i+T^^+-< 

(c)  .  (c) 

-■   (Ol) 
1  "]  1  — m 

—  f ,  («,  —  «)"•  I  (<  —   «)    '"      dt-\-  •  ■  • 

«während,  wenn  die  Function  in  jenem  Räume  stetig  ist,  die- 
urch 


(a)  (a) 


138 
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dargestellt  wird,  in  welcher  Reihe  die  Coefficienten  auch  leicht  durch 
die  Dififereutialquotienten  der  gegebenen  Function  für  den  Punkt 
s^a  bestimmt  werden  können;  setzt  man  nämlich 

w  =  (^  — «)^    /'W  =  9>(w), 

so  wird  sich  (p{u)j  da  diese  Function  in  der  Umgebung  von  m  =  0 
eindeutig  und  stetig  ist,  nach  der  Maclauri naschen  Reihe  in  der 
Form 

,,(«)  =  9(0)  +  1^  9'(0)  +  1*^  ^"(O)  +  •  •  • 

entwickeln  lassen,  und  daher 

JL  1. 


M  =  ü 


7 


sein,  worin 


m  — 1 


i^-m  - "  i^-^  (•  -  '■)^) 


W=:ü 


i  =  a 


("^)-»''ft'S'('-")  ■)+"'■» 

2  =  a 


u  =  0 


ist. 

Endlich  erhält  man  aus  (3),  wenn  der  Verzweigungspunkt  « 
selbst  der  einzige  Punkt  ist,  für  den  innerhalb  jenes  Raumes  dw 
Function  unstetig  wird,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 


(5)  .    f(z)  = 


2  mni  I 

J    {t  —  tt 


fit) 


(o) 


dt  +  -^-: -J!) 


m 


+irf<  +  -- 


m 


■ 1  _  j    r  /w^ 


r    .: 


2  m  n  i 


-,rf<  +  -' 


(«) 


(«) 


und  ist  der  m  fache  Verzweigungspunkt  der  Function  der  uneno'*^ 
entfernte  Punkt,  so  wird,  wenn  die  Function  für  denselben  a^^ 
unstetig  ist,  die  Substitution 


1 

u 


den  Nullpunkt  zu  einem  m  fachen  Verzweigungspunkte  und  zugto^^»* 

Discontinuitätspunkte   von   tp  (w)  machen   und .  daher  nach  der  ^ 
aufgestellten  Entwicklung   die   in    der   Umgebung   des   NullpnflW^ 


g 


ültige  Reihe  liefern 
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',(„  +  ... 


'  IM  iu> 


dv  - 


pas   die  der  Umgebung  des  Punktes  s  =00  zugehörige  Ueihen- 
iekluug  der  vorgel^ten  Function 

Ich  Werdens 


alten  Dingen  wieder  die  verschiedenen  Arten  des  Un- 
ihwordens  eiDer  Function  in  einem  »t  fachen  Verzweigungapuiikte 
lüfeu,  bedarf  es  unr  wieder  der  Substitution 


teOfeu,  be 


\{z-aY{{B)\ 


PCS  die  tiotliweudige  und  hinreichende  Bediugiing  dafür  war, 
1  ?i(u)  für  «^0  endlich  ist,  uumittelbur  zu  erkonncu,  dass  f  (e) 
i  und  wur  <lann  in  z^a  endlich  ist,  tvcnn 

^^^^^m  L'benso  zu  schliessen,  Jass  die  Discontiniiitüt  nicht 
law  in  einem  endlichen  Stetigkeitäsprunge  bestehen  knnn,  so 
man  von  Terschiedeueu  Richtungen  her  nur  zu  verschiedenen 
eheu  t^lnction»lwe^t)lcn  iu  ^  =^  r  gelangen  kann,  sondern  dass, 
le  solche  vorhanden,  jedenfalls  auch  einer  der  Werthe  un- 
ich  groes  sein  muss;  ist  der  Mtuche  Verzweiguugsimnkt  der  uu- 
ich  cntfcrnto  Punkt,  sg  ergiebt  die  Substitution  durch  dio  reci- 
X  Variuble 


DQthwendige  und  hinreichende  Bedingung  daför,  dass  f(ß)  in  dem 
Yernveigunffspunkte  i(  ■=■  00  mdlick  ist,  in  der  Form  tiefem 


JM 
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{7} 


=  0 


i  =  x> 


Schliessen  wir  nun  diesen  Fall  aus,  so  wird,  wenn  die  eindeu- 
tige Function  9>(w),  welche  in  u  =  0  unendlich  wird,  überhaupt  Yon 
einer  endlichen  Ordnung  n  unendlich  ist, 

[w»9(n)J, 


M  =  Ü 


worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  eine  endliche  von  Null 
verschiedene  Grosse  sein,  und  in  diesem  Falle  wird,  wie  wir  früher 
gesehen,  die  Entwicklung  von  9>(m)  in  der  Umgebung  des  Punktes 
u  =  0  nur  die  n  ersten  ganzen  negativen  Potenzen  von  u  enthaltoi; 
dann  ist  aber  auch 


[{z  - «)»'  n^)] 


eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse  und  die  Entwicklung 
von  f{z)  in  der  Umgebung  des  m  fachen  Yerzweigungspunktes  «, 
flir  den  sie  unendlich  wird,   wird  nur  die  n  ersten  ganzen  negativen 

Potenzen  von  {z  —  «)"*  enthalten ;  man  sagt  dann ,  /  {z)  ist  in  dm 
m  fachen  Vcrzueigxmgspunkte  a  vmi  der  — '     Ordnung  unendlich,  und 


w»« 


es  ist  klar,   dass  jede  niedrigere  Potenz  von  z  —  «als   die    -    nu* 

f{2)  multiplicirt  im  Punkte  z  ==  a  einen  unendlich  grossen  Werfk 
liefert,  während  jede  höhere  das  Product  verschwinden  lässL  Ist 
aber  (p{u)  von  keiner  endlichen   Ordnung  unendlich,  giebt  es  also 

keine  Potenz  von  (z  —  cc)'",  welche  mit  f(z)  multiplicirt  für  ;?  =  ' 
einen  endlichen  Werth  liefert,  so  wird  f(z),  von  einer  unendlich  hok&L 
Ordnung  unendlich,  in  seiner  Entwicklung  unendlich  viele  ganxe 
positive  Potenzen  von 


enthalten;  ebenso  wird  die  Function  f{z)  im  Punkte  ^  =  cx)  von 

Ordnung  unendlich  sein,  wenn 

7'U)" 


dtf 


fl  ten 
7/i 


n 


m 


eine  endliche  von  Null  verschiedene  Grösse  ist,  und  die  EntwicklöDg 

in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes  wird  nur  Ä^  * 

1 
ersten  ganzen  positiven  Potenzen  von  z'"  enthalten ;  wird  die  OtioM 
des  Unendlichwerdens  wieder  unendlich  gross,  so  schreitet  die  ^^ 
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long  der  FiiDction  uacli  unendlicli  viele»  ganzeu  |iositiveu  Poten- 

1 
Yon  z""  fort. 

£s  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  d.iss  di)3  in  der  letzten  Vor- 
ig über  die  Beziehung  zwischen  der  Ordnung  des  Uiieudlich- 
Ißns  und  der  Gattung  der  Discontiuuitüt  Gesagte  auch  hier  seine 
Ing  behält,  indem  man  nur  durch  die  schon  oft  angeführte  Sub- 
tion  /"(r)  wieder  in  die  eindeutige  Functiou  <p  («)  zu  verwandeln 
tht,  und  es  wird  somit,  bevor  wir  zur  Untersuchung  der  Inte- 
I  in  der  Nähe  der  Verzweigungspunkte  abergehen,  noch  den  über 
In  endlich  werden  der  Functionen  selbst  angestellten  Untersuchun- 
nur  noch  zu  entscheiden  sein,  wie  es  sich  mit  Äbleitungea  mehr- 
(ger  Functionen  in  den  Verzweignngsjinnkten  verhält,  indem  hier 
SÜT  eindeutige  Functionen  bewiesene  Satz,  dass  die  Ableitungen 
I  und  nur  dann  unendlich  werden,  wenn  die  Function  selbst  un- 
|cli  ist,  nicht  mehr  bestehen  bleibt. 

Bevor  wir  nun  zu   dieser  Untersuchung   übergehen,   wollen   wir 
1  Uülfssatz   vorausschicken,    der  im   Folgenden   hünfi^   zur   Än- 
Ivng  kommen  wird. 
Es  werde  der  Bedingung 

'-««), 

tiehfT  f'{z)  eine  in  der  Nähe  von  i 
tomit  nadt  stcigcndf^h  PolmBen  vot 
(,  dwch  das  Wcrihtstjat^^m  i  =  0,  . 
i  •=  aiX -\- a.,z^  +  n 


=  0  dttdcHUgf  und  mdliclte, 
I  cnttvickeHare  Function  be- 
B=  Ü  genügt,  so  dass 

'  +  ••■ 


■  angcnoimwn. 


(^i?)- 


P' 

WtM  verschieden,  dann  soll  ycscigt  werden,  dass  auch  s  als  Ftmc- 
von  t  aufgrfasst  in  dn-  Umgehung  van  t  ^  0  eindeutig  und  end- 
^  und  sich  somit  nach  positivm  sttifiemlcn   Polcnscn  von  t  ctit-   ' 
in  Uiss-t. 

Wenn  nSnilich  s  als  Function  von  I  aufgefasst  für  i  ^  0  meür- 
ig  oder  unendlich  vieldeutig  witre,  so  milssten  nach  den  Aus- 
id ersetz un gen  der  dritten  Vorlesung  in  /  =  0  einige  der  Anf- 
ügen der  Gleichung  (ji)  den  gleichen  Werth  Null  annehmen, 
müsste  /  ^  0  ein  Oiscontinuitatspunkt  zweiter  Gattung  für 
fonctioo  z  sein.  Dass  das  letztere  nicht  statthaben  kann,  ist 
ersichtlich,  dass  dann,  wie  in  der  letzten  Vorlesung  uach- 
m  worden,  s  in  diesem  Punkte  alle  endlichen  und  unendlichen 
9ie  haben  oder  daas 

/■(')-» 
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durch  jedes  z  befriedigt  werden  müsste;  und  wenn  andererseits  mehrere 
jener  Auflösungen  der  Gleichung  (p)  zugleich  für  /  =  0  verschwinden 
sollten,  so  müsste  z  =  ^  eine  mehrfache  Auflosung  von  (r)  sein,  was 
in  Folge  der  Annahme,  dass  f  [z)  von  Null  verschieden  ist,  nicht 
angeht.     Daraus  folgt,  weil  '~^ 

(di\  1  laz\         l 

(^^J  =  r/,,     also     \ji)  =  -,,^ 

ist, 

z=\t-\-  h.fi  +  •  ■  • 

als  eindeutige  Entwicklung  von  z  nach  positiven  Potenzen  von  i  in 
der  Nähe  von  i  =  0. 

Es  wird  nun  leicht  sein,  mit  Hülfe  des  eben  bewiesenen  Satzes 
die  Criterien  über  das  Unendlichwerden  der  Ableitungen  vieldeutiger 
Functionen  unmittelbar  aus  der  Reihenentwicklung  zu  entnehmen^ 
vorausgesetzt;  dass  die  Functionen  in  dem  betrachteten  Punkte  nicht 
unendlich  vieldeutig  sind.  Ist  nämlich  z  =  a  ein  m  facher  Yerzwei- 
gungspunkt  der  Function  w,  welche  in  diesem  Punkte  den  Werth  tr« 
annehmen  mag,  so  wird  nach  den  oben  aufgestellten  Entwicklungen 
derartiger  Functionen  im  Allgemeinen 

w  —  tVa  =  a,,  (z  —  a)"'  +  a^  +  i  {z  —  a)  "'    -| , 

oder  wenn 

1 

{z  —  aY'  =  u 

gesetzt  wird, 

IV  Wa  =  a^i  «''  +  05^,4-  1  «^  +  ^  +  •  •  • 

sein,  woraus 

oder 

1  1 

folgt.     Da  aber  für  hinreichend  kleine  u  die  —     Poten?  dieser  flftC" 

Potenzen  von  u  fortschreitenden  Reihe  sich  wieder  in  eine  ebensolche 
Reihe    entwickeln   lässt,   so  wird   sich   für  Werthe  von  w  innerbslb 

dieser  Gränze 

1 

U  +  tjM^  -f-  63 W^  -{-... 

und  daher  nach  dem  vorher  bewieseneu  llülfssatze,  indem  nur  st» 

t  die  Grösse 

1 


re) 


("::-")' 


Ujtiaclie  Ausdrucke  und  ullgeniei 
statt  '  ZU  substitiiiren  ist, 
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ibeii.    Setzt  man  eudlicU  für  n  seinen  Werth  durch  r  aus^^edrUckt 
erhebt  die  Gleichung  in  die  m"  Potenz,   so  erhüH  inaii  ab  Um- 
rutiirgentwickelung  von  e  als   Function    von   w  atifgefoBst  in  der 
»Stellung  des  Punktes  ?('„  die  Form 

-"-(•^)'i'+'.(^)'+---.r 


— r  ;;^T  +  ■',  (-7,-^) '  +  "=  C^-)  '+■■■• 

I  «lieser  Entwickelung  ersieht  man  unmittelbar,  dass  tc  =  «'«  ein 
■eher  VerzweigungBpunkt  von  e  ist,  uiid  dass  man  somit  aus  dem 
Cangsgliede  der  Flntn Ickelung  von  u>  als  Function  von«  unmitt«!- 
t  aiif  die  Verzweigung  der  GriJaae  f  als  Function  von  w  aufgefasst 
diessen  kann. 

■Es  mag  noch  hinzugei'ügt  werden,  dass,  wenn  dem  Werthe  z  =  tt 
r  Werth  w  =  oo  entspricht,  und  die  Function  Ton  der  ~  Ord- 
ng  unendlich  ist,  aus  der  Gleichung 

-».('-«)  "  +  »„+<(«-«)  ~  +^,+,(»~»)  »  +... 

man  mit  Hillfe  derselben  Schlüsse  wie  vorher,  wenn  nur  —jt  statt 
goaeiei  wird,  die  Entwicklung 

-'-(Ty+'H^)~'''+"'af  "+■■■■ 

^  ergiebt,  worauB  ersichtlich  ist,  dass,  wenn  tv  in  einem  w  faclipn 
^veiguugspiuikte  e  ^  a  unendlich  gross  von  der  Ordnung  **  ist, 
*=  ao  Itlr  die  l''unction  s  eiuen  f/ -fachen  Verzweignngspunkt 
Uit«lll. 

Wenn  jinn  j  =  k  ein  m-facher  Verzweigungspunkt  von  v  und 
t  entsprechende  Werth  w  ==  «„  ein  fi-facher  Verzweigungspunkt 
B  M  ist,  also  nach  den  ebeu  gemachten  Auseinandersetzungen  die 
itirickeluug  besteht 


folgt 
[  (l«)ter 


■  w«  =  u^iz  —  ti)'"  +  «^4.,  {z  —  a)  '■•    + , 
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(' 


"-"'"■"SU 

eine  endliche  von  Null  verschiedene  Zahl.  Da  aber  ausserdem,  wie 
oben  gezeigt  worden,  die  ümkehrungsreihe  von  z  als  Function  von 
tv  folgendermaassen  lautete 

z  —  a=\         — -  )."  +  (U  I  -     -■-  I  '*+..., 


so  wird 


dz m     \  I  W  —  Wa  \  -^        i_  *"  T  ^     "•  /  ^'  ~~  ^a  \ — ^  ~      I 


1      <?i    /m?  —  t(7a\ 


und  somit 

/  u  —  in  V 

also  auch 

m — fi 


z=ir 


endlich  und  von  Null  verschieden,  und  wir  erhalten  mit  der  Zusam- 
menfassung dieser  beiden  Formen  somit  das  Resultat,  dass 

wimn  IV  eine  in  g  =  a  m-dmfige  Function  van  z  und  z  eine  in 

dw 

dem  enUprechonden  Funkte  fCa  ^-deutige  Function  vofi  w  ist,  -ir 

Null  oder  unendlich  gross  ist,  je  nachdem  ft  >   oder   <  m,  wnd 
zivar  sOy  dass 

((,,  _  ,,„y-?"  ^^  „ad  ((.  _  aß'-  ^j 

5  =  ff.  ir=:  Wfg  «=0t  »=«■« 

endlich  und  von  NuU  vei'srhieden  sind]  ist  m  =  fi,  so  wird,  «v 
aus  d<r  Ueihmenkvicklung  ersichtlich,  (j-)    endlich*). 


«=« 


*)  Berücksichtigt  man,  dass  aus  der  oben  nach  Potenzen  von  e  ^a  fort- 
schreitenden Entwickelung  von  w  —  wa  hervorgeht,  dass 

.*^_7l!?f5    also  auch  ^"^r:^)^ 

{z  -  «)'" 

für  solche  Werthe  von  r,  welche  a  unendlich  nahe  liegen,  einen  endlichen,  ^^ 
Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  so  folgt,  dass,  wenn  zwei  dem  Punkte  «  ^' 
endlich  benachbarte  r- Punkte  mit  Z|  uud  z^^  zwei  dem  Punkte  Wa  onen^^ 
benachbarte  entsprechende  ((^-Punkte  mit  u'i  und  w^  bezeichnet  werden, 

Jz^—  a)M  ""  {Zi  —  ay 
ist,  und  wenn 

«?i  —  w<t  =  fi  (cos  tti  +  »sin  a,),  «?,  —  m;«  =  r,  (cos  Of  -f*  *  sin  Oj) 

Zi  —  cc  =^  Qt  (c08  0f|  +  *sin  of,),  z^  —  a  =»  9,  (cos  a^  +  *Biö  «t) 


i 
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Ist  der  m-fache  Yerzweigungspunkt,  in  welchem  die  Function  tv 
den  endlichen  Werth  Wi   haben  soll,   der  unendlich  entfernte  Punkt, 

so  setze  man 

i 

und  es  wird  w  eine  Function  von  t  sein,  welche  in  ^  =  0  einen 
m-fachen  Verzweigungspunkt  hat;  sei  nun,  wenn  t  als  Function  von 
w  aufgefasst  wird,  w^  ein  fi-facher  Verzweigungspunkt  von  t,  also 
auch  von  z,  so  wird  nach  dem  eben  gefundenen  Satze 

{^^  ^)  und  ((.  - «,;;-"  g) 

endlich  und  von  Null  verschieden  sein,  und  da 

dw dw  de dw  .^ 

'dt  ~  dz    Tt  dz^  ' 

so  folgt,  dass 

/»^Hzi^^^x  /  ,^^^  dw\  *) 

(z  -    -j^j  nad[z\w^w,)   ^    -jj) 


gesetzt  wird, 

\  [cosm  (ot  —  o,)  +  t  sinm  (a,  —  a, )]  =  ^  [cos  fi  (a,  —  «,)  +  tsinfi  (a,  —  «,)] 

oder 
und 

zwei  Be2dehungen,  welche  an  Stelle  der  in  der  zweiten  Vorlesung  für  den  Fall, 

Am 

da98  j-   weder  Null  noch  unendlich  ist,  entwickelten  Eigenschaft  der  Aehnlich- 

keit  in  den  kleinsten  Theilen  treten  werden. 

*)  Um  aus  der  Klammer  des  letzten  Ausdruckes  die  Variable  z  zu  eliminiren, 
bmiicht  man  nur  zu  beachten,  dass,  wenn 

iL  tt±l 

w  —  u?i  =a^t^  +  a^+i*  *"    + 

gesetzt  wird, 

m  m+1  m  1 

und  daher 

-(=i=)"'+'.("rr)~+ 

^^t'd,  und  dass  sich  somit 

^ÖBigtberger,  rtlipt.  Fanoi.  10 
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endlich  und  van  Null  verschieden  und  daher,  wie  aus  dem  ersten  Aus- 
drucke hervo7'geht,    -j-  jedenfalls  Null  ist. 

Betrachten    wir  jetzt    den    Fall,    dass   für   j?  =  a,    welches  ein 
/H-f acher   Verzweigungspunkt   von    tv   sein    soll,    der    entsprechende 

Werth  von  w  unendlich  gross  sei  und  zwar  von  der  —      Ordnung, 

so  wird,  wenn  z  als  Function  von  w  aufgefasst  wird,  nach  dem  oben 
entwickelten  Satze  iv  =  oo  ein  ft-facher  Verzweigungspunkt  von  z 
sein,  und  daher,  nach  dem  oben  gefundenen  Resultate,  in  welchem 
nur  w  mit  z  und  ft  mit  m  zu  vertauschen  ist, 

V''      dlv) 

also  auch 

/_  J_.  dtc\ 
\  '^  dz) 

einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  annehmen;  da  aber 

w  =  a^(z  —  a)    "'  +  a^^.i(;8f  —  a)      "»    -j- .  .  . 

-=a,{z  -  «)--{!  +  ?^  (^  -  a)^+  .  .  .} 
ist,  so  wird 

m-^fi  m-{-^  w-f-M  1 

tv      ^    =  a^      t^     (^  —  a)  »»"  |1  +  6,  (j2f  —  a)»"  + } 

sein,  und  daher 


;•=«;  t(j=:  » 


endlich  und  von  Null   verschieden,   und  somit  -i-    von  der  Ordnung 

"*^^  unendlich  gross. 

Es  bleibt  uns  endlich  noch  der  Fall  zu  betrachten  übrig,  dass 
die  Function  w  im  Punkte  j?  =  cx),  der  ein  w-facher  Verzweigungs- 
punkt sein  soll,  selbst  von  der  —      Ordnung  unendlich  ist.    Dieser 

reducirt  sich  jedoch  durch  die  Substitution 

1 

9/  N    ü~  dir\  I        dz 


dz   I  I  ^±t 

ergiebt,  welches  die  gesuchte  endliche  und  von  Null  verschiedene  Grösse  Üe»*"* 


8=09,    ir=Wi 


ytiBolie  AiiBtltflcke  tiiiil  allgemeine  F.igcnechaftei 


te!bar  auf  den  vorigen,  iudem  dadurch  dieselben  Eigensebaften 
e  /-Variable  auf  deu  Null|iuiikt  übertragen  werden,  und  da  dann 


I 


von  Null    Terschiedeu   ist,   so   ergiebt  sieb  in   unserui 


«c  von  Nuü  verschmh-rif-  rmUiche  Ziihl,  t 
\   gross,   je   nachilnn    m  >   mier  <  ft   i 


IJ^    Nvü  o<ln- 
und  etuilich,   w 


[achJem  wir  die  Art  des  Unendlichwerdens  der  vieldeutigen*) 
iou  und  deren  Ableitungen  uutersucbt  haben,  behandeln  wir 
«n  für  eindeutige  Functionen  erörterte  Frage,  waiiu  Unstetig- 
nubte  der  Riemannschen  Fläche,  welche  zu  gleicher  Zeit  »«-fache 
eigungsp linkte  sind,   zum  Zwecke   der  Zerlegung  der  Iliemann- 

Flüche  and  der  Herstellung  der  Eindeutigkeit  der  auf  dieser 
imenen  Integrale    aus zuschli essen    sind    und   wann  nicht,    oder 

der  durch  das  um  den  Unstetigkeitspunkt  genommene  geschlos- 
btegral 

■teilte  Stetigkeitssprung  ttir  das  Ueberschreiten  tles  zugehörigen 
ehnittes  verschwindet. 

fnu  laatet  aber  die  in  der  Umgehung  eines  im  Endlichen  ge- 
rn, ffl-fachen  Yerzweiguugspunktes  a  gUltige  Reibenentwicklung 

BaQ  siebt,  daas  die  (irüsse 


]  irob«i  KM  beaohUu,  daas  alle  uneere  UiiterBuchiiDgen  sich  auf  Fuuctio- 
nogen,  für  welche  die  Aiizahl  der  einem  Puukte  zageliGrigeD  Wertlie  eiuc 
be,  oder  ullgemeiuer  aul'  diejenigen  Punkte  vieldeutiger  FuneHonen,  in 
tt  Ui  ^e  endliche  ÄnzAhl  von  Blättern  autammanhing. 
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J    (t  —  a 


^^'l^ät=imdt 


von  dem  Factor 


1 

2tnni 

abgesehen  der  Coefficient  des  Entwicklnngsgliedes 

1 

Z  —  a 

ist;  und  dass  daher  der  für  eindeutige  Functionen  gefundene  Satz 
auch  hier  bestehen  bleibt,  dass  der  UnsteHgkeifspunkt  a  nur  dann  nidd 
auszuschliessen  ist,  wenn  der  EntmcMungscoefficient  der  negativen  Po- 
tenz von  z  —  cc  verschmndet. 

Ist  die  Function  ini  unendlich  entferhten  Punkte  unstetig,  and 
dieser  Punkt  zugleich  ein  m-facher  Yerzweigungspunkt  derselben,  so 
zeigt  die  Substitution 

dass 

ist,  worin  ip{t)  in  ^  =  0  unstetig  und  wiederum  m-fach  verzweigt  ist, 
und  da  vorher  gefunden  worden,  dass  das  letzte  Integral  von  r — . 

abgesehen  der  Entwicklungscoefficient  von  —  in  der  Function 
ist,  so  wird 

der  Entwicklungscüefficient  von  z  in  der  Function 

z^  f{z) 

oder  der  Entwicklungscoefficient  von  —  in  der  Function  f{g)  sein, 

wie  auch  aus  der  oben  aufgestellten  Reihenentwicklung  von  f{B)  in 
der  Nähe  des  unendlich  entfernten  Punktes  unmittelbar  geschlossen 
werden   kann;   es  wird   somit  das  Verschtvinden  des  Coeffkienten  t'(W 

—  in  der  Entwicklung  von  f{z)  andeuten,  dass  der  unendlich  entfernte 

Punkt,  wenn  auch  ein  Unstetigkeitspunkt  der  Function,  doch  nidU  aus- 
zuschliessen ist. 

Es  kann  femer  bemerkt  werden,  dass,  wenn  die  Ordnung  des 
Unendlichwerdens  eine  endliche,  der  m-fache  Verzweigungspunkt  sbo 
ein  Discontinuitätspunkt  erster  Gattung  ist,  der  Entwicklungseoef&i^nt 
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Toii  (z  —  a)~  '  durch  Differeutiation  der  gegebeueii  Function  gefunden 
werden  kann.  Denn  sei  die  Function  f{ü)  m  z^u  von  der  -  ""  Ord- 
nung unendlich,  so  wird,  wenn 

(.-.)-/■(«) -FW 

gesetst  wird,  F{g)  noch  in  5  =  k  m-fach  verzweigt.,  aber  endlich  sein, 
und  sich  daher  nach  dem  Früheren  die  Reihenentwicklung  ergeben 

(i  -  ..)-/■(«)  -  Ji-(.)  -  o„  +  a,  (•-  -  »).i  +  „,  (j  _„)-+... , 

in  welcher,  wie  oben  gezeigt  worden,  die  Coefficienten  a„,  fi^,  ■  ■  ■ 
durch  Differentiation  aus  F(z)  gewonnen  werden  können ;  da  nun  der 
Coefficient  von 


der  Entwicklung   von   f{s)  sich  iminittelbar  aus  der  obigen  Iteiho 
ils  die  Grösse 

ergiebt,  so  ist  die  obige  Behauptung  gerechtfertigt. 

Nachdom  nun  festgestellt  worden,  wann  der  Unstetigkeitapunkt, 
r  zugleich  m-facber  Verzweigungspuukt  sein  sollte,  auszuachliesson 
.  und  wann  nicht,  erübrigt  noch  die  Untersuchung  der  Integrale 

CQr  den  Fall,  daes  n  ein  Uustetigkeitspunkt  und  zugleich  m-facber 
Verzweigungspunkt  von  f'{z)  ist,  und  a  —  was  immer  angenommen 
Iferden  darf  —  in  der  Umgebung  von  a  liegt. 

Da  die  Function  /"(e),  wenn  dieselbe  in  ^  =  rt  von  der  —  Ord- 
ig  unendlich  ist,  sich  in  der  Umgebung  von  cc  in  die  Form 


/■(«)  -  o.  +  « 


^-r  +«,(»-■■)-  +  ■ 


--■-  + 


„y 


•)" 


ietz«D  lüast,  so  wird,  wenn  die  nacll  positiven  Potenzen  von  (£  —  «)•" 
fortechreitende  erste  Horizontalreüie  mit  tlr{e)  faezeiclmet  wird,  wobei 
fr(5)  eine  in  tt  mdeutige,  aber  iu  dem  betrachteten  Bereiche  stets  end- 
dje  Function  vorstellt,  die  Integration  zwischen  a  und  «  das  Re- 
nltat  ergeben: 


\'/J 


AcLte  Toriesnng. 


+ 


w    1  _     •       ♦  ' 

—  —    +  1 . 


J 


u 


M—  I 


ü  —  a)       " 


+1 


+ 


— "  +1' 


a 


worin,  wenn  n  <  m,  die  Glieder  der  dritten  und  vierten  Horizontal- 
reihe  nicht  mehr  vorkommen. 
Da  aber 


a 


sowohl  als  auch  die  Ausdrucke 


K 


[(z-a)    "■+'],  ...\(z-a)    "'»'■^*J 


a 


endlich  sind,  so  wird  es  sich,  um  zu  beurtheilen,  ob  das  vorgel^ 
Integral  endlich  oder  unendlich  ist,  nur  darum  handeln,  die  Glieder 
der  beiden  letzten  Horizontalreihen  zu  prüfen,  und  man  sieht  un- 
mittelbar, wenn  man  berücksichtigt,  dass  das  Integral 


a 

'  dz 


r  dz 

Jz-a 


a 


aus  den  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelten  Gründen  unendlich 
gross  ist,  und  die  folgenden  Ausdrücke  sämmtlich  algebraisch  unend- 
lich werden,  dass  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafSJ*» 
dass  das  vorgelegte  Integral  einen  endlichen  Werth  habe,  sich  die 
ergiebt,  dass  die  Coefficieuten 

Z^m  =  im  + 1  =  •  •  •  =  6»  =  0 

sind.  In  diesem  Falle  würde  aber  die  obige  Entwicklung  von  fW 
die  Form  annehmen 


und   sich   ilaber  als  notbwendige   Bedingung  für  daa  Endlichbleiben 
des  laterales 

[(j-<.)fl.)]-0 
ergeben. 

Daas  aber  diese  zuletzt  gefundene  Bedingung  auch  die  hiu- 
Teichende  dafür  ist,  dass  das  Integral  endlich  bleibt,  lehrt  der  Anblick 
der  obigen  Reibenentwicklung  von  f{/),  indem,   wenn  dieselbe  mit 

ft  multiplicirt  und  e  ^^  a  gesetzt  wird,  der  Gränzwerth  diese.-i 
Ansdniekos  nur  dunn  weder  endlich  noch  unendlich  werden  kann,  wenn 

b,„^K.  +  i =  6.  =  0 

ist,  und  wir  finden  somit,  dasa 

tlic  nothuenJige  ««rf  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  (lir  riiic 

in  einem  m-fachcn  Vcrttveigungsjnitiläc  «  Hncndlich  gross  iveriletitlr 

Function  f{z)  chs  Inlciß-al 
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A»)-*W  +  - 


-,  + 


;+■■+- 


in    icdchan 
Werlh  Ulli, 


der   Umgehiivij   von    et   Vuyl ,    einen   ettdlichci 

[{s  ~ «)  a^)] = 0 


ist, 
bio  iu  der  Form  dieselbe  wie  die  für  eindeutige  Functionen  gefundene. 

Die  für  f{e)  aufgestellte  Reihenentwicklung  sowie  das  über  diese 
Ifitwicklnng  genommene  Integral  läsat  ferner  unmittelbar  erkennen, 
•S8,  wenn 

K« -«)/■(«)]  ^^ 

tiiUich  iät,  nur  die  Coefficienten 

Bud,  während  li„.  einen  endlichen  Werfli  hat  und  umgekehrt,  so  dass 
In  diesem  Falle 

>■'"" 

imndlich  tcird  wie  das  Integral 

<fco  nach   der  iu  der  letzten  Vorlesung  eingeführten  Ausdrucks  weise 
iyarilhmisch  U7iendlich. 
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Ist  endlich 


[(r  -  «)  fie)] 


s=:  a 


unemilich  gross^  so  werden  nicht  alle  Coefficienten 

verschwinden  können,  und  Homii  jedenfalls  algebraische  Unendlichkeiten 
in  dem  Integral  enthalten  sein,  wobei  das  logarithmiscJi  Uncndlick- 
iverden  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Dass,  wenn  die  Function  von  einer  unendlich  hohen  Ordnung 
unendlich  ist,  das  Integral  jedenfalls  einen  unendlich  grossen  Werth 
annimmt,  folgt  einfach  daraus,  dass  nach  Integration  der  Reihe  für 
f{z)  im  Resultate  jedenfalls  algebraische  Unendlichkeiten  von  unend- 
lich hoher  Ordnung  vorkommen  müssen. 

Zur  Vervollständigung  dieser  Untersuchungen  sind  nur  noch  In- 
tegrale zu  betrachten,  die  in  die  Unendlichkeit  führen,  wenn  ange- 
nommen wird,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  ein  m-facher  Ver- 
zweigungspunkt der  Function  ist.     Setzt  man  aber  in  diesem  Falle 

SO  geht  das  Integral 


ß 


f{z)  dz 


in 

"»^>  dt 


-J 


a 


über,  worin  die  Function  ^j  ■  in  t  =  0  einen  m-fachen  Verzweignngs* 

punkt  besitzt;  da  aber  dieses  letzte  Integral  endlich,  logarithmisch  Qii' 
endlich  oder  algebraisch-logarithmisch  unendlich  wird,  je  nachdem 

t=0  t=0 

verschwindet,  oder  endlich  oder  unendlich  gross  ist,  so  folgt,  dass. 
das  Integral 


oo 


J 


m  de 


endlich  oder  logarithmisch  unendlich  oder'  algeh'aisdi'logarithffii^ 
uneniitich  ist,  je  nachdern 


Z=Z  X 


verschwindet,  endlich  oder  unendlich  gi'oss  ist. 

Wir   wollen  diese  Vorlesung  mit  einer  Untersuchung  über  w^ 
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iTin^  der  Kiudeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  der  Function  und  ihrer 
BHf;  bescbliessen ,  deren  Resultate  wir  apUter  bei  der  Behand- 
ler einzelnen  Functionsklassen  gebrauclien  werden,  und  dürfen 
if  den  Fall  beschränken,  dass  die  Ableitung  einer  Grösse  w  als 
on  von  ir,  nicht  als  Function  von  z  gegeben  ist,  indem  die 
dliing  der  Gleiehuug 

Ib  keiner  weitern  Schwierigkeit  unterliegt,  weil  man  fix)  in 
Dgebung  des  zu  untersuchenden  Punktes  nach  den  obigen  Sätzen 
heil  von  ganz  bestimmtor  Form  entwickeln  und  somit  durch 
fction  ITlr  m  selbst  eine  bestimmte  Kntwickluugsform  finden, 
line  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  für  den  betrachteten  r-Puukt. 
lelbar  feststellen  kann. 
n  also  die  zwischen  w  und  ^  bestehende  Beziehung 

-;-:—««•). 

wir  aus  der  Eindeutigkeit  und  Vieldeutigkeit  von  /"(«■),  als  Func- 
in  tv  anfgefasst,  auf  die  Eindeutigkeit  uud  Vieldeutigkeit*)  von  w 
Dction  von  ;  achliesseu  wollen,  so  wird  für  eiuen  bestimmten  aber 
gen  endlichen  Wertli  *„  der  Variabein  z  die  Function  ic  endlich 
Dendlich  groBs  sein  können,  und  indem  wir  die  Untersuchung  mit 
WUe  beginnen,  in  welchem  dem  WertLe  r„  ein  endlicher  Werth 
blTJcht,  snchen  wir  die  uothwcndige  Bedingung,  der  fite),  als 
ioD  von  tv  aufgefasst,  genügen  muss,  damit  w  eine  für  £^  ein- 
S  Function  wird.  Soll  dies  aber  der  Füll  sein,  so  muss  w  nBch 
»den  jKisitiven  Potenzen  von  z —  ^^  entwickelbar  sein,  so  dass. 
Sangenommen  wird,  dass  die  erste  nicht  verschwiudi'ude  Potenz 
Mst, 
|.    ic-w,  =  a„  {z  -  „'..)"  +  «„  +,(.--  Z.X  +  '  +  ... 

«■  -  «'„  =  a.  (^  -  ^,>)-  \l  +  "^  (^  -  z„)  +  .  .  .j 

,linii  es  folgt,  wenn  zur  -  Potenz  erhoben  und  die  Klammer, 
\  wir  in  ihrer  Umgebung  von  t„  bleiben,  nach  positiven  steigen- 
tetenaen  von  z  —  in  eatwckelt  wird, 


f«ob«i  V 


-  (J  -  J.)  {  1  +  S,  (-■   -  J.)  +  b,  (!  -  !„)■'  +  ■ 


a  Folgenden,  wenn  wir  w  in  r^  einileiitig  oenneii,  nicht  blona 
ietwo,  daM  eine  einmiLligo  Umkreiaung  den  Punktes  t^  keine  Verändcriiiig 
liction  rr  hcrvorraft,  sondern  daae  auch  «o  ^^'  <"  nicht  etwa  ein  Diucori- 
Miaki  zweiter  Gattung  ist 
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so  dass  nach  dem  oben  bewiesenen  Hülfssatze  z  —  z^  in  eine  Reihe 

nach  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  [w  —  m7o)*  entwicfcel- 
bar  ist,  deren  erstes  Glied,  wie  aus  der  vorstehenden  Entwicklang 
unmittelbar  ersichtlich  ist,  der  Ausdruck 


("^'•) 


n 


ist  und  die  daher  die  Gestalt  hat 

1 


(III) z-z,=  ("-"-)"  +  <^x  C«'  -  «'o)-  +  •  •  • 

Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung  (II),  so  folgt 

57  =  na«  [z  —  -sTq)"-^  +  (w  +  1)  a»+i  (^  —  z^""  ^ , 

woraus   sich   durch  Einsetzen   von   (III)   ergiebt,   dass  sich  ^  -  nach 


dz 


steigenden  Potenzen  von  (w  —  w'^)"  in  der  Form 

1  n  -  1  11  »'-f.  1 

7 

-  «  n 

dz 


_-  =  na^  {w  —  w'o)  «    4-  ^1  {tv  —  Wq)""  +  d^  {w  —  tv^)  "     + 


darstellen  lässt,  und  dass  somit  die  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass 

w  in  dent  Punkte  je«,  für  den  Wq  ein  n-facher  VerzweigungspunU  vm 

f[w)  istj  eine  eindeutige  Function  von  z  wird,  die  ist,  dass  die  Ent- 

tvicklung  von  f{w)  in  der  Umgehung  des  Punktes  w^  nach  steigefiden 

1 

Potenzen  von  {w  —  n'„)**  mit  dem  Gliede 

nj--  1 

{w  -  W'o)~^ 

anfange;  zugleich  ersieht  man,  dass,  ivenn  w  >  \,  die  Function  fl^] 
für  IV  =  iVq  vcrschivindeny  und  wenn  n  =  l  d,h,  ivenn  f{ic}  in  tc^^i 
eindeutig  ist,  f{w^)  ucgmi  der  Endlichkeit  von  a»  von  Nuü  verschiedeii 
sein  muss. 

Aber  es  lässt  sich  auch  umgekehrt  zeigen,   dass,   wenn  in  i^ 
Differentialgleichung 

dw         ri    \ 

in  welcher  z  =^  z^^,  ir  =  w^^  entsprechende  endliche  Werthe  sein  sol- 
len,   die  Function  f{w)  für   ?r  =  ^^^  n- deutig  und  nach  steigend«" 

Potenzen  von 

1 

(«'  —  2t'o)" 

entwickelt  das  Anfangsglied 

n  -  1 
{W  —  Wq)    »» 
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!sitzty  w  in  der  Umgebung  des  entsprechenden^  im  Endlichen  liegen- 
n  Punktes  z^  eine  eindeutige  Function  von  z  ist.  Denn  da  unter 
eser  Voraussetzung 

,  n  —  1  n^ 

t,  SO  folgt,  wenn 

_i 

{to  —  Wq)  »  =  m;' 
setzt  wird,  , 

er 

dw'       et    .    Ca     /    , 
dz        n     *    n  '  ' 

>rin  rj  von  Null  verschieden  ist. 

Dass  aber  einer  Gleichung  von  der  Form 

>rin  dem  Werthe  z  =  Zq  der  Werth  tv  =  0  entspricht,  und  in  wel- 
er  F{w)  im  Punkte  w'  =  0  eindeutig,  endlich  und  von  Null  ver- 
mieden ist,  ein  im  Punkte  z^  eindeutiges  Integral  tv  als  Function 
n  jE^entspricht,  geht  aus  der  reciproken  Gleichung  der  obigen 

dz  1 

dio         F^w') 

imittelbar  hervor;  denn  da 

1 

F{w) 
>enfalls   für   w'  =  0  eindeutig,    endlich    und   von  Null   verschieden 
t,  so  wird  sich  diese  l?\inction  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
ach  ganzen  positiven  steigenden  Potenzen  von  u'  entwickeln  lassen 
nd  daher 

5^  =  «0  +  «1  ^^'  +  «2««^'^  H 

)der 

^  —  ^0  =  «ü  ^^''  +  "2  '^^'^  +  •  •  • 

rgeben,  worin  a„  von  Null  verschieden  ist.  Hieraus  folgt  aber 
wiederum  nach  dem  schon  mehrfach  benutzten  Httlfssatze,  dass 

]r{^  —  ^o)  +  ß\  (^  — ^o)'  +  -.-, 
ISO  tt"  eine  eindeutige  Function  von  z  —  z^  ist,  und  dass  daher,  weil 

f/'  =  fr'"  4"  ^^'0 
i^setzt  worden,  die  Entwicklung  von   iv  nach  Potenzen  von  z  —  z^^ 
^  der  Form 

w  —  w^  =  ->-  {z  -  z^Y  +  yi  (^  —  ^0)  "  +  *  +  •  - 


w  = 

Ott 
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darstellbar^  somit  w  eine  in  ^  ^=  Zq  eindeutige  Function  von  g  ist. 
Die  oheit  gefundene  Bedingung  ist  somit  die  nothwendige  und  hin- 
reichende, und  man  sieht  hieraus  zugleich,  dass,  wenn  f(tv)  in  w  =  if^ 
eindeutig,  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  jedenfalls  w  in  i^ 
eindeutig  sein  muss. 

Entspricht  jedoch  ein  endlicher  Werth  w^^  der  Function  u>  dem 
Werthe  z  =  cx>,  so  wird  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  tv  in  der  Umgebung  von  ^  =  cx>  eine  eindeutige  Function 
von  z,  mit  der,  dass  tv  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  eine  eben- 
solche Function  der  Variabein  j?,  ist,  welche  mit  z  durch  die  Gleichung 

1 

'         z 

verbunden  ist,    zusammenfallen;   indem  diese  Bedingung   aber  nach 
den  Gleichungen  (II)  und  (HI),  wenn 

m;  —  w?„  =  anZ{^  +  a„  +  i  z^""^^  +  •  •  • 
und 

gesetzt  wird,  durch  die  Entwicklungsform 

^  =  wa„«"  {w  —  /f„)~«     +  d,  {iv  —  tv^y  H 

dargestellt  war,  so  wird  die  gesuchte  Bedingung  in  den  gegebenen 
Variabein,  da 

dtv dw  dZf dw      2 

dz         dz^  dz  d  Zi    ^ 

ist,  durch 

dz  =  -  ^i««"  («'  —  ^^^u)  "    +  ^'i  C^'  —  «'())  "    H 

ausgedrückt  sein,  also  f(w)  nach  steigenden  Potenzen  von  w  —  w^ent- 
wickelt  mit  der  -^-  Potenz  heginnen  müssen;  ist  somit  f{w)  in  die- 
sem dem  unendlich  entfernten  ^-Punkte  entsprechenden  endlichen 
Punkte  tv^  eindeutig,  so  muss  die  Entwicklung  von  fite)  mit  {to  —  «^0)' 
beginnen. 

Gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  des' Falles  über,  dass  dem  end- 
lichen Werthe  z^,  in  dessen  Umgebung  das  Integral  jener  DifiFerential- 
gleichung   untersucht  wird,   ein  unendlich  grosser  Werth  von  iß  ^' 

spricht,  so  wird  sich,  wenn 

1 

tv  --  — 

V 

gesetzt  wird,  die  zwischen  v  und  z  bestehende  Gleichung  in  der  Fonn 
ergeben 


Auxiltilvke  Niiil  allpieniciri«  EigctJBchuKvii  iJ'.t  Fundioiifn  e 


-»'/(i). 


in  Wfkk-r  dem  Wertlie  s  =  s,,  ehr  Fiiaclioiialwerth  '  =  0  entspricliL 
Da  nun  aWr  diese  Gleichung  wieder  die  l'Vin  der  früheren  besitzt 
and  auch  die  vorher  aufgestfUte  Bedinguug  errnllt,  dass  endliclie 
Wertlif  der  Vririabeln  sieh  entsprechen,  wird  die  uothweudige  und 
liinreieJieude  Bedingung  dufür,  dass  v  in  der  Umgebung  von  ?„  ein- 
drolig  iety  die  sein,  dass  die  Entwicklung  von  v^f(    )  nach  steigenden 


Potenzen  ron  v  mit  v   "     oder  die  von  f\-~)  mit  i 
■Iwr  V  mit  ip  gleichzeitig  eine  eindeutige  Function 


beginnt;  dn 

in  der  Um- 

Kefanng  Ton  e„  sein  muss,  so  wird  dw  noihivmäiije  und  hinreicheiulv 

JMiitgvnff,  auf  die  «'-Variable  übertragen,  lauten,  es  muss  die  Eni- 

"  +  -' 

Vtetlung  Don  f^w)  »ach  fallenden  Potenzen  von  w  mü  w  "  anfangen, 
dass,  wenn  der  onendlich  entfernte  Punkt  für  die  Function  /'("■) 
1  eindeutiger  Punkt  ist,  die  Entwickhing  von  f{w),  wenn  dem  end- 
cheu  Werthe  ^  =  ?„  ein  unendlich  grosser  Werth  von  w  entspricht, 
beginnen,  /"("')  somit  fflr  w  ^  oo  von  der  zweiten  Ordnung 
tieodlich  sein  muss. 

Ä'oW  i-ndlkh  M'  =  oo  dvm  unendlich  cntfmilm  z-Punklc  misprechm, 
wird,   da  nach   dem  oben  gefundenen  Resultate  die  Entwicklung 
,  1  ^  '.+ ' 

***    r'/^    )  nach  steigenden  Potenzen  von  v  mit  v  "     beginnen  muss, 

»leaige  vyn/'(j^^mitw     "     ,  also  die  von  }  iw)  nach  fallenden  l'otenam 

w  mit  w  '  anfangen  miissm;  ist  f{w)  für  w^=iXj,  welcher 
"^rth  j  *=  oc  entepricht,  eindeutig,  so  muss  die  Entwicklung  mit  ie" 
^'ifMgen  d.  h.  f(w)  für  w  =  rx  endlich  und  von  Null  verschieden  sein. 
Es  läfist  sich  aber  aucli  leicht  durch  die  Form  der  Entwicklung 
ICD  f{w)  entscheiden,  ob  einem  endlichen  oder  unendlichen  Werthe 
»öa  £  ein  endlicher  oder  unendlich  grosser  Werth  des  lo  eutAprecben 
kfinn,  wenn  beide  Variable  durch  die  Differentialgleichung 

ait  einander  verbunden  sind,  und  angenommen  wird,  dass  die  be- 
trachteten «^Punkte  für  /"{w)  weder  unendliche  Vieldeutigkeitspunkte 
noch  Discontinnitätepunkte  zweiter  Gattung  sind.  Denn  habe  die 
Entwicklung  von  f{w)  in  der  Umgebung  des  endlichen  Werthes  «-„ 
lia  form 

*  t-M 

f(w)  =  Oi^w  —  Wo)"  +  n»+ 1  (w  —  ip„)  "    -I , 

rorin  t  lüue  positive  oder  negative  gansie  Zahl  bedeuten  soll,  eo  wird 


/; 
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und  daher 

oder 

J  f^)  =  ci,  '  log  (fr  —  ic^)  +  f/,  («r       7r„)-  H ,  wenn  /:  =  «, 

i 
sein,  somit  der  Werth   dieses  Integrals  endlich,   wenn  der  Bruch  - 

kleiner  als  die  positive  Einheit,  und  unendlich  gross  ist,  wenn  der- 
selbe die  Einheit  iibcrtriift  oder  derselben  gleich  ist;  wir  sehen  femer 
hieraus,  dass  in  dem  einen  Falle  dem  endlichen  Werthe  w^  ein  end- 
licher, in  dem  andern  ein  unendlich  grosser  Werth  der  Variabein; 
entspricht.  Genau  ebenso  ist  einzusehen,  dass,  wenn  f(w)  in  der 
Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes  nach  fallenden  Potenzen 
von  to  entwickelt,  die  Form  hat 

worin  k  wieder  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  abo 
ist,  durch  Multiplication  mit  dw  und  Integration  folgt 


j 


/>)  =  "     //      "  ^^'^        +diiv    »  H ,  wenn  i>n, 


oder 

Am?  - 1  -  - 

/  ^.7^  ==-  ttj^  *  log  M?  -|-  rfj  t<?    •»  + ,  wenn  k  =*  »» 

und  dass  daher,  wenn  grösser  als  die  positive  Einheit  ist,  das  Iß' 
tegral  endlich  wird,  und  dass  es  einen  unendlich  grossen  Werth  ab- 
nimmt, wenn   -  kleiner  als  die  positive  Einheit  oder  derselben  gl^ 

ist,  so  dass  dem  ersten  Falle  ein  endlicher,  dem  zweiten  ein  uiiend' 
lieh  grosser  W^erth  des  z  entspricht. 

Fassen  wir  die  eben  gefundenen  Resultate  zusammen,  so  ergieß 
sich  folgender  Satz: 

SoU  untersucht  werden,  oh  die  durch  die  Differentialffleichung 

£=/•(«■)*) 

•)  wobei  vorausgesetzt  wird ,  dass  /'(«?)  für  keinen  Punkt  der  to-£bene  un- 
endlich vieldeutig  wird  oder  einen  Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  hat 
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lirte  Function  von  z  für  alle  Werfhi-  iHesii-  Variahdn  (oder  für 
%e  Werthe  derselben  diese  eine  eindeutige  Function  ist),  so  toird  die 
VnffuHg  tu  erfüllen  sein,  dass  /"(«■)  für  einen  belichli/en  endlichen 
Hh  Wa  tiach  steigenden  gartten  positive»  Potenzen  von  w  —  tOg  ent- 
\elt,  wenn  der  Exponent  des  Anfangsgliedes  kleiner  als  die  posilivr. 

MJJ"""    be- 
n  Gliede  von 


Form  {w  —  (Co)  "  .  Ferner  mitss  f(u>)  nach  fdUentlen  Poteneen 
w  eniwieheÜ,  wenn  der  Exponent  des  Anfangsgliedes  grösser  als  die 

ive  Einheit  ist,  mit  tc  "  ,  und  u-enn  kleiner,  mit  w*'  anfangt^ ; 
titlen  FUilen  darf  aber  der  Exponent  nieht  die  posilire  EinJieit  sein. 
Muff  nun  endlich  iiocb  die  über  die  Beziehung  der  Eindeutigkeit 
Vieldeutigkeit  zwischen  der  Function  und  ihrer  Ableitung  ange- 
le Untersuchung  dahin  verallgemeinert  werden,  dass  wir  eine 
ereiitialgleichung  von  der  Form 


tit  ist,   mit  einem  Änfangsgliede  von  der  Form  {tc  - 
,  und,  wenn  derse&e  grösser  als  die  Einheit  ist,  mit  eht 


£-n«.') 


runde  legen,  in  welcher  wir  aus  der  für  ein  zusaramengebüriges 
rthsjstem  w  =  Wj ,  e  ^  z„  festgestellten  Eigenschaft  der  Eindeu- 
leit  von  f{w,  z)  auf  die  Eindeutigkeit  von  w  als  Function  von  z 

imjenigen  Punkte  z^  schüessen  wollen,  welcher  dem  Functional- 
Üie  iVq  entspricht. 

Bevor  wir  jedoch  auf  die  Durchführung  dieser  Untersuchung  näher 
leben,  wollen  wir  die  Herleitung  einiger  Ungleichheiten  voraus- 
Bken,  die  häufig  bei  derartigen  Fragen  zur  Anwendung  kommen. 

Bei  V{i*')  eine  iu  ic  ^  w^  eindeutige  uud  endliche  Function,  so 

nach  frttteren  Auseinandersetzungen  diese  Function,  wenn  r  den 

US  eines  im  Convergenzbereiche  um  «■„  beschriebenen  Kreises  be- 

it,  durch  die  Taylor'sche  Iteihe  iu  der  Form 


durch 


gestellt  werden,  so  dass 


■  »  r    vm 


t  —  «Cfl  =  r  (coa  tp  -i-  i  sin  9) 

den  o\ku  bezeichneten  Radius  bedeutet, 
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^(») (u\^)  =     -  -\'  '^  li>{t)  (cos  nq)   -  i  sin  ntp)  dtp 

folgt. 

Setzt  man  nunmehr 

so  geht  unter  der  Annahme,  dass  fitv^  z)  in  der  Umgebung  tr  =  ip, 
und  z  =  z^^j  als  Function  zweier  von  einander  unabhängigen  Variabein 
aufgefasst;  eindeutig  und  stetig  ist,  und  r  und  r  Radien  von  Kreisen 
vorstellen,  die  um  w^  und  z^^  gelegt  sind  uud  in  die  resp.  Convergenz- 
bereiche  hineinfallen,  die  letzte  Gleichung  in 

( -a>-a?^  )  =  "27«T V  "^"-  (^'  ^^  ~  •  ^  ^^) ^^ 


«0  =  te.n 


« 


über,   und  wenn  mau  berücksichtigt,  dass  ebenfalls  nach  der  forher 
entwickelten  Relation 

*=»o  ü 

ist,  so  folgt  dadurch,  dass  man  in  der  obigen  Gleichung  z  =  Zq  M,   I 

27t  2n 
\    cw  oe       /  (27r)*.r  .r       c/  •/ 

Bezeichnet  man  nun  mit  M  den  grössten  Modul  aller  der  Wertb^ 
welche  /*(f,  f)  für  alle  Combinationen  der  beiden  aus  den  resp.  Oon- 
vergenzbereichen  genommenen  Variabein  annehmen  kann,  so  wirf 
sich,  da  der  Modul  des  Integrals  kleiner  als  das  Integral  derModob 
und  der  Modul  von 

cos  {ntp  +  ntp')  —  i  sin  (wqp  +  w'y') 

die  Einheit  ist,  die  Ungleichheit  ergeben 

mod  (  --V.Nr-)  < «  -'«• •  ^> 


<la 

2;c   2/r 


l'  Cd(pdip'={2ny 


ü      u 

ist.     Hildet  man  aber  die  Function 


so  folgt,  wie  man  sich  durch  Entwicklung  der  Ausdrücke 
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-  — -     „  und 

r  r 

h  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von 

^-/o  Uud  "  -  '"% 

che  für 

med  (/  —  £'o)  <  r'  und  mod  (o  —  w^)  <  r 

.übt  ist,  und  durch  Multiplication  beider  Reihen  uumittelbar  über- 
gt,  dass 

/f)^-^'^  (p(v,z)\  i*2 — n  1-2  —  n    -mm- 

woraus  sich  durch  Vergleichung  mit  der  vorher  gefundenen  Un- 
ichheit 

;iebt,  welche  Beziehung  die  Grundlage   der  folgenden  Betrachtung 
len  wird. 

Leitet  man  nun  aus  der  vorgelegten  Differentialgleichung  durch  suc- 
sive  Differentiation  nach  z  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen  her 


dz^  ()s        '        d^v       dz 

dUc        (^fii(\z) 
d 


z^  cz^        ^       dzd'fr     dz     »        dw^      \dz/     '        ow       ds^ 


ergebeji  sich,   wenn  wir  zur  Bezeichnung  des  Anfangswerthes  das 
cheu  (     )  wählen,   mit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Ungleichheiten 


nachfolgenden  Beziehungen: 
dw 


\  "  *  /  0  0 

mod  (^:)  <  .0.1  (^^^)) + mod  (^g^))  n.«d  c;:) 

0  0  <»  0 


0  (I  0 


Bestimmt    man    nunmehr    eine    Function    v    von    .z   durch    die 
iUtion 


^  d  V  M 


•  •   •   ■ 


''*      (l  _  *•-_*!*")  (i  __  *"-;?o^       ^^  ^ 
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mit  der  Bedingung,  dass  z  =  kQ,  v  =  tVf^  ein  entsprechendes  Werthe- 
paar  bilden  sollen,  so  wird  sich  aus  dieser  Gleichung  durch  succesife 
Differentiation 


(5) 


•         •      .   •         • 


\dzV  =\     dz    )  +  \     dv    '}  \de) 

0  0  0  0 


ergeben,  und  durch  Vergleiehung  der  Systeme  (3)  und  (5)  die  nach- 
folgenden Ungleichheiten 

0  0 


(6) 


>ä^tv 


d^v> 


■»<-■  GS)  <  O 

0  0 

,    /d^w\      .  /d^v\ 


Ü 


Ü 


Wir  können  aber  die  durch  die  Gleichung  (4)  definirte  Function 
V  von  0  unmittelbar  durch  Integration  dieser  Differenzialgleichung 
finden,  indem  sich  dieselbe  in  die  Form  setzen  lässt 


,jr  (l  -  1--; «'»)  =  M 


ds 


z 


1  —  ^--,^" 
r 


oder  durch  Integration  und  mit  Berücksichtigung,  dass  0  =  ^o,  t-=*fi 
entsprechende  Werthe  sein  sollen,  in 


V 


0 


ß 


dz 

r 


"Q 


SO  dass  r  durch  z  ausgedrückt  lautet 

V  —  icq  =  r±y  ,-2  _  2y Jb 


und  zu  gleicher  Zeit  unmittelbar  eingesehen  wird,  dass  £  ==  *o  '^ 
diese  Function  v  ein  eindeutiger  Funkt  ist,  da  in  demselben  wcdtf 
gleiche  Werthe  zusammenfallen  noch  eine  Discontinuität  zweittf 
Gattung  statt  hat.  Daraus  folgt  aber,  dass  sich  v  um  den  Punkt  h 
herum  nach  der  Taylorschen  Reihe  wird  entwickeln  lassen,  und  sotßi* 
die  Reihe 


0 


r  Functionen  ete.  lß;i 

coovergeiiti!  sein  winl.  Da  silier  eine  complexi?  Poteuzreilie 
wlb  d€6  Conver^enzbereichüs  £itgleich  mit.  der  Reihe  ihrer  Moduln 
l^irt*)  und  die  Moduln  der  Ableitungen  der  (C-Function  für 
,  nocli  den  Utigleicbheiten  (6)  kleiner  eiud  als  die  entsprecheii- 
ibleitUDgen  der  i:-Fuiictiou,  so  winl  die  Reihe 


m  den  s„- Punkt  herum  eunvergiren  **) ;   i 


llnaa  eiiii!  i'otenr.reihe  eonvergent  iet,  wenn  die  B«ihe  ilir«r  Moiliiln  Coll- 
ie iot  wlbitvent^dlich,  weil  der  Werth  der  leUten  Reibe  bekanntlieli 
ist,  als  ikr  Modul  der  PatenxTeibe.    Üaet  aber  nach,  wenn 

Ob  +  a,  M  +  a,  «•  + ■  ■ 

!Dd  ein  u  inoerbolli  des  Convergenzbereiobes  convergent  ist,  die  Keiln- 
duUi  dieser  complewn  Glieder  convergicen  muBB,  kann  leicht  dadurcli 
ma  werden,  daae  die  Glieder 

lieb  ondLicb  eoin,  also  die  GräBsen 

.    ,    .    moda^,  niodai  inodu,  inodai  niodw',  '  ■    - 
unter  einer  beitimmtcn  ondUchen  Grüaee  liegen  milaseu.     Ist  nun 
modui  <[  iDodw, 
a*  Differem  dieser  beiden  Mnduln   beliebig   klein   sein  kann,   so   iet  b>> 

.    moilu,   ,   /nüodu,y 


^^  modtt  ^^Vmodii/  ^^ 
feot  und  e»  wird  duber  micb   die  dnrtb  Mnltiplication  mit  dun  endlichuii 
(»]  ans  der  letzteu  enUtandene  Itcihe 

luodog  -|-  modii,  med»,  4-  modii,  inod  ii,  -f-    - 
girea.    Da  min  \t  jeden  Punkt  des  Convergenzbereiche»  darstellen,  aUn 
jetl«n  inDerh&lb  dieses  Bcreicbes  auf  der  positiven  reellen  Aie  gelegenen 
liedenteu  kann,  so  i«t  die  obige  BebanptuD);  gerechtfertigt. 
I  TOnMUgesotzt,  da»k  die«e  Reihe  iiberhaapt  eiietirt.  oder  dasi^  nidit 


■(a=d")=ö= 


Function  W  conetunt  gtoicli  •(*,  ist,  Es  ist  jedoch  leicht  xu  gehen,  in 
Fall«  dies  in  der  That  eintreten  wird;  denti  ea  geht  aus  (2)  uumittel- 
rror,  dau  nnter  dpr  Toraiiasetzung,  dasa  f(ie,;)  um  v,  und  :„  bcrum  end- 
id  eindeutig  ittt.  die  ootbwendige  and  hinreichende  Bediugung  für  dm 
■n  der  (iicichitngen  (u)  durch  die  Beziehungen 

-A'.vm=r?r)-r«r)= =» 

ifldtt  iat.  wdche  andererseits  wieder  durch  Eigeuscliaften  der  Gntwicke- 
n  f{»,B)  nach  «tcigenden  Potenzen  von  to  —  ic„  und  z  —  c„  ersetzt  werden 
,    Sftbttitiiui  woD  nSoilich  in  flv\i)  die  folgendcti  Wertlie 
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wird  somit  W  eine  in  z^^  eindeutige  Function  von  z  sein,  und  wenn 
wir  nachweisen  können,  dass  diese  Function  der  DifferentialgH 
chung  (1) 

genügt,  so  wird  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen  sein.  Dass 
dies  aber- der  Fall  ist,  können  wir  durch  unmittelbares  Einsetzen  des 
gefundenen  Werthes  von   W  verificiren.    Es  ist  nämlich 

'^  0  ü 

und  wie  leicht  zu  sehen 

rd  w 


(T^,^)^         .dfi  W,3)s  fd  Ws        fdf(^,z)s        (df{w,z\  fdw^,    fdf{u,,i\     M 

dT')  =  K -dw-) \dz)  +  K   d^- -j  =  \"d^r) \dz) "•" \~dr) 'm 

1»  0  0  0  0  0  Ü  " 


^df{W,z\  __ 


und  fasst  die  so  erhaltene  Function  als  eine  um  ^  =  0  endliche  und  eindeotigs 
Function  von  t  auf,  was  nach  den  oben  in  Betreff  der  Fanction  /"(tr,*)  fSf^' 
fenen  Bestimmungen  innerhalb  der  durch  die  Ungleichheiten 

mod^  -5-  ^»  mod/i  «<  r,  mod^  <  r 
festgesetzten  Gränzen  möglich  ist,  so  wird  nach  der  Maclaurinschen  Rmheoest- 

wickelung,  wenn 

1\ic^  +  tKz^  +  tk)  =  F{t) 
gesetzt  wird, 

F{t)  =  i\0)  +  [  F\i)j  +  ~  F"{i))  + , 

und  da,  wie  leicht  zu.  sehen 

0  0 

ist,  wenn  wir  die  bekannte  symbolische  Bezeichnung  mit  Hfllfe  der  Verwtf^ 
iung  der  Potenz  in  den  entsprechenden  Differential quotienten  anwenden,  ^  ^ 
giebt  sich,  wenn  ^  =  1  gesetzt  wird,  die  nachfolgende  ^ntwiokelung  von  f\^t^^ 
nach  steigenden  positiven  ganzen  Potenzen  von  w  —  ir^^  und  z  —  r„ 

0  •» 


U  0 

+ 


+äj'--"-(^l&>,'-->-<'--'e^;Ä)+-+"-^(T 

II  t) 

+ •  •■ 

welche  die  Taylorsche  Reiheneutwickelnng  einer  Function  von  *wei  Variri^ 
genannt  wird.    Legen  wir  nun  diese  Entwickelung  zu  Grunde,  so  werden  wir  ^ 


t, 


\ 
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und  daher 

/( w  f^)  =  (aj)  +  -, j    (a-^)  +    2!  -  UtO  + ^ 

0  0  ü 

während  sich  aus  (7)  selbst  durch  Differentiation  unmittelbar  ergiebt 

äs   ~\Hz)^      1 !      \dz^)  "*"        2!        Vrf/V  "T  •  •  •  • 

»  0  u 

uud  somit   W  der  Differentialgleichuug  genügt 

Wir  erhalten  somit  den  Satz^  dass. 
ff >-#/#/    in  dir  Df/Jercutialgleichunff 

dw       ... 

dz         '       '   ^ 

in  tcelcher  dem,  Wetihe  z  =  Zq  der  Wcrth  w  =  n'Q  entspreche»  soll, 
f(tCjZ)  als  Function  der  beid^i  Variabel^  w  und  z  und  zwar  als  von 
einaHih*r  tinahliämjig  aufgefasst,  in  der  Umgebung  von  n\^  und  z^^  ein- 
t1r%itig  Uffd  stetig  ist,  auch  die  Integral function  iv,  von  z  abhängig  be- 
traclitet  ^  in  der  Umgebung  van  Zq  eindeutig  sein  wird,  vorausgesctsty 
dass  in  iler  Entwickelung  van  f(iv,  z)  nach  steigenden  positiven  ganzen 
Potenzen   roft  w ' —  w^  und  z  —  -?„  von  w  —  w^  freie  Glieder  enthaltim 

sind, 

and  man  sieht  zugleich  ein,  dass,  weil  nach  (7)  die  Entwickelung 
von    w  —  K'u  mit  {z  —  ^o)*"*"^  beginnt,  wenn 

/dtO\  /d*u'\  /d^ir\     _ 

Kdj)  —  [dz^J  — -  \JzO  "^ 

Ü  0  u 

ist,   und   eben  diese  Bedingungen  nach  den  Gleichungen  (2)  (hirch 

/v''o>^0i  —  (^       j^Z       )~\       CZ^~)~ —   (,       ^V-l      V"" 

ü  ü  ü 

ersetzt  werden  können,  die  Entwickelung  von  w  —  w^  nach  steigenden 
jtositivf^i  Potenzen  von  z  —  z^  mit  der  k  +  1  '* "  Potenz  von  z  —  z^  hr- 
ffinn^pi  icird^  trenn  der  erste  für  die  Anfangswerthe  z  =  z^^,  w  =  w^^ 
uach  z  genamme^w  partielle  Differentialquotient  drr  Function  f(w,z)^ 
trtlcf^er  nickt  verschwindet,  der  ¥*"  ist. 

ßetrachten  wir  endlich  noch  den  Fall,  dass  die  in  der  Umgebung 
Tou  9V  =  ic^  und  *  =  ^0  eindeutige  Function  f{iVyZ)  der  Differential- 
gleichung 


durcli  die  Gleichungen  [ß)  ausgesprochenen  Bedingungen  auch  dadurch  ersetzen 
köonen»  dass  wir  der  Function  f\^c^z)  die  Eigenschaft  beilegen^  dass  in  ihrer  für 
die  Umg'ebaDg  von  tCo  und  Zo  bestehenden  Taylorschen  Reihenentwickelung  kein 
Ton  €C  —  w^  freies  QlilBd  vorkommt;  in  diesem  Falle  wird  es  kein  in  der  Um- 
«bun^  von  Sq  eindeutiges  und  endliches  Integral  %c  geben,  welches  für  :  =  ^^  den 
IVerth  vr^  annähme. 


'1 
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d  w        ..[ 
,/7  =  /(«■'"-' 

für  dieses  System  der  Anfangswerthe  unendlich  gross  wird*),  so 
ergiebt  die  unmittelbare  Anwendung  des  oben  ausgesprochenen  Satiä, 
dass,  wenn  der  erste  für  die  Anfangstverthe  z  =  z^^  tc?  =  ic^  nach  k 
fjenommme  partielie  Differcntialquotimt  der  Functioti 

welclher  nieht  verschwielet,  der  k^^  ist,  die  Differentialgleichung 

dz  _      1 

dw        /X^',2) 

ein  in  der  Umgebung  von  ii\^  eindeutiges  Integral  besitzt,  welches 
für  diesen  Anfangswerth  den  Werth  Zq  annimmt  und  mit  der  fc  + 1*"   * 
Potenz  von  tv — Wq  beginnt;  ist  nun 

^  —  ^0  =  «*+i  ('^  —  ^'oY'^^  +  «*+2  (jv  —  «6'o)*+^  + , 

so  folgt  nach  dem  schon  häufig  angewandten  Umkehrungsprincipe 

.V  2 

■SO  dass  sich  in  diesem  Falle  w  ah  eine  k  -f-  i-detäige  Funäion  rot» 
^  ergiebt. 


*)  jedoch  80 ,  dass  der  reciproke  Werth  dieser  Fanction,  in  welcher  Rich- 
tung man  sich  auch  den  Punkten  Zq  und  Wq  nähern  mag,  gegen  Null  convergirt. 


Rennte  Vorlesung, 

Algebra ischa  Functionen. 


Nachdem  im  Vorhergeberiden  ilie  hauptaäcliliclist^ii  Eigejischafteii 

fcrrvofjfeholieii    worden,    welche    alleu    FiincUoneii    einer    complcxeii 

WftHsbKlu  f<enieiiiHam  Kiikomnien,   und  die  Mittel  angegeben  worden, 

für  lieliebige  Bereiche  gemeinsame   analytische  DarstelluDgen  zu 

S«i*ii)Deu,  wird  es  eich  Dunmehr  darum  handeln,  bestimmte  Klassen 

■VffQ   Functionen  in  die  Analysis  einzuführen    und  die  diesen  Klassen 

E*lieciell   zukommenden   Eigenschaften    zu    ermitteln.     Ea    gieht   nnn 

liwei  wesentlich   von   einander   verschiedene   Frincipien,   nach   denen 

1  man  bei  der  Aufstellung  von  i<'unctioneu  verfahren  kann,  indem  miin 

1  «uerseitf  die  Functionen  durch  gegi-bene  analytische  Ausdrücke  deii- 

I  nirt,  andererseits  dieselben   durch  die    zur  Bestimmung  einer  Pnnc- 

I  tiuu   nothwendigen    und    hinreichenden    Bedingungen    charakterisirt, 

'weldio    die    verschiedenen    Functionsk lassen    von    einander    trennen. 

WiJl  man    den   ersten   zur  Er;^eu<j;ung   der   Functiouen   angegehoneu 

Weg  betreten,  so  wird  man  vor  allen  Dingen  zur  Feststellung  einer 

L  »on  einer  complcxeu  Grösse  ^  abhängigen  Variabein  iv  nur  die  nach 

Idou  Betrachtungen  der  ersten  Vorlesung  unmittelbar  gegebene  Operii- 

Kon   der  Addition  oder  auch  der   Multiplication   auf  die  Variable  ; 

ad    beliebig    gegebene   Constanten    anvtenden   könueu    und    so   nn- 

uiitclbor  KU  der  ganni-n  Function  von  z 

«'  =  fl„  +  «1«  -f-  ßj *-■+■■■■  +  '^t^" 
lüfUtirt  werden,  in  der  «  eine  positive  ganze  Zalil  bedeutet.  Um 
weiteren  compiicirteren  Functions  lausdrücken  zu  gelungen, 
jrQrdv  nur  noch  die  Möglichkeit  gegeben  sein,  die  zu  liestimmende 
Function  nicht  wie  vorher  durch  Addition  und  Multi|ilicatiou  aus  der 
omplfson  Variabein  ^  hervorgehen  zu  lassen,  sondern  dieselbe  mit 
ener  VnriAbt-ln  durch  eben  diese  Operationen  derart  y.\\  verbinden, 
eine  tileichung  für  die  zu  bestimmende  Function  aufgestellt 
,  deren  Ooefäcicnten  gauKs  Functionen  von  s  sind;  die  durch 
^nc  Uleichnng  von  der  Form 

/■«(')  «^  +  /.(*)  r«'"-'  +  ■■•  +  r—i  {^)  «'  +  Ui^)  =  '1 
Pnaetion  wird    eine   algebraische  PunctioM  von  ~-  genannt. 
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Damit  wäre  aber  die  Klasse  der  in  dieser  Weise  durch  eine  endliche 
Anzahl  arithmetischer  O]»erationen  coiistruirbaren  Functionen  er- 
schöpft; denn  wollte  man  jetzt  eine  neue  Function  W  dadurch  defi- 
uiren,  dass  man  eine  algebraische  Gleichung  aufstellt ,  deren  Coeffi- 
cienten  jetzt  nicht  mehr  fjanzt  Functionen  von  z,  sondern  beliebige 
(lUjehraische  Functionen  dieser  Variabein  sind,  welche  wir  mit 

bezeichnen  wollen,  so  dass  die  Definitionsgleichung  für  TF  lauteil  wurde 

f  1)  .     (f^  (/ry,  n\,  .  .  .  n\,^  TF"  +  ^,  (/r,,  tv^,  .  .  .  ir„)  W  -^ 

+ 1-  9^»  ("o^  <«*!>  •  •  •  f^m)  =  0, 

worin  9),,,  g^,,  ...  ^„  ganze  Functionen  der  algebraischen  Functiouen 
/r^,  w^,  .  .  .  tv,„  bedeuten,  so  folgt,  da  die  einzelnen  algebraischen 
Functionen  durch  Gleichungen  von  der  Form  bestimmt  sind 

._,)     tT  i^)  «'1'  +  tT  (-0  "t  -'  +  •  •  •  +  /;';l  ,  (-^)  «•,  +  /;"_"  (z) =0 

dass  durch  Elimination  der  m  +  1  Grössen  iVq,  ii\,  .  .  .  fr„»_i,  «'« 
aus  den  w/  +  2  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  für  W  wieder  eine 
Gleichung  der  Form: 

(3)  .    1],  iz)  TF-'^  +  F,  [z)  1T'>  - 1  +  . . .  +  F,  . ,  (z)  W  +  F,  {z)  - 0 

cTgiebt,  und  W  daher  wieder  eine  algebraische  Function  von  ;:  wird. 
Somit  wäre  eine  Erzeugung  neuer  Functionen  mit  Hülfe  der  allein 
ijegebenen  arithmetischen  Operation  der  Addition  unmöglich,  und 
die  Klasse  der  algebraischen  die  einzige  der  in  geschlossenen  analy- 
tischen Ausdrücken  zwischen  der  Function  und  ihrer  Variabein  dar- 
stellbaren Functionen;  nur  die  unrndlich  oß  wiederholte  Operation 
der  Addition,  also  die  Einführung  der  nach  algebraischen  Functionen 
von  z  fortschreitenden  unendlichen  Reihen  wird  die  Möglichkeit  er- 
öfl&ien,  unendlich  viele  neue  Functionen,  die  durch  gegebene  analy- 
tische Ausdrücke  definirt  sind,  herzuleiten  und  Eintheilungsprincipien 
für  dieselben  aufzustellen. 

Der  zweite,  von  dem  eben  hervorgehobenen  wesentlich  verschie- 
dene Gesichtspunkt  für  die  Erzeugung  der  Functionen  beruht  auf 
dem  charakteristischen  Unterschiede  der  Functionen  reeller  und  com- 
plexer  Variabein,  welchen  wir  bereits  in  der  zweiten  Vorlesung  kun 
angedeutet  haben,  und  auf  den  wir  an  dieser  Stelle  etwas  ausführ- 
licher eingehen  wollen,  ^^'ährend  für  Functionen  einer  reellen  Va- 
riabein für  jeden  Werth  der  letzteren  ein  willkührlicher  Werth  der 
Function  festgestellt  werden  konnte,  und  daher  die  Bestimmung  der 
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>n  für  die  Punkte  eines  Tlieiles  der  reellen  Achse  noch  nicht 
3rthbestiramung  derselben  auch  für  die  andern  Punkte  dieser 
als  durch  die  ersteren  bestimmt,  nach  sich  zog,  war  für  Puuc- 
complexer  Variabein,  wie  schon  daraus  zu  ersehen,  dass  die 
rartige  Functionen  aufgestellte  Differentialgleichung  befriedigt 
i  musste,  eine  solche  willkührliche  Werthbestimmung  für  die 
;    der  Ebene    nicht   mehr    möglich.     Seien   z.    H.   die   Werthe 

Fig.  47. 
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Function  /*(^),  deren  Existenz  vorausgesetzt  wird,  auf  einer 
50  kleinen  aber  endlichen  Linie  ?,  die  Verzweiguugspunkte  a„ 
.  und  die  Discontinuitätspunkte  /Sj,  /Jj,  .  .  .  der  Function  in 
lendlichen  Ebene  gegeben,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn 
•;  (1,  .  .  .  eine  unendliche  Reihe  unendlich  benachbarter  Punkte 
Linie  vorstellen ,  die  Gri)ssen 


d  -  c 
b  —  a 


,         -  / '(«) 


c^b 
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u.  s.  w.,  also  sämmtliche  Ableitungen  der  Function  f(ß)  im  Punkte  a 

f{a),  r(«),  r\a),  na), ... 

bekannt  sind,   und  dass  somit  die  in  der  Umgebung  von  a  gOltige 
Taylor'sche  Reihe  vermöge  der   nunmehr  ermittelten  Coefficienten 
derselben   sich  unmittelbar  aufstellen   lässt.     Ist  diese  aber  gebildet^ 
so  sind  durch  dieselbe  die  Werthe  der  Function  in  der  ganzen  Ereis- 
Hächc,  welche  die   Umgebung  des  Punktes  a  bildet,  gegeben ,  and 
durch  successive  Differentiation  dieser  Reihe  die  Werthe  der  Function 
sowie  aller  ihrer  Ableitungen  fiir  jeden  Punkt  dieses  Bereiches  z.  B. 
A  herzuleiten ;  wenn  aber  diese  bekannt  sind,  so  kann  mau  wiederum 
die  für  alle  Punkte  der  Umgebung  von  A  gültige  Taylor 'sehe  Reihe 
entwickeln    uud    somit   wieder   für    einen   weiteren    Flachentheil  die 
Werthe   der  Function   sowie   die   ihrer  Ableitungen    ermitteln.     Auf 
diese  Weise  können  wir,  wenn  wir  immer  nur  jene  singulären  Punkte 
a  und  ß  umgehen,  d.  h.  in  der  Umgebung  der  successiven  Ausgangs- 
punkte bleiben,   die  Function  von  jenem  ersten  Kreise  aus  über  die 
ganze  Ebene  hin  fortsetzen,  werden,   wenn   wir   bei  Umgehung  der 
Verzweigungs-  und  Unstetigkeitspuukte  wieder  zu  denselben  Punkten 
der  Ebene  gelangen,  verschiedene  demselben   Punkte  entsprechende 
Functionahverthe  erhalten  können   und   so   den  gesammten  AVerthe- 
complex  der  Function  erschöpfen  als  eine  nothwendige  Folge  der  auf 
der  noch  so  kleinen  ,   aber  endlichen  Linie  /  gegebenen  Werthe  der 
Function.     \\'ir  sehen  somit,  dass  der  kleinste  Theil  einer  Linie,  für 
deren    Punkte  die   \Verthe  einer   Function   gegeben   sind,    sowie  die 
Lage    der  Verzweigungs-    und    Unstetigkeitspunkte    es    ermöglichen, 
den  gesammten  Verlauf  der  Function  vollständig  zu  bestimmen,  und 
dass  man  daher,   um  Functionen  einer  complexen  Variabein  zu  defi- 
niren,   nicht  willkührlich   für  Linien-  oder  Flilchentheile  Functional- 
werthe  wird  festsetzen  dürfen,  weil  man  nicht  wissen  kann,  ob  sich 
wirklich  eine  derartige  Function  bestimmen  lasst.    AVenn  daher  jenes 
zweite   in  Betracht  zu  ziehende  Princip  der  Erzeugung  der  Functio- 
nen darin  bestehen   soll,   durch  irgendwie  auf  Linien  oder  Flächen 
für  die  Werthe  einer  Function  getroffene  Festsetzungen  die  Function 
im   Allgemeinen  so   zu   definiren,  dass  die   allgemeine  Werthbestim- 
mung  derselben  und  die  Entwicklung  ihrer  Eigenschaften  ermöglicht 
ist,   so  wird  es  offenbar   darauf  ankommen,   zuerst  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  Function  überhaupt  - 
keimen  zu  lernen,  um  sodann  durch  Veninderung  derjenigen  Bestim- 
mungsstücke,  welche  durch   ihn^  Variation  nicht  bloss  andere  Fnnc- 
tionalwerthe  erzeugen,   sondern  auch  die  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Function  verändern,   verschiedene  Functionalklassen  aufzustellen. 
Derartige  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen  werden  in  der 
That  durch  das  sogenannte  Di ric  hl  et  "sehe    Princip   geliefert,   auf 
dessen  allgemeine  Diurchführung  wir  jedoch  hier  nicht  eingehen,  weil 


Algobraieuho  l'unctioaen. 


171 


ir  d»ssi.'ll>t'  zur  EiuführuJig  der  in  diesen  Vorletjunyüu  zu  beliaii- 
iloden  Kiinctioneii  nicht  braiicheu  werden*);  doch  wird  dieses  Princip 
ilbst  au  Quseni  FiiQCtioueu  in  einer  der  nächstes  Vorlesungen  auH- 
irüch  erörtert  werden, 

Eadlicli  soll  uocli  einer  dritten  Methode  zur  Einführung  der 
Biictiouen  und  der  Eintheiluiig  derselben  Evwithuuiig  gogcheLen, 
elcbe  in  der  Aufstellung  von  Differeiilialgleichuiige»,  also  von  Glei- 
kongeu  zwisclivn  der  Function,  ihrer  Variabeln  und  den  Ableitungen 
verseil iedeneu  Ordnungen  der  Function  besteht  und  durch  die 
lUgrale  dieser  Ditferentialgleicliungen  neue  Functionalbeziehungen 
ifert;  diese  Methode  hat  mit  der  ersten  der  beiden  verlier  bcsproche- 
1  üttB  gemein,  dass  sie  gegebene  auiilytische  Ausdrücke  zu  Grunde 
l,  mit  der  zweiten,  dasa  sie  die  Function  selbst  nicht  unmittelbar 
trch  eine  geschlc^sene  anuljp- tische  Form  deliuirt,  sondern  in  der 
ifferentialgleichung  eiue  Eigeuschnf't  dir  Function  ausspricht,  welche 
bleibe  mit  ihren  Incrementen  verbindet,  aber  die  Function  selbst 
t  zu  Ilüirenuhme  eiuzeluer  Werthbestimmung<,>n  derselben  volt- 
ludig  bcstiinnil.  Wir  werden  im  Folgenden  von  diesen  drei  Me- 
tdeu  znr  KinJ'Qhrung  neuer  Functionen  Gebrauch  machen. 

Indem  wir  die   Behandlung   der   algubrai sehen   d.    h.   diT  durch 
ne  algebmisclic  Gleichung  von  der  Form 

ifiuirten  Functionen  «um  Gegcustandü  dieser  Vorlesung  machen  **t, 
DU«n  wir  [uit  der  einfachsten  Klasse  derselben,  nümlich  mit  den- 
bJgRU  atgebraisi-hen  Functionen  beginnen,  welche  oiucr  in  tv  linea- 
n  Gleichung 

nQg«n,  in  welcher  f„{s)  und  /',(;)  ganze  Functionen  von  £  sind, 
iil  die  cbaraktcriatischen  Merkmale  der  durch  diese  Beziehung  Uefi- 
rten  gansen  und  gebrochenen  rationaleu  Functionen  entwickeln. 


•)  K«  mng  ttii  dieser  Stelle  genügen,  den  Wortkut  dee  Diriclilefeclirn 
imajit  luiiugelicn,  um  die  oben  lieaiircchsDo  BEBtimmiingnart  der  FuDctionvu 
m  nftlicr  tn  chnrokleriein'n  i  linr  Fiinetiitn  rinrr  amplexat  Viiniihrln  :  i>t 
dne  MeAr/iicA  tuMmmnihäniiendf  Ftäiht  bif  ituf  eine  additive  C'Ofwfont«  Im- 
i»f,  trrnn  tkr  rcrJle  37iaJ  drr  Functiim  für  tJiV  Putilte  drr  Begränsung,  für 
m  (/i»««l">ln(Q>«"W  'i»e  Function  von  i,  leelche  in  demscibrn  to  unfndlidi 
ä,  wie  dir  Ju  brstimmendt  Functian  et  ucrdm  soll,  nnd  endlich  drr  rrellc 
fi7  ito- oJiMfanffti  Wrrtlulifftr<:it:^n  gegtben  »ind.  trtltJit  die  grmtchte  Funttivn 
ie»  t^vtriditiillrn  aittKhmen  mÜ,  irrlchc  die  mehrfach  nisamuteiJtängendr 
rine  einfach  cti»amnietAäiige»de  ve}ii:iiiiilrln. 
**}  ta  weil  wir  die  KenutuiBB  der  Eigeneohaften  der»elheii  tut  die  'ITieoric 
ttigonoinetriEoben  und  elliptischen  Functionen  braudies. 


i 


^^ 
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Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  eine  ganze  Function 

fie)  =  «0  +  «i-^  H h  «« ^^ 

eine  für  jedes  z  eindeutige  ^   nur  für  ^  =  cx)  und  dart  nur  von  einer 
endlicJien  Ordnung  unendlich  gross  werdende  Function  iM;  dass  aber 
auch  umgekehrt  jede  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function,  welche 
nur  in  der  ünendlichlceit  und  dort  von  einer  endlichen  Ordnung  un-  , 
endlich  wird,  eine  ganze  Function  sein  muss,  folgt  unmittelbar  daraus^ 
dass  sie  sich  nach  der  Macl  aurin 'sehen  Reihe  muss  entwickeln  las- 
sen,   und    diese    bei   einer    endlichen   Potenz  von  z  wird    abbrechen 
müssen.     Eine  rationale  gebrochene  Function  von  z  dagegen  wird,  wie 
aus  ihrer  Form  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  leicht  er- 
sichtlich  ist,   auch  für  endliche  Werthe   des  z,  jedoch  nur  von  einer 
endlichen  Anzahl  und  in  jedem  derselben  nur  von  ein^  endlicheti  Ord- 
nung unendlich  iverden,  aber  eb(jn falls  eine  in  der  ganzen  Ebene  eiV 
deutige  Function  von  z  sein,  und  es  wird  auch  umgekehrt  jede  in  der 
ganzen  Ebene  eirulcutige  Function,   welche  in  einer  endlichen  Anzahl 
von  Punkten  und  in  jedem  derselben  von  einer  endlichen  Ordnung  un- 
endlich ivird ,  eine  ratimiale  Functimi  von  z  sein  müssen.     Denn  wird 
die  Function  im  unendlich  entfernten  Punkte  von  der  n^*'",  im  Punkte 
«1  von  der  >y",  in  a,  von  der  ;•.,''",  u.  s.  w.,  in  «^  von  der  r«*«^  Ord- 
nung unendlich,   so  wird  sich   die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen 
Behauptung  aus  der  in  der  siebenten  Vorlesung  aufgestellten  Reihen- 
entwicklung ergeben,  welche  in  einer  um  den  Punkt  a  beschriebeneu 
Kreisfläche  gültig  war,  in  der  eine  gegebene  Function  eindeutig  und 
nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  «, ,  «j,  ...  «^  unstetig 
war,  und  xiic,  wenn  (/)  die  Peripherie  eines  um  a  gelegten,  die  Un- 
stetigkeitspunkte   umschliessenden   und   noch  in  die  gegebene  Fläche 
fallenden  Kreises  bedeutete,  folgend ermasscn  lautete: 

t   -    (I  '  2  TT  ( 

in  (/•> 

dt 

(öi)  («,) 

+ 

+  2li.' .  J  AO^//  +  ,^, .  J.,.^>(0  {t.  -  a.)at  +  /. . 

Machen  wir  nämlich  den  iSullpujikt  zum  Älitteli)unkt  der  ge- 
gebenen Kreisfläche  und  dehnen  den  um  diesen  Punkt  genom- 
menen Kreis  ins  Unendliche  aus,  so  ergiebt  sich  die  in  der  gan- 
zen Ebene  gültige  Entwicklung  der  eindeutigen  Function  f(z)  in 
der  Form 
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f{^)    =   ««    +    ö|^    +    «2--    + 

H- 


4'> 
+   — — l- 


4') 


4«'  4*' 

'     r  —  ff,  ^^  (^  —  ff,)»     '^ 
+ 


+ 


^(x) 


Z  —  ff 


+ 


A'-^^ 


X 


worin 


^-  =  2iiJ 


_*  --   -I- . . 


(r) 


(// 


ist. 

Aus  dieser  Entwieklungsform  einer  jeden  in   der  ganzen  Ebene 

eindeutigen  Function,  welche  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
unendlich  wird,  geht  aber  unmittelbar  hervor,  dass,  wenn  die  Func- 
tion in  jedem  dieser  ünstetigkeitspunkte  (den  unendlich  entfernten 
Punkt  mit  eingeschlossen)  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich 
sein  soll,  eine  jede  der  Horizontalreihen,  welche  den  einzelnen  ün- 
stetigkeitspunkten  entsprechen,  abbrechen  muss,  und  sich  somit  die 
Form  ergeben  wird 

f{2)  =  »^  +  aj^  +  .  .  .  +  a«.?" 

j h ^ (_  .  .  .  4. 


Af^  4*> 

'     z~  Ut    '     (:  —  ff,)»  ^^ 


-f 


(z  -  a.r 

'h 

{z  —  ai)"^ 


+ 
+ 


4''> 


z  —  a. 


+ 


l{*) 


+    •    •    •    + 


{z  -  a\- 


X 


d.  h.  f{z)  wird  eine  rationale  Function  von  z  sein,  was  wir  beweisen 
wollten. 

Zur  Hervorhebung  einer  wesentlichen  Eigenschaft  rationaler 
Functionen  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  dieselben  in 
die  Form  setzt 

in  welcher  Zahler  und  Nenner  keinen  gemeinsamen  Theiler  mehr 
haben,  ferner  den  Grad  des  Zählers  mit  |),  den  des  Nenners  mit  q 
bezeichnet  und  z.  B.  j  >  |7  annimmt,  uiunittelbar  zu  erkennen  ist, 
dass  w  verschwindet  für  die  p  Wurzeln  des  Zählers  und  von  der 
q  — |)ten  Ordnung  Null  wird  im  unendlich  entfernten  Punkte,  somit 
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überhaupt,  weim  djis  JsuUwerden  von  der  q — 2^'^**  Ordnung  wieder 
als  ein  q  —  ]}  nialiges  einfaches  Verschwinden  angesehen  wird,  in  der 
ganzen  Ebene  7  mal  \ull  wird,  also  genau  so  oft  verschwindet,  als 
diese  Function  unendlich  wird;   dasselbe  gilt,  wenn  3  <2>  ist,  und 

rs  irird  somit  vina  rationale  Function  in  der  gaiizen  nnenJUthen 
FAkhc  ebenso  oft  Nidl  als  sie  unendlich  f/ross  wird. 

Nachdem  wir  die  einfachste  Klasse  der  algebraischen  Functionen, 
für  welche  nämlich  die  dieselben  detinirende  Gleichung  vom  ersten 
(rrade  isi,  behandelt  und  deren  Eigenschaften  ermittelt  haben,  gehen 
wir  zur  Untersuchung  der  allgemeinsten  algebraischen  Functionen 
über,  um  für  diese  die  Kiemann'sche  Fläche  zu  construiren  und 
die  für  die  einzelnen  Bereiche  derselben  gültigen  Reihenentwiddun- 
gen  aufzustellen,  nachdem  wir  zuerst  noch  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür  entwickelt  haben  werden,  dass  eine 
Function  überhaupt  eine  algebraische  ist. 

Es  ist  in  der  siebenten  Vorlesung  gezeigt  worden,   dass  jede  «- 
deutige  Function  Wj   also  nach  der  oben  gegebenen  Definition  jede 
Function,  welche  für  jeden  ihrer  Punkte  (einzelne  Punkte  ausgenom- 
men) 11  verschiedene  Werthe 

annimmt,  wobei  die  von  einem  beliebigen  Ausgangspunkte  durch  al^^ 

geschlossenen   Umläufe  der  Variabein  erlangten  Werthe  mit  eing*^^ 

rechnet  sind,  sich  als  die  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung 

w  vom  n''"  Grade  darstellen  lässt,  deren  Coefficienten  in  der 

Ebene  eindeutige  Functionen  von  z  sind.     Es  mag  hier  jedoch  noc::^ 

die  für  das  Folgende  wesentliche  Ergänzung  jenes  Satzes 

werden,  dass, 

wefin  man  von  irgend  ein^m  Änfangswerthe  der  FuncHof^,   A 
jedoch  nicht  zu  den  Verztveifjtuigswcrthen  gehört,  eu  allef^  n  HV-i 
tlten,  welche  diesfUjc  in  diesem  Pimlie  überhaupt  annimmt,  dun 
f/eschlosscnc  Umläufe  gehuHjen  kann,  ohne  durch  einen  mehrfa 
Funkt  zu  gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  sämnvtliclie  n  BU 
ter  der  liicm  an  naschen  Fläche  Glicht  bhss  in  einzelnen  Fu 
ten,   sondern  in  ganzen    Verzweigungsschnitten   mii   einander 
Zusammenhang  stehen,   die  diese  Function  deßniremk  Gleichu 
m''"  Grades  eine  irreduefible  sein  muss, 

d.  h.  sich  nicht  in  ein  Product  von  mehreren  in  w  ganzen  Fun 
tionen  zerlegen  lassen  darf,  deren  Coefficienten  eindeut^e  Function 
von  13  sind,  oder,  noch  anders  ausgesj)roclien ,  dass  keine  Gleichun^    J 
in  w  von  niedrigerem  Grade  als  dem  m'*'"  existiren  darf,  deren  Cocffc::^^^^--*  ^ 
cienten  eindeutige  Functionen  von  z,  und  die  mit  der  Gleichimg  n'' 
Grades  irgend  eine  der  Lösungen  derselben  gemein  hat,   und  ebens  -^^ 
gilt  die  Umkehnnig  des  eben  ausgesprochenen  Satzes. 
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für  die  Hichtigkeit  dieses  Satzes  füLieii  zu  ktln- 
mCUsen  wir  einen  HiUfasats^  vorausschicken,  der  im  Folgenden 
i  liialig  AnwentiuMg  finden  wird.  Sei  uämlich  q)  (z)  eine  Func- 
von  X  mit  beliebig  vielen  Verzweigungs-  und  DiscuntiiiuitÜt«- 
[tcu  und  habe  die  Eigenschaft:,  innerhalb  eines  beliebig  kleinen 
fanntlieils  uiior  fiir  die  Punkte  einer  beliebig  kleinen  Linie  der 
Bugehörigen  Riemanu'schen  Flache  conataat  zu  sein,  so  wird, 
i  wir  äinen  Punkt  «  innerhalb  dieses  Rereiches  derart  wühlen, 
die  in  seiner  Umgebiiug  gültige  Taylor 'sehe  EntnHcklurig  über 
Bereich,  in  dem  die  Function  coustant  sein  soll,  hinausgreift, 
1  diese  Taylor'sche  Iteihe,  weil  nach  der  Definition  der  Äblei- 
[en  einer  Function  in  uueerm  Falle 

p(a)  =  'p"{a)  =  <p"'{a)  =  .-.=0 
die  Funii  am 


ehmeu 

es  wird   für   alle  -  Pujikte  der  Umgebung  von  a  die  Function 

denselben   cunstauten   Wertli    annehmen.     Setzt  man  nunmehr 

den  am  Anfange  dieser  Vorlesung  besprocheneu  Principien  die 

stion  durch  die  vorgelegte  Itiemauu'ache  Flüche  hin  stetig  fort, 

i  jedoch  zu  bemerken,  dass  wegen  der  in  Flächen  bewerkstellig- 

''ort><«t]cuug  dies  nur  über  die  Blätter  der  Riemann'seben  l'"läche 

auöglieli   sein   wird,    welche  durch    Verzweigungsschuitte,    nicht 

durch  einzelne  Punkte  mit  einander  in  Verbindung  stehen,   so 

sie  Flir  diesen  Theil  der  Flache  constaut  sein,  und  es  wird  darans 

B,  dass  jener  Theil   der  für  die  Function  gegebenen  mehrblätt- 

i  Riemann'schen  Fläche   die   einfache  Ebene   ist  und   dass   die 

■ntinoitäten  hebbare  sein  müssen,  d.  h.  so  beschaffen,  dass,  wenn 

des  in  diesem  einen  Punkte  angenommenen  Werthes  der  Func 

eia  anderer,    in  unserm  Falle  der  Werth  a,  gesetzt  wird,   die 

tion  ta  der  Umgebung  dieses  Punktes  stetig  wird.    Wir  erhalten 

t  d*s  Ueeiiltat,  dass, 

SPP»»  rtne  Fwidion  in  einem  belieht'j  kleinen  Flächetitheik  oder 
nf  tiner  bcliehig  kteinm  Linie  eines  lilaUes  einer  ihre  Verntcei- 
fHug  darstfUniiJai  Tiicmann'aclten  Fläche  ronstant  ist,  sie  in 
tUnt  Punkteti  iler  mtt  einander  in  SchniUen  zusammenhänijeniien 
Hlääer  ftieser  Fläche,  denselben  Werlh  avnelimen  mitss. 
^genommen  nun,  es  sei  jene  die  i»-deutige  Function  w  von 
lOgegebcnen  BeMchaffcnlieit  definirende  Gleichung  ?»'■"  Grades 

F{w,  £)  =  0 
'<    irreductibel,    sondern    es    ^be    eine    Gleichung     niedrigeren 
in  ir 


/■(«■-  2)  = 


:Ü, 


176  Neunte  VorleBung, 

deinen  Coefticienteu  ebenfaUti  eiuileuti^^e  Fanctioneii  von  ^mm 
velciie  dnrcb  einen  der  Fanctioofilwerthe 


£.  B.  u>i   befriedigt  wird,   so  mUsste  für  einen    besUiumteu   Bcreiil! 
der  ?  die  Function 

/"("■..  ^). 
als  FiiüctTou  von  z  aiifgefasst,  den  constaateu  Wertli  Nnll  auiiehmeu; 
da  aber  dann  dieser  conataute  Wertli  nach  dem  eben  hewiesenen 
HUlfsaatze  *)  ffir  eine  beliebige  FortsebtUHg  des  r-Bereiches  über  die 
durch  Schnitte  mit  einander  iu  Zusammenhang  stehenden  Blätter  er- 
halten bleibt,  ftli-  bestimmte  geächlossene  Umkreise  des  s  aber  w,  in 
die  andern  Li'isungen  it\,  w^,  . ,  .  w»  (Ibergehen  sollte,  so  folgt,  da» 

/■(«.,->),  >(«.,,«,.../■(«■.,«) 

ebenfalls  versehwinden,  und  dass  somit  die  Gleichung  f(w,e}=0, 
welche  von  Jiiedrigerem  Grade  als  dem  n'""  sein  sollte,  ii  verschiedene 
L&sangeti  haben  wilrde,  was  nicht  angebt;  es  ist  somit  jene  Olei- 
chiing  «""  Grades  eine  irreductible.  Umgeltehrt  wird  es  iiothweniüg 
sein,  dass  jede  diircli  eine  irreductible  Gleicbuug  definirte  n-deuÜgB 
Function  von  jedem  Punkte  ans  alle  zu  diesem  Punkte  geliArigeo 
n  FunctionalwerÜie  durch  geschloseene  Umläufe  annehmen  kann,  Hb,  I 
wenn  sie  nicht  nile  erreichte,  ein  Theil  der  Function alwerÜii^  hI" 
Lösungen  einer  irreductibeln  Gleichung  niedcru  Gradea  als  de»  »'" 
definirt  wilrde,  was  mit  der  Annahme  nicht  Übereinstimmt. 

Soll  sich  nun   eine  Function  als  die  Lösung  einer  inetlHctM*^ 
alg^raitclim  Oleichwnt/  darstellen  lassen,  deren  Coe/Jkiettiett  ratmdt     \ 
Functionen  von  t  sintl,   so  wird   als  nothtvmdige  Bedingung  aus  den 
oben   angestellten   Betrachtungen    folgen,   dass    dieselbe   fiir  jaleS  ^ 
eine  endliche  Anmhl  von   Waihen.  die  sämmtUrh   ran   eimtn  Ri»**" 
aus,  ohne  durch  einen  mthrfackm  jPwnA'  sm  gehen,  durch  gescMosst^^ 
Umlaufe   su  erlangen    sind,    atmimmt.     Nun   war  aber  auch  in  d«*" 
siebenten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dass   die   Wurzeln  einer  alg^" 
braischen  Gleichung  dann  und  nur  dann  unendlich  werden,  wenn  d** 
Coefficienten  der  von  dem  C'oeffieienteii  des  höchsten  Gliedes  befr*^' 
ten  Gleichung  es  sind,   welche  hier  als  rationale  Functionen  iinr    *' 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  einen  unendlich  grossen  WeC*^ 

•)  Dieeer  UillfaBatz  ist  auf  unsern  Fall  anwendbar,  weil  wir  ITlr  dio  die  V^f 
Kweigung  der  Function  /"(»•,  r;  darstellende  Riemann'Bohe  Fi&cbe  die  für  t^" 
PunctioB  w  gegebene  wählen  dürfen;  denn,  da  f{w,  i)  iu  Bezug  auf  in  eine  gio»*'' 
in  Bezug  auf  :  eine  eindeutige  Fiinctjon  ist.  so  leuchtet  ein,  da«s,  wenn  bei  l^^^ 
stimmten  Unikrcianngen  tn  seinen  umprQuglichen  Werth  wieder  annimmt, : 
f{w.  t)  den  Aiwgangswerth  erreichen  wird,  und  dass  somit  fOr  die  I 
der  wirklichen  Terzneigung  von  /'(vi,  i)  büchat«Ds  einselne  Blätter  i 
(allen  kOnnen ,  was  nach  dem  Obigen  für  alle  Blätter  der  Fall  sein  wtrdfl 


nimmt,  M^i 


Algebtuiselip  Fiinutioni'». 


1" 


iir  in  (liusen  ftucb  nur  vou  uioer  eiiJlii'bi^ii  Onliiung; 
rd   somit  ferner  in   dem   ganzen  Bereiche,  der  durch  die  zuge- 

Rietnanu'sclie  flache  reprüseiitirt  wird,  die  durch  die  irre- 
le  algebraische.  Gleichung  defiuirte  Fuuction  mir  in  einer  end- 

Äozäbl  vou  Punkleu  unendlich  werden,  und,  wenn  wir  uach- 
eii  haben  werden,  dass  dieselbe  in  keinem  Punkte  von  einer 
lieh  hohen  Ordnung  unendlich  sein  kann,  und  auch  fUr  viel- 
B  t'uQctiouen  frühereu  Ausfübruugeu  gemüss  die  Ausdrucke  weise 
eu  werden,  dass,  wenn  eiue  in  ^  =  «  m  deutige  Function 
tr  - "  Ordnung  uuendlich  wird,  derselben  Ji  zusauimeafallende 
i  zugescbriebeu  werdeu,  für  die  ai«  in  diesem  ;» fucbeu  Ver- 
[ngspunkte  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  so  werden 
b  iceilerc  iiothtcmilif/v  Jialitigmty  dafür,  dass  ciiw  Function 
eine  irralurJibk  ab/ehraisclie  (Ttetrhun;/  mit  rationalen  Coeffictat- 
rslciWnr  ist,  die  hitisufligcn  k'unnni,  rföss  jene  Function  in  ihrem 
I  Streiche  vnr  eine  mdliche  Anzahl  nitd  van  dir  crsteji  Ordnuut/ 
ich  strin  darf.  Dass  aber  in  der  Tliat  eine  algebraische  Fuuc- 
k  keuicm  Punkte  unendlich  von  unendlich  hoher  Ordnung  wird, 
BiMi  einfach  au»  dem  Verfahren  ersehen,  durch  das  man  eiue 
ung,  vou  wficber  eine  oder  mehrere  I^^ungeu  in  s  ==  tt  uu- 
I  _wcrdon,  in  eine  andere  verwandelt,  deren  Iiösungeu  in  dieeeui 
t  tiudlich  sind.  Sei  niinilich  diu  vorgelegte  algebruiscbe  (ileichuug, 
I  w  als  FunL-tion  von  z  defiuii-t 

!,(.'),  i'A'),  .../;-.(-■),/.(-) 

lle  FuDctiouen  von  r  sind,  von  denen,  wie  in  der  siebeutt-u 
nng  gezeigt  worden,  mindestens  eiue  oder  einige  der  Annahme 
[Dr  f  =  c(  unendlich  gross  werden  müssen,  und  sei  die  liiiehst(.< 
tig  dca  Unendlichwerdens  aller  dieser  Functionen  iu  dem  be- 
llen Punkte  die  r",  so  mache  man  die  Substitution 


rbält   uns   der  vorgelebten    algebraischen   Gleichung    i 

u 

W  +  n  —  «,'  I)  u)  W"  -'  +  (.'-  <•)'■  f,  (-•!  II'-  -  = 
I         +■■•  +  (» -o)"/:»-n, 
eher  die  Coef6ctenteii 

ra  verscbwlnden,  wübreud 
(z-^yf,(ß) 

t  verachwiaden  oder  einen  eudliehen  Wi?rlh  aunelmi 


178  Neunte  Vorlesung. 

so  dass  n  —  1  Werthe  des  W  jedenfalls  für  z  =  a  Null  werden,  der 
w^*  dagegen  verschwindet  oder  endlich  ist.  Hieraus  folgt  aber,  dass, 
je  nachdem  f\  {z)  von  der  r^*'"  oder  einer  niedern  Ordnung  unendlich 
ist,  von  den  n  durch  den  Ausdruck 

[m;  {z  —  «)''] 


•  =  ce 


dargestellten  Werthen  w  —  1  verschwinden  und  einer  endlich  ist  oder 
alle  n  Null  werden,  und  dass  daher 

die  durch  eine  algebraische  Gleichung  definirte  n  deutige  Function 
tu  nicht  von  einei'  unendlich  hohen  Ordnung  unendlich  sein  iann; 

wir  können  hinzufügen,  dass  die  oberste  G ranze  für  die  Ordnung 
des  Unendlich  Werdens  der  Punctionalwerthe  in  ^  =  a  durch  die  Zahl 
angegeben  wird,  welche  die  höchste  Ordnung  des  unendlich  werden« 
der  Coefficienten   jener   algebraischen  Gleichung   in    diesem  Punkte 

anzeigt.    Die  Substitution  ^=    -  zeigt,  dass  der  ausgesprochene  Satz 

auch  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  gültig  bleibt. 

Dass  aber  die  vorher  aufgestellten  nothwendigen  Bedingungen 
auch  die  für  eine  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung  dar- 
zustellende Function  hinreichenden  sind,  wird  durch  den  nunmehr  m 
beweisenden  Satz  gezeigt  sein, 

dass  jede  n  deutige  Function  w,  welche  alle  Werthe  durdi  ge- 
schlossene Umläufe  von  einem  Anfangswerthe  aus  erlangt,  ohne 
dass  diese  durch  mehrfacJ^e  Funkte  der  Function  gehen ^  uni 
die  in  m  Punkten  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird  (u?oif* 
de7'  unendlich  entfernte  Funkt  mit  berücksichtigt  ist),  die  Wwti 
einer  irreductibeln  algebraischen  Gleichung  n'*^"  Grades  in  fc  ist) 
dereti  Coefficienten  ganze  Functioneji  w*^"  Grades  von  e  sind,  «»*' 
in  welcher  der  Grad  des  Coefficienten  von  w^  durch  die  ÄnsaH 
der  im  Endlichen  gelegeneyi  Funkte  bestimmt  ist,  für  welche  ^ 
Function  tmiendlich  von  der  ersteyi  Ordnung  mrd. 

Denn  seien 


W^j    W2,    '  » >  Wn 


die  n  Werthe  der  Function  für  dasselbe  aber  beliebige  z,  und  be* 
zeichne  w  einen  beliebigen  Parameter,  so  wird,  wenn  für  einen  end- 
lichen Werth  z  =  a  der  eine  der  ?^  Function alwerthe  w»,  f ür  welcheß 
a  kein  Verzweigungspunkt  sein  soll,  von  der  p^^^  Ordnung  unend- 
lich ist, 

{z  —  «)''  Wt:,     also  auch     {z  —  a^  (w  —  Wx) 

endlich  und  von  Null  verschieden  sein;  wäre  dagegen  a  ein  r-facber 
Verzweigungspunkt  von  Wx,  so  dass 

um  denselben  einen  Cyclus  bilden,  und  daher  jede  dieser  Functionen 


Algebraische  Fanclionctl,  l"!' 

flfeeii   enillicbeii  Ordiiung  /,  B.    ''    uiieiidlRli  ist,  ao  wiTileii 
ßsseii 

iß  —  «V  «■,,     (£  —  «}'■  M.',, ,  ,..(£—  k)'-  w,^.,, 
ich 

i)'  (»■  —  Kt),  (£  —  !«)•■  (w  —  M),,),  ...  (e  —  a)''  {w  —  Wg^_^) 
k  fQr  £  ^  o:  eiitllich  uud  tuq  Null  verschieden  sein,  und  daa- 
riril  TOD  dem  Producte  dieser  Grössen 

(^  _  «)»  (m;  _  «,,)  („.  _-  „y),    ,  .   .    (w  _  !(..,_ ^;) 

Seien  nun  sUo  im  Gndlicheu  gelegeueu  Punkte,   für  welche 
iebraische  Function  unendlich  wird 

Ordnung,   von   der  sie  in   diesen   Puiiktfin   luiendlich   wird, 
lurch 

<i,  h,  ...  (■ 
get;  so  folgt  iiniuitlcObiir,  dasä 

—  ttj-  (e  —  ßf  ...{e^t)'{w  —  iv,)(u.-~w,)  ...fw -«■„), 

iction  von  £  aufgefaHst,  in  welcher  tr  als  Parameter  betrachtet 

für  alle  tndüchen  £  etulHch,   nicht   ffir  eiii   beliebiges  ic  Null 

:li  dem  Frülwjreu  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutig 

eil  das  Prodnct  auH  ajmnie  tri  sehen  Functionen  der  Werthe  k',, 

,,  if,  zusammengesetzt  ist,  weicht.'  bei  geschlossenen  Umläufen 

iider  Ghergeheu,  der  Ausdruck  {Ä}  somit  eine  ganze  Function 

ist.    Wird  nun  die  gegebene  algebraische  Function  für  i^oo 

ron  der  ersten  Ordnung  unendlich,  so  bedeutet  dies  nichts  an- 

Is  d«s3  das  für  ein  völlig  unbestimmtes  w  genommene  Product 

.       (..  -  »,)  {,v  -  »,)  ...{w-  ».) 

30   von  der   fi'"' *  Ordnung  luiendlich   wird   (indem  sich   die 

Dg  des  Unendlich  Werdens  der  gegebenen  algebraischen  Function 

Summe  der  Ordnungen  des  Unendlich werdeua   der  einzelnen 

U', ,  tVj,  ...  Wn   für  den   unendlich   entfernten  Puultt  zusam- 

pt),   und  es  wird   somit  das  gesammte  obige  Product  CA)  für 

I  »OD  der  Ordnung 

»  +  !.  +  ■•■  +  f  +  ." 
ioli  grou  werden,    d.   h.   von  einer  durch   diejenige  Zahl   bo- 
•n  Ordnung,  welche  angiebt,  wie  oft  die  algebraische  Function 
ihaupt  auf  der  nblättrigen  Riemannscben  Flüche  uuendÜcli 
Ordnung  wird;  setzt  man  somit 

a-^b-i- |-e-f-(i  =  »(, 

>n  Betrachtungen  nnmittelbnr,  dtias  der  obige  Aus- 
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druck  (A)  als  FuiictiüJi  von  z  betrachtet,  wenn  iv  einen  willkühr- 
liehen  Parameter  bedeutet,  eine  ganze  Function  w'*'"  Grades  von  j 
ist  und  sich  daher  in  die  Form  setzen  lässt 

('Bj  .     g'o <»  ««'•"  +  9^1  ^^)  ^^'" "'  ^ V  9n^x{z) «?  +  9,  (ß), 

in  welcher 

• 

<^anze  Functionen  ?/«'•'"  Grades  sind,  wobei  zu  bemerken,  dass  auch 
einzelne  dieser  Functionen  von  niedrigerem  Grade  sein  können.  0i 
aber  der  obige  Ausdruck  (B),  wie  aus  dem  ihm  gleichen  (A)  he^o^ 
geht,  für  jedes  z  verschwindet,  wenn  statt  w  eine  der  durch  die 
Grösseii  t«;, ,  w?.^;  •  •  •  '^*«  <Jefinirten  Functionen  von  z  gesetzt  wir! 
so  können  wir  sagen,  die  gegebene  Function  ist  durch  die  algebraische 
Gleichung 

(U)     9,  iz)  fr"  +  <pt  (z)  tc"  - 1  H \'(Pn-^i{^)^r  +  9>n  (^)  =  0 

definirt,  deren  n  Lösungen  die  n  Zweige  der  gegebenen  algebraiseheo 
Function  vorstellen,  und  die,  wie  aus  früheren  Betrachtungen  von 
selbst  folgt,  irreductibel  sein  muss. *) 

Lassen  wir  nun  die  Bedingung  fallen,  dass  man  von  jedem 
VVerthe  der  Function  in  einem  beliebigen  Punkte  zu  allen  diesem 
l^inkte  ungehörigen  Functionalwerthen  durch  geschlossene  Umlaufe 
gelangen  kann,  ohne  durch  mehrfache  Punkte  zu  gehen,  und  ersetien 
wir  diese  Bedingung  durch  die  allgemeinere,  dass  die  Function  in 
jedem  Punkte  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  besitzen  soll  (die 
durch  geschlossene  Umläufe  hervorgehenden  mit  eüdgerechnet),  so 
wird,  wfis  keiner  weiteren  Auseinandersetzung  bedarf,  diese  Function 
die  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  sein,  deren  Polynom  in  ic  und 
z  sich  iji  ein  Product  irreductibler  Factoren  zerlegen  lassen  wird  und 

('S  irird  sich  als  noihfccndifje  und  hinreicliende  Bedingung/  daßr, 
dass  eine  Funciion  eine  algehraisclie  ist,  die  ergeben y  dass  die- 
selbe  für  jedes  z  eine  endliche  Anzahl  verschieden^  Werilte  an- 
nimmt  {trohei  die  Werfhe,  ndche  die  einzelnen  Lösungeti  fiir*be- 
liehi(/e  f/eschlossene  Undäufe  annehmen ,  mit  zu  zählen  sind)  und 
nur  in  einer  mdliehen  Anzahl  von  FunMen  von  einer  endUthe» 
Ordnung  unendlich  trird;  nimmt  die  Fufiction  für  jeden  Pnntt 
{einzelne  Funlte  ausgescJdosscn)  71  verschiedene  Werthe  an,  und 
ist  m  die  ZahL  nelche  angieht,   wie  oft  die  Function  auf  dei'  zu- 

•)  Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  nicht  etwa  die  eben 
erhaltene  Glleichnng  durch  einen  Theiler  von 

qp„  (: )  ^=  [z  -  «)"  ( :  -  ß)''  .,.  {z--ff 

tlividirbar  ist,  weil,  wenn  z.  15.  :  —  «  ein  solcher  Theiler  wäre,  der  Ausdrnck 
(B)  fiir  »  =*  a  verschwinden  würde,  während  vr  einen  beliebigen  Parameter  be- 
deutet, was  oben  als  unmöglich  nachgewiesen  wurde. 


AlgcbrHiBthe  Pum-ticJiieii. 


ISl 


t/ckSriffcn  Efcmatin'scheii  Fläche  unmdlkh  ijross  von  der  mslen 
Ordnuttff  vHrtf,  so  mrd  sie  einer  Gleichung  zwischen  w  und  s 
ffniägen,  tcetcke  in  Sezug  auf  w  vom  n'"".  in  Bezug  auf  z  vom 

'  Grade  ist. 

Wir  «teilen  uns  nunmehr  im  Folgendea  die  Aufgabe,  die  Ver- 
igungspiinkte  einer  durch  eine  beliebige  algebraische  Gleichung 

/■(>".  ^)  =  1 

irton  Function  ir  von  a  zu  fiDdeit.  den  Ziigauimeuhang  der  Blätter 
sie  darstellenden  Itietnaun'xcheu  Flüche  in   den  einzelnen  sin- 

en  Punkten  zu  ermitteln  und  die  iUr  die  Umgebung  dieser  Punkte 
igen  Reihcui-utwicktuiigon  nufzuetulleu. 

l>a  oben  gezeigt  worden,  dass  eine  algebraische  Function  uir- 
\b  Discontinuitätspunkte  aweitcr  Gattung  hüben  kann,  so  folgt 
ik-n  in  der  dritten  Vorlesung  angestellten  Betrachtungen,  dasa 
nreignngspunkte  algebraischer  Functioueu  nur  solche  Werthe  von 
ji  können,  für  welche  u-  mehrere  gleiche  entweder  endliche  oder 
idlicbe  Werthe  annimmt,  und  es  kann  bemerkt  werden,  dass  die 

'Kucfaiing  derjenigen  Punkte  z,  fiir  welche  mehrere  Werthe  des 

l^leicb   uncndtirh  t/ross  werden,  leicht  auf  den  Fall  der  gleichen 
Wurzeln  einer  Gleichnng  zurückgeführt  werden  kann.    Denn 


ie  algebraische  Gleichnng  ein,  so  werden  fiir  jenen  siligulären 
Ji  Ton  s,  den  wir  mit  r^  bezeichnen  wollen ,  mehrere  Iiösuugen 
slgebraiflchen  Gleichung  zwischen  r  und  ^  den  Werth  Null  nn- 
!n,  und  ist  mau  daher  im  Staude  für  v  die  Reihenentwicklung 
steigenden  positiven  ganzen  oder  gebrocheneu  Potenzen  von 
:„  in  der  Umgebung  jenes  singulSren  Punktes  zu  ermitteln 
le  Aufgabe  wir  nachher  voilstündig  löseu  werden),  ao  wird, 
diese  die  Form  annimmt 

..  - »,  (I  ---.)•> «-+.(--  -  «„)'  ■" + ■  ■  ••) 

äubotitutton  von  w 

.,-  >   _  „,  {,  -  £.)-■     {  1    +  "J_ti   (,   _   ..„).'   +    .    ,    .) 


■  »r '  ('  -  -v"  ■  (i  +  '*'  ^'  -  '.y  +  ■  ■  ■  I 


iodfim  *idi  ftir  algebtalucliii  Fuiictioncu  •\vt  Detinit.i" 
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Bein,  welclio  Reihe  in  Fulgo  der  Eutwicklung  der  Klammei'  JUuJidi 
binumischen  Säte  in 

,-„-•  (i  -  -.„)  ■'  +  6    ,+ ,  (..  -  .-,)-■*  '  +  (■-.+.{-■-  '.) 
übergellt,  somit  als  eine  t'imctiou  von  ^  defiiiirt,   welche  la  i  = 
von   der  i'""   Ordnung  unendlich,  und  für  welche   dieser  PanH  eio 
8-facher  Verzweigungspunkt  ist. 

Somit  ist  die  Untersuchung  der  algebraischen  Functionen  auf 
diejenigen  Punkte  von  s  zurückgeführt,  für  welche  die  Function  gleicbv 
ciuilkhe  Lösungen  hat,  da  sich,  wenn  die  Lösungen  in  einem  r-Punktc 
sämmtlich  verschieden  sind,  die  Blätter  der  Rie  manu 'sehen  Fläcbe 
also  in  diesem  Punkte  keinen  Zusammenhang  haben,  jede  der  LV 
aungen  nach  dem  Früheren  nach  der  Tajlor'seheii  Reihe  muss  enl- 
wickeln  lassen*,  ausserdem  werden  aber  nur  die  im  Endlicheu  ge- 
legenen Verzweiguugspuukte  der  Function,  deren  Anzahl  eine  endliche*) 
ist,  in  Betracht  zu  ziehen  sein,  da  der  Zusammenhang  der  Blütttr 
der  Rtcmann'Gcben  Fläche  im  unendlich  entfernten  Punkte  nach 
froheren  Betrachtungen  schon  durch  den  Zusammenhang  in  den  im 
Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkteu  der  algebraischen  Function 
fest  bestimmt  ist,  doch  köimte  mau  auch  unmittelbur  durch  dieSoV 
stitution 


die  Untersuchung  der  Function  in  der  Umgebung  des  unendlich  ent- 
fernten  Punktes   auf   die    einer  algebraischen  Fuiictiou    iu   der  Um- 
gebung des  Nullpunktes  zurückführen. 
Sei  nun 

die  DeßnitiDUsgleichung  der  zu  untersuchenden  algebraischen  Function, 
und  bilden  um  x  =  £„  m  der  »-Lösungen,  welche  den  gleichen  end- 
glichen  Wertb  u-^  annehmen,  einen  Cyclua,  so  dass  die  Entwickluiig 
einer  dieser  Lösungen  durch 


(2) 


=  0„(i -,-.)-+„,. 


.(.-- 


«.)   ' 


•)  DasB  die  ÄnzaL!  derjenigeii  Wertlie  vou  i,  ßr  welche  ^(«,  2)  a-  o  gkkfae 
cndUcbe  Lüeangeu  hat,  eine  endliche  ist,  lolgt  einfach  liaraiu,  daes  bekaaDtlidi 
in  diesem  Falle  für  eben  diesen  Werth  von  i  auch 

«ein  mute,  iiud  diLBs  die  Anzahl  der  Werthe,  fiir  welcLe  diese  beiden  GlekhiingeD 
KUiummen  «tattfinden  köutien,  nicht  jtrÖBEer  sein  kann,  ala  der  Grad  der  üleiehung, 
awiacheu  jenen  beiden  OleichuBijoa  erliiUt: 


welclie  man  dutch  Eliniina(i( 

ebenao  ist,  wie  auB  der  Substitution  «■ : 

mehrere  der  i»  unendlich  gross  werden, 


,   folgt,  die  Anzahl  der  t,  füt 

!  und  liehe. 
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dargestellt  wird,  und  die  w  —  1  zugehörigen  aus  dieser  Entwicklung 
durch  Umkreisung  des  Punktes  ^^^  sich  ergeben  oder  dadurch,  dass  für 

eeiiie  m  verschiedenen  Werthe  gesetzt  werden,  so  wird  unter  der  An- 
nahme, dass  ft  und  m  l'einen  gemeinsamen  Theiler  hohen,  Je  die  grösste 

in  —  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet*),  und 

(3) E  =  ]c^^^ 

gesetzt  wird, 

(4)     ,7=^*  =  «;'  =  «^  (^  -  zj'"  +a„  +  ^(z-  ^„)""''"  '  +  •  •  • 

sein.     Nun  folgt  aber  aus  dem  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelten 
Princip  von  der  Umkehrung  der  Reihen  aus  (4) 

in                                 Vi  + 1 
(5) Z  —  Z^=zh,n  W>^  +  h,n+lW'   ^~  -\ ., 

und  wenn  Tc^  die  grösste  in  -    enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  und 


(6) VL^u^iti 


gesetzt  wird, 

(7)    ....    '-^  =  w '  =  l.n  J^^  +  6m+i  t/  V.    H ; 

hieraus  ergiebt  sich  aber  wiederum  vermöge  der  Umkehruug  der  Reihe 

(8) w  =  ^/z,  t<^"''^  +  0.,  +  i  w"  ''»    +  •  •  •, 

und   wenn   wieder  itj  ^^^  grösste  in  ^  enthaltene  ganze  Zahl  vor- 
stellt, und 

(9) fii  =  A-  4-"^ 

cresetzt  wird, 

nO)  .  ...  ^  =  w"  =  c^. wV'  +  c„.+,  w"'  /'.+... 

a.   s.  w.    Erwägt  man  nun,  dass 

w  >  ft,  >  ^2  >  f^j  >  •     •  > 

so  fo\g^  unmittelbar,  dass,  wenn  man  die  oben  angedeutete  Operation 
in  derselben  Weise  weiter  fortsetzt,  man  noth wendig  zu  einem  ftn+i 
kommen  muss,  welches  der  Null  gleich  ist,  und  hieraus  wieder,  dass 
|A^  der  Einheit  gleich  sein  muss ;  denn  da  wegen  ^ ;,  ^  i  =  0 

^)  wenn  f*  <  m,  so  wird  Ä;  =>  0  zu  setzen  sein. 


1 
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=  k 


H 


ist,  also  iin—i  den  Theiler  ^n  tat,  so  würde  aus  der  unmittelbar  vor- 
hergehenden Gleichung 


oder 

folgen ;  dass  iin—2  und  fin-i  den  gemeinsamen  Theiler  fi«  haben, 
ebenso  würden  der  Gleichung 

zufolge  /Ltn-3  und  Un— 2  ihn  haben  u.  s.  w.,  so  dass  schliesslich  auch 
m  und  ^  den  gemeinsamen  Theiler  ^n  haben  müssten^  was  der  An- 
nahme nach  nur  statthaben  kann,  wenn  fi„  =  1  ist.  Ist  dies  nnn 
der  Fall,  so  würde  sich 

1  2 

(11)  .  .  .     ^(;<«>  =  (l^  «/'""^^v-i  +  (l^w^"''^^f^'^i  4-  •  •  •, 

und  somit  durch  Umkehrung  dieser  unendlichen  Reihe 

ergeben,  d.  h.  es  würde  t«;^"  ~"  ^^  eine  eindeutige  Function  von  t<K»)  sein*, 
spricht  man  das  eben  erhaltene  Resultat  so  aus,  wie  es  für  die  spater 
anzugebende  Methode  zur  Ermittlung  der  Cyclen  nothig  ist,  so  er- 
giebt  sich,  dass, 

wenn  w  in  dei'  NäJw  von  z^^  in  der  Form  epittvickelbar  ist 

10  —  Wq  =  a^,  {z  —  z^Y^  +  a^,  +  i  (z  —  z^)  "^    -\ , 

worin  m  und  ft  zu  einander  relativ  prinie  Zählen  sind,  und  man 
bildet  die  EntwicJclungen  von 

z  -  z^  '  (T^^xr^)«'  '  *  '  (z-z^^ 

nach  Potenzen  von  z  —  -s'^,  50  weit  bis 

00 

wird,  kehrt  sodumi  die  letzte  Entivicklung  um,  indem  man  z  —  s^ 
nach  Potenzen  von 

W  —  Wq 


entwickelt,  bililet  ferner  die  Entwicklungen  von 

Z       Zq     z  —  ^i,  Z  —  Zq 

nach  Potenzen  von  iv,  so  weit  bis 


w 
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C;^.'-)  - » ""-  {^^ = 


icinljjielirt  wieder  die  letzte  Entwicklung  um,  indem  man  w  nach 
'Potenzen  von 

M       ~~~      Z,l  ff 

entwickelt j  u,  s.  w.,  so  nnrd  man  schliesslich  auf  zwei  Grössen  m?^'*^ 
und  ^r("-i)  geführtj  von  denen  die  letztere  eine  eindeutige  Function 
der  ersteren  ist,  und  indem  man  rückwärts  die  zuletzt  gefundene 
Entwicklung  einsetzt,  wird  man,  wie  aus  früheren  BechnungsmethO' 
den  unmittelbar  zu  ersehen,  w  —  ui^  und  z  —  Zq  nach  steigenden 
positiven  ganzen  Potenzen  von  w^"*^  geordnet  erluüten. 

Es  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Anzahl  der  Zahlen  k, 
A*,,  Ä'o,  .  .  .,  welche  die  Anzahl  der  jedesmal  vor  der  Umkehrung  an- 
zustellenden Operationen  bestimmen,  in  Folge  der  Gleichungen  (3), 
(G),  (9),  .  .  .,  den  Kettenbruch  zusammensetzen 

'■■•  +  r^V  ' 

Lassen  wir  nun  die  oben  gemachte  Annahme  fallen,  dass  ft  und 
m  zu  einander  relativ  prime  Zahlen  sind  und  setzen  fest,  dass  s  der 
grosste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen  ft  und  m  sei,  so  wird,  wenn 
wieder  ^„  + 1  =  0  angenommen  wird  und  daher 

ist^  lin  nach  den  vorher  zwischen  den  fi  aufgestellten  Beziehungen 
der  grosste  gemeinsame  Theiler  zwischen  fin-2  undft„_i,  ft„_3  und 
|lm  —  2^  u.  s.  w.,  eudüch  auch  zwischen  ft  und  m  sein  und  daher  s  =  iin> 
Sei  nun  z.  B.  ^„  ^  i  =  ft^  =  0,  so  dass  (ii=  s  wird,  so  erhalten  wir 

-"-JT  =  ^"  =  ^'n  +  6m  +  r  W'f"'^   +  6,n  +  »  +  l  W    ''»      H , 

V  tC 

indem  die  auf  das  Glied  hm  folgende  erste  Potenz  von  w'  die  —    sein 

mag,  und  es  wird  somit  in  diesem  Falle  die  Entwicklung  der  Func- 
tiofien 

Z  —   Zq        Z  Tj)  Z  Ty 

so  weit  fortzusetzen  sein  bis 


C-^f )  -'«-'*  -<i  (^?H?o = 


oo 


ist.     Bezeichnet  man  jetzt  die  grosste  in    ^    enthaltene  ganze  Zahl 


1S6  Nciiiite  Vorlesung. 

mit  l  iiuii  setzt 

Pi  ~^  Fl' 

ao  folgt 

— ;,-^  =    »■-=    i.,+  ,    ».'■'    +    (.,.+  „+,    ,»•     '■■     +    .    . 

und  hieraus  durch  Umkehrung 

,r  =  c„,  «;'"'■  +  (>,  +  ,  MJ'"  '■     H , 

HO  dasB  jetzt  wieder  die  oben  angegebenen  Operationen  iu  derselben 
Weise  wie  früher  bewerkstelligt  werden  können;  haben  w,  uad  p, 
keinen  gemeinaamen  Theiler,  so  würde  man  iu  dieser  Weise,  indem 
nunmehr  wie  im  ersten  Falle  die  Nullwerthe  der  iu  Betracht  kommen- 
den Grössen  sich  entsprecheu,  schliesslich  wie  früher  zu  einer  ein- 
deutigen Entwicklung  geführt  werden;  haben  jedoch  v,  und  ft,  einen 
gemeinsamen  Divisor,  so  würde  man  in  genau  derselben  Weise,  wie 
es  eben  geschehen,  weiter  zu  operiren  haben,  jedenfalls  aber  auch, 
da,  wie  man  sich  aus  den  einzelneu  Gleichungen  leicht  überzeugt, 

ist,  zu  einer  Gleichung  geführt  werden,  in  welcher  der  Exponent  rinw 
ersten  (C-Potenz  die  Form        hat,  welche  somit  in  ihrer  Unikehrmig 

eine  eindeutige  Darstellung  einer  der  successive  sich  ergebenden  tr- 
GrÖEsen   durch  die  nächstfolgende  liefert.     In  diesem  Falle  erh^Mfi] 
wir  statt  jenes  einen  Kettenbruches  eine  Reihe  einzelner 

deren   Zahl    zu   der  jener  Operationen  in   einem   leicht  crsii^hfi 
Zusammenhange  steht, 

Fasst  man  nun  die  eben  angestellten  Betrachtungen  und  ]_ 
nenen  Hesultate  zusammen,  so  wird  sich  von  selbst  eine  eioQ 
Methode  zur  Bestimmung  der  Cyden  iu  deu  Verzweigt) ngspuiikten 
und  zur  Aufstellung  der  Reihenentwicklung  einer  durch  die  algebraische 
Gleichung 

(13) A"-,  s)  =  0 

definirten  Function  in  der  Umgehung  eben  dieser  ergeben,  indem  die 
Entwicklung  in  der  Umgebung  aller  andern  Punkte,  denen  nur  einfache 
Losungen  der  Gleichung  (13)  entsprechen,  wie  schon  oben  hervorge- 
hoben, nichts  anderes  als  die  Taylor'scJie  Reihe  ist,  solbstveretandlicli 
unter  der  Voraussetzung,  die,  wie  früher  gezeigt  war,  keine  Beschrän- 
kung enthielt,  (lass  eiuom  endlichen  4--Wertbe  auch  ein  endlicher  Werth 
der  Function  entspricht;  es  sei  noch  bemerkt,  dass  dieTaylor'sche  Ent- 
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Wicklung   von  tv  nach  Potenzen   von  z  —  jb?q,  wenn  w  =  Wq,  z  ^=  z^^ 
entsprechende  Werthe  vorstellen;  die  Gestalt  hat 

w  —  w^  =  an  {z  —  ZqY  +  an^  1  (r  —  ZqY  +  ^  H , 

wenn  die  Gleichungen  bestehen 

0  0  0 

oder  wenU;  wie  aus  den  durch  Differentiation  der  Gleichung  (13)  er- 
haltenen Beziehungen 

dfjw,  z)   .    cßw,z)  dw r. 


dz       '        dw      dz 


dy{w,  z)    ,    „  ^/;(w,_f)  dw    ,    aVC^f)  (dw^  _•    dßto,z)  d^w  _  ^ 
~d^        '  dzdio     dz  "1"      äw*      ^dz/  "r       a^       d-ar«  ^ 

hervorgeht, 

[-W  -)  =  (-  av- j  =  •  •  •  =  [-J?^~)  =  ^ 

0  0  0 

ist 

Entsprechen  nun  in  der  vorgelegten  Gleichung  (13)  dem  z  =  Zq 
gleiche  Werthe  «{;  =  t^Q,  so  werden  bekanntlich  r  solcher  Werthe  in 
{<*o  zusammenfallen,  wenn  die  partiellen  Differentialquotienten 

df{v\z)    d^fiw,^  cr^^f(w,z) 

far  z  ^=  Zq,  w  =^  iVq  verschwinden;  entwickelt  man  aber  die  ganze 
Function  f(w,  z)  von  tv  und  z  vermöge  des  Taylor 'sehen  Satzes  nach 
lenzen  positiven  Potenzen  von  w  —  Wq  und  z  —  Zq,  so  wird  sich, 
if^enn  jene  ganze  Function  in  Bezug  auf  tv  und  z  von  der  m^®"  Di- 
mension ist,  die  Form  ergeben 

14)      O  =  /-(tr,.)=^V,{(0)  (.-.,)* 

0 
0  0 

0 
0  0 

0 

+  »«>  GlSgs)(^-^oV''-*(«--'^o)4----+(f^.)(«'-«'«)'''), 


0 
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wenn 

>    x'7  1 .  2  •  •  •  g 

gesetzt  wird,  und  h  die  Zahlen  1,  2^  .  .  .  m  bedeuten  kann.    Setzt  man 
nun  hierin 

%0  —  Wq 


=  v, 

ü 


z^z.  »' 


80  ergiebt  sich,  wenn  durch 

{z_-  z,;i 

dividirt  wird, 

(15)  0  _  /■,  (r„  .)  -  (iJ)  +  Ä-,  fel4;.,>,  +  ....  +  0>-,» 

+ 'r/;'  |(0;o + c' + '),  (iSh +••••+ (S^.)" '^'l 


\ 

0  0  0 

+»^  ('  -  '•)■-*  KP)  ■+ »'.  GÄ)». + •  •  ■ + (Bh-!. 

0  0  0 

und  es  sind  somit  Tc  der  zu  ;ef  =  ;?q  gehörigen  Werthe  von  t7j  durch 
die  Gleichung  bestimmt 

0  0  0       • 

während  die  m  —  h  andern  unendlich  gross  werden*).     Ist  nun 

0 

von  Null  verschieden,  also  da  in  der  obigen  Form  der  Gleichung 
(14)  die  Annahme  liegt,  dass 

\^ic)  "=  fc«)  =  ••••=  \dü^  =  ^ 

0  0  0 

sind,  IV  ^=  n\  eine  fc-fache  Lösung  der  vorgelegten  algebraischen 
Gleichung  für  z  =  z^  (also  r  =  h),  so  kommen  sämmtliche  unendlich 
grossen  Werthe  von  v^  nicht  weiter  in  Betracht,  da  die  endlichen 
Werthe  von  t;,  vermöge  der  Definition  dieser  Grösse  nur  aus  den 
Werthen  von  it/*  entspringen  können,  welche  gleich  w^o  s^id;  ist  jedoch 

©)-» 

0 


*)  indem  bekanntlich  das  Verschwinden  der  Coefficienten  der  p  höchsten 
Glieder  einer  Gleichung  identificirt  werden  kann  mit  dem  Unendlicbwerden  von  p 
Lösungen  derselben,  wie  aus  der  Substitution  der  reciproken  Yariabeln  unmittel- 
bar einleuchtet. 
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und  w  =  Wq,  wie  oben  angenommen,  eine  r- fache  Lösung  der  alge- 
braischen Gleichung^  so  dass  also  ausserdem  noch 

0  0  0 

verschwinden,  so  werden  jedenfalls  von  den  zu  betrachtenden  r,- 
Werthen  r  —  /;  +  1  unendlich  gross  werden,  und  es  werden  noch  p 
endliche  Wurzelwerthe  von  i?,  durch  unendlich  grosse  Werthe  ersetzt 
werden  müssen,  wenn  von  den  Grössen 

0  0  0 

von  links  nach  rechts  genommen  p  aufeinanderfolgende  den  Werth 
Null  annehmen. 

Sei  nun  r/  eine  einfachi*  Lösung  der  Gleichung  (16),  so  wird 
die  durch  die  Gleichung  (15)  definirte  Function  r^  m  z  =  Sq  nur 
einmal  den  Werth  v(  annehmen  und  sich  somit  r,  —  r/  nach  stei- 
genden positiven  Potenzen  von  z  —  z^^  entwickeln  lassen;  da  aber 
diese  Entwickelung  mit  der  r**^"  Potenz  beginnt,  wenn 

0  0  0 

verschwinden,  oder  wenn,  wie  aus  der  bezüglich  der  Gleichung 
f(ir,z)  =  0  gemachten  Bemerkung  folgt, 

(i^')-©')--=(P)=»  ■ 

0*  0  0 

ist,  d.  h.  nach  Gleichung  (15),  wenn  ausser  der  Gleichung  (16)  noch 
die  Gleichungen 

(f^9]+(<+.),G^::£);,+...+(i:^'4.-,-=« 

(i;:^0+<'+'-'>'G«)'-'+---+fe^-)'*^--'=« 

0  0  0 

ebenfalls  für  i\  =  r,'  befriedigt  werden,  so  wird  sich 

^\  =  ^\  +  «y  (^  —  ZqY  +  «•.+!  {z  —  z^y-^^  H 

ergeben,  worin 

0  0 

aus  der  Gleichung  (15)  hergeleitet  werden  können,  und  es  folgt  dann 


•  •  •  • 
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w  =  tc\  +  {z  —  ^„)  t'i  =  n\,  +  v;  {z  —  z^)  +  «r,  (^  -  r,,)''+^  + 

als  eindeutige  Eutwickelung  von  w  in  der  Umgebung  von  Zq. 

Die  für  z==z^  sich  ergebenden  unendlich  grossen  Losungen  der 
Gleichung  (16);  die  nach  dem  Obigen  für  unsere  Untersuchung  uur 
in  Betracht  kommen,  wenn 


(P)  - » 


0 

wird;  zeigen  nach  den  früher  gemachten  Auseinandersetzungen  an, 
dass  die  Entwickelung  von  w  —  w^  nach  Potenzen  von  z  —  z^  mit 
einer  niedrigeren  Potenz  als  der  ersten^  also  jedenfalls  mit  einer  posi- 
tiven acht  gebrochenen  Potenz  von  z  —  Zq  beginnt;  und  da  in  diesem 
Falle  zur  allmähligen  Reduction  auf  eine  eindeutige  Entwickelung 
sogleich  die  Umkehrung  der  Reihe  herzustellen  oder  z  —  z^  nach 
Potenzen  von  w  —  i^„  zu  entwickeln  war,  so  wird  man  in  Gleichung 
(14)  die  Substitution 


z  —  z, 


A 


0 


-  =  V, 


ZU  machen  haben,  und  wenn  mit 

"kl 
dividirt  worden  und  berücksichtigt  wird;  dass  w  =  Wq  für  z^^z^  eine 
r-fache  Lösung  der  Gleichung  (13)  sein  .sollte;  eine  Gleichung  von 
der  Form  erhalten 

0  0 

+ •  • 

+  ,.-i^,(--«'«)- -i  (P)  V-'+ ••• +0-- 1).  (,-f^^^t' 

0  •  0 

+    ,  ("iv  —  «\,y~*  \\  — -]  vJ  +  -  -  '  '  -\-  rA -— -  I  i\  4-  l^^-L 

+  •••••••••' '....' 

0  o  \ 

in  welcher  Vj  und  f^  eine  andere  Bedeutung  haben  als  vorher. 
Der  dem  unendlich  grossen  Werthe  von 

entsprechende  Werth  von  i\  ist  Null;  und  wenn  wir  wieder  die  Au- 
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nähme  machen,  dass  t;^  s=  0  eine  einfache  Lösung  der  Gleichung 
(17)  oder  der  Gleichung 

ist,  dass  somit  die  oben  behandelte  Gleichung  (16)  nur  eine  unend- 
lich grosse  Losung  hatte,  so  wird  wieder  Vi  eine  eindeutige  Function 
von  w  sein.    Erwägt  man  nun,  dass  die  Annahme,  dass 

(IS)-  (s)  -  -  c-:?)  - ». 

.00  0 

worin  p  fär^s  erste  eine  noch  unbestimmte  positive  ganze  Zahl  ist, 
die  den  obigen  Gleichungen  (A)  analogen  Beziehungen 

nach  sich  zieht,  welche  für  t;^  =  0  befriedigt  sein  müssen,  und  dass 
dies  in  der  That  bis  zu 

/^  -f-  j)  =  r  —  1     oder    p  =  r  —  1  —  A 

und  nur  bis  dahin  stattfindet,  weil  der  Voraussetzung  nach  tv  =  Wq 
eine  r-fache  Lösung  von  (13)  und  daher 

0  0  0 

sein  sollte,  so  folgt,  dass 

\dwj  —  \d~w*J  \dw'-'  -  */ 

0  0  0 

ist  9    und  daher  die  Entwicklung  von  v^  nach  Potenzen  von  w  —  Wq 
die  Form  annimmt 

X>a  unn 

ist  9   und  sich  somit 

er^iebt,  so  folgt  durch  Umkehrung  dieser  Reihe 

1  2 


für  die  gesuchte  Entwicklung  jener  Fimction  in  der  Umgebung  von 
^  und  es  werden  hierdurch  als  Elemente  eines  Cyclus  grade  jene 
f  — -  k  '{'  \  Werthe  von  w  dargestellt,  für  welche  nach  dem  Obigen 
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C: :  ::•) = 


Ü 

war,  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  (16)  nur  eine  unendlich 
Losung  hatte. 

Hat  die  Gleichung  (IG)  jedoch  mehr  als  eine  unendlich 
Wurzel,   so  wird  auch   in  (18)  mehr  als  eine  Losung  verschwwdl*"» 
und  es  würde  somit  für  die  durch  die  Gleichung 

/;  (t'i ,  w)  =  0 

definirte  Function  grade  der  Fall  zu  behandeln  sein,  den  wir  iu  ^-Ä-^) 
noch  ausgeschlossen  hatten,  nämlich  den  der  gleichen  Losungen,  vm-  "^^ 
auf  den  wir  jetzt  für  die  ursprüngliche  Gleichung 

/l(t',,£)  =  0 
näher  eingehen  wollen. 

Liefert  nämlich   diese   Gleichung  im   Punkte  ^r  =  ^^  für  f,  ^^"Ji' 

Lösung  t'/  mehrfach,   so  würde  man,   wie  dies  vorher  für  die  Fubmmic 

tion  /'(/r,  ß)   geschehen,  jetzt  f\{t\,  s)  nach  Potenzen  von  e  —         i 

und  t'i  —  i\    zu  entwickeln,   nach  Dimensionen   zu  ordnen  und  na^==3cl 

Division  mit  der  entsprechenden  Potenz  von  z  —  Zq 


Vi  —  V 


/ 


I  —  '1 

'I* 


zu  setzen  haben;  würde  in  der  resultirendon  Gleichung        .  ^ 

(19) /:,0'',,~0  =  o 

für  0  =  Zq  eine  Lösung  ?;./  nur  einmal  vorkommen,  so  würde  gg=^nau 
nach  den  früheren  Auseinandersetzunf^en  r.^  eine  eindeutige  Funcs- tion 
von  z  sein  und  sich,  wenn 

(:?)- er?)-  •  (i:-:-) 

{)  {)  0 

verschwinden,  in  die  Taylor  sehe  Reihe  entwickeln  lassen 

r,  —  v;^e,{z  —  z,;)'  +  iv+,(^  — ^o)'"^'H ; 

so  dass  für  das  entsprechende  t\ 

n  —  v{=v.;{z  -  z,)  +  e,{z  —  z,y  +  '  +  ^v+1  (5  -  ^„)''  +  «  -K    -  •  • 
und  daher  vermöge  der  Substitution 

für  das  zugehörige  tv  die  Eutwickelung  besteht 
,r-^iv,=v,\z-^z,)-{-v.:(z—z,y  +  eriz—Zo)^^-\-e,^i{z-^s,)^^ 

somit  w  wiederum  eine  eindeutige  Function  von  z  wird.    Ist  vi  kcww 

einfache  Ijösung  der  Gleichung  (19),   so  wird  man  wieder  durch  «w 

ähnliche  Substitution 

r,  —  V,' 

7    -  .  »> 


AlgebraiBche  Putictionen. 


19.1 


(  algebraisclie  Gleicliuiig  herlt-iteu,  u.  s.  w.,  und  wird  so 
EU  Gleichungen  kommen,  die  zum  Theil  einfache  crtillichv  Lö- 
1  haben,  und  dann  wird  mau  durch  Substitution  rückwärts 
Cg  als  eindeutige  Function  von  ^  —  ^u,  nach  steigenden  posi- 
Potouzeu  von  r  —  «^  entwickelt,  erhalten,  zum  Theil  unendlich 
Löfiungeu  besitzen,  wie  man  leicht  daraus  scbliessen  wird, 
wenn  zwei  eindeutige  Entwiekluugen  von  der  Form 

W    -    W„  =   II r  (S  —  -'„)■■   +   ".  +  I  (S   —   *-„)'■  +'    +    --■ 

n-  -  w„  =  b,{.'  -  s,y  +  h.  +  ,{,-  2„)'  +  '  +  . . . 
en,  eutweder,  wenn  k.  B.  r  <  s. 


(^7f^) 


ten  Falle  deu  Werth  a,,  im  zweiten  Falle  den  davon  verschie- 
Werth  Null  hat,  oder,  wenn  r  ^  s  und  Or  von  b,  verschieden, 
Ausdruck  ebenfalls  zwei  eudliche  von  einander  verschiedene 
e  anoimmt,  wälireud,  wenn  Or^h,  wird,  in  beiden  Füllen 


(u';^-".) 


lieh  gross  wird,  und  ilhnliches  gilt  tür  vieldeutige  Entwicklun- 
nclem  man  dann  nur  die  grösst«n  in  r  und  s  euthalteueu  gan- 
ihlen  herauszu nehmen  und  auf  die  Anzahl  der  in  joder  Form 
tenen  Lösungen  zu  achten  braucht.  Indem  man  nun  für  den 
luss  die  erhaltene  Gleichung  unendlich  grosse  Lösungen  liefert, 
i  unmittelbar  vorhergehende  Gleichung  die  reei|]roke  Substitu- 
nwendet,  wird  man  wieder  auf  ähuliebe  Gleichungen  geführt, 
.U33  schliesslich,  wie  schon  aus  den  oben  der  Besprechung  dieser 
de  Toransgeachi eklen  allgemeinen  Betrachtungen  in  Betreff  der 
tion  vieldeutiger  Functionen  ersichtlich  ist,  zu  Gleichungen  ge- 
I  müssen,  welche  nur  einfache  Lösungen  liefern*),  und  för 
!  sich  somit  die  aus  der  resultirendeu  Gleichung  unmittelbar 
iliche  eindeutige  Entwicklung  der  einen  der  beiden  zuletxt  ein- 


Ka  U)ua>  noch  bemerkt  werden,  daas,  wenn  wir  darch  eioe  endliche  An- 
D  üp«nilionen  xu  dieneni  tieaiiltate  geführt  werden  sollen ,  angenommen 
muM,  daM  in  der  uiirpriuiglich  gegabenea  Gleichuog  nicht  etwa  vicl- 
ftctorou  enthalten  und,  da  const  Tür  solche  gleiche  Lönungen  auch  elets 
I  eingeführte  Variable  gleiche  Werthe  haben  wQrile,  wie  weit  wir  auch 
RUirimg  ucuer  Vnriabeln  fortget^tpii ,  und  wie  oft  wir  auch  die  Umlieli- 
Sr  Beibeo  l'ür  den  Fall  der  unendlich  grossen  LÜEUngen  wiederholten, 
wird  keiuc  der  auii  der  Benutzang  der  reciproken  Substitution  sich  er- 
n  GleichuDgeo  tdr  jedes  t  gleiche  Löiungen  geben  dürfen,  und  um  diese 
I  L^ungen,  wenn  «olcbe  vorkommen,  zu  beseitigen,  wird  man  ott'enbnr 
JKhea  dieser  Oleichimg  und  ihrer  nach  der  abhängigen  Variabein  ge- 
UB,  Ableitung  die  geiueiiiEamen  Fuctoren  zu  eliniinireu  bruucheu. 


.  'lUpt.  Fuu 


U 
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geführten  Yariabeln  durch  die  andere  ergiebt;  jedenfalls  kann  man 
auf  diese  Weise  für  w  —  w^  und  ^  —  j?q  ,  wenn  man  die  zuletzt  ge- 
fundenen Reihenentwicklungen;  wie  schon  früher  auseinandergesetzt 
worden,  wieder  rückwärts  substituirt,  eindeutige  Entwickelungeu  nach 
steigenden  Potenzen  einer  Variabein  t  —  tf^  in  der  Form  aufstellen 

w  -  tv,  =  hAt  -  foY  +  h+i  {t  -  g'+^  + . . ., 

und  wird;  wenn  man  erwägt,  dass  aus  der  ersten  dieser  Reihen  sich 

-L  ^ 


•  •  • 


ergiebt,  und  diese  Entwicklung  in  jene  zweite  Reihe  einsetzt, 

w  —  ?ro  =  A,{z  —  ^J'-  +  J.,  +  1  (2-  —  So)  ''    H 

erhalten.  Somit  ist  in  jedem  Falle  die  Entwicklung  von  «?  —  V| 
nach  steigenden  positiven  Potenzen  von  s  —  Zq  gefunden  und  hienwB 
der  Zusammenhang  der  r  in  0^  zusammenzuheftenden  Blätter  der 
Rieman naschen  Fläche  unmittelbar  erkennbar. 

Es  mag  zum  Schluss  dieser  Untersuchung  nur  noch  der  spedeDe 
Fall  hervorgehoben  werden,  in,  welchem  dem  Werthe  g'^sg^  r  gleiche 
Werthe  u^^  entsprechen,  und  daher  die  Gleichungen  statthaben 

\ifr)  =  (ai«)  =  •  •  •  =  (^v-V  =  ^' 

0  0  0 

während 

m 

0 

von  Null  verschieden ,   also  jSq  für  w  =  Wq  nur  eine  einfache  Losui^ 
derselben   Gleichung    sein    soll;    dann    wird    die  Gleichung  (16) ^    ^ 
welche  Z;  =  1   zu  setzen  ist,   nur  unendliche  Lösungen  liefern,  ^^ 
somit  nach  der  allgemeinen,   oben  für  diesen  Fall  gefundenen  EI^*' 
Wicklung 

oder 

und  daher 

1  s 

w  -  fr,  =  (Z,  {;:  —  z,,)'-  +  (/,  (z  —  Z^y  H 

zu  setzen  sein,   so  dass  alle  r  Wurzeln  einen   einzigen  Cyclus  vo      "*^ 
Elementen  bilden. 


Sind  nun  die  einzelnen  Cyclen   der  Wurzeln    für    die  Verzi 
gungspunkte  der  Riemann'schen  Fläche  ermittelt,  und  die  Reih^^ 
entwicklungen   der  Function   in   der  Nähe   jener   Punkte  aufgest^^ 
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^9ö 


I  nun,  wenn  z.  B.  u,  ß,  y.  ...  diese  Yer^weiguiigspunkti? 
en,  zuerst  von  nr  aus,  wenn  für  deiiselben  Cyclen  von  m,  «,  . .  . 
tcn  gefunden  sind,  einen  Schnitt  durcli  m  Blätter,  einen  sol- 
tirch  »  Blätter  ii.  s.  w.  iu's  Unendliche  legen  und  in  dem- 
je  m,  n,  .  ,  .  Bintter  in  der  früher  angegebenen  Weise  zu- 
iheften.    Dasselbe  mi'>ge  für  alle  Verzweigungspunkfe  geschehen 

0  doss  es  uunmehr  nur  noch  darauf  aukomml,  die  einzelnen 
KU  kennzeichnen,  um  angehfia  7.u  können,  wie  dieselben  Blatter 
äüizelnen  Verzweigungspunkten  verbunden  sind,  Za  dem  Ende 
an  in  irgend  einem  Blatte  continuirlJch  z.  B.  durch  Taylor- 
eihcnentwicklungen,  ohne  Verzweigungssclinitte  zu  Uberschrei- 
s  in  die  Nähe  des  zweiten  Verzweigungspunktes  und.  nehme 
ir  den  so  erreichten  Punkt  als  in  demselben  Blatte  mit  dem 
gspiuikte  liegend  an;  lUsst  man  jetzt  die  Variable  einen  ge- 
inen Umlauf  beschreiben,  so  gelangt  man  nach  der  schon  aus- 
en  Zerschneidung  und  Verbindung  der  Blätter  in  ein  anderes 
lud  ordnet  den  nun  erreichten  Punkt  demjenigen  Blatte  zu, 
hoin   man   von   einem   in  der  Nähe  des   ersten  Verzweiguuga- 

1  liegenden  Punkte  durch  coutinuirtiche  Aenderung  zu  diesem 
teten  Punkte  gelangen  kann.  Fährt  man  so  fort,  dies  für 
nkte  nnd  alle  Blätter  zu  thnn,  so  ist  eine  feste  Bestimmung 
ktt«r  getroffen,  und  somit  der  Weg  klar  vorgezeichnet,  auf 
,e  Torgeiegte  Riemann'sche  Fläche  einer  beliebigen  alge- 
iü  Function  zu  einem  Ort  ftlr  die  Variable  umgestaltet  werden 
on  dessen  Punkten  die  gegebene  Function  eindeutig  abhängt, 
Be  Fläche  wird,  wie  aus  früheren  Auseinandersetzungen  Lervor- 
kua  einer  Reihe  von  Blättern  bestehen,  die  alle  in  Verzwei- 
sbnitten  mit  einander  zusammenhängen,  wenn  die  die  Function 
nde  algebraische  Gleichung  eine  irreductible  ist;  wenn  diese 
ng  jedoch  nicht  irreductibel  war,  dagegen  in  mehrere  Gruppen 
ittern  zerfallen,  von  denen  je  zwei  Gruppen  höchstens  Punkte 
ander  gemein  haben.  ^ 

wird  der  Deutlichkeit  wegen  zweckmässig  sein,  die  Unter- 
5  der  Cyclen  einer  algebraischen  Function  in  einem  bestimmten 
igungspunkte   an    einem   Beispiele   durchzuführen,    luid    zwar 

wir  zu  dem  Zwecke  die  bereits  nach  positiven  Potenzen  von 
und  M'  —  tCfl  geordnete  ganze  Function 


der  Form  der  Gleichung  unmittelbar  ersichtlich   ist, 
fttüie  4<E  ^u  die  Lösungen  der  Gleichung 


] 
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d.  h.  die  dreifache  Wurzel  tc„  und  die  drei  von  einander  verschie- 
denen Lösungen 

entsprechen,  wenn  a  eine  dritte  Einheitswurzel  bedeutet;  wird  es 
unnöthig  sein,  uns  mit  den  Entwicklungen  der  t(;- Function  in  der 
Umgebung  des  Punktes  Zq  zu  beschäftigen ;  welche  für  jer  =  ir^  die 
drei  zuletzt  bezeichneten  Werthe  der  Variabein  w  liefern ,  da  diese 
Entwicklungen  nach  dem  FrQheren  niclits  als  die  nach  positiven  stei- 
genden Potenzen  von  z  —  Zq  fortlaufenden  Taylor 'sehen  Reihen  sein 
können,    für    deren    Coefßcientenbestimmung    nur    die    Werthe    der 

Grössen 

(ihr\       /d'icK        fdhv\ 
\dzj'     \(1:^)'     \di')'  'J  • 

0  0» 

mit  Hülfe  wiederholter  Difi'erentiatiou  aus  der  obigen  Gleichung  zu 
ermitteln  sind.  Was  aber  die  Entwicklung  der  drei  Werthe  von  w 
betrifft;  welche  für  *?  =  ^o  ^^^  gleichen  Werth  Wq  annehmen^  so  wird 
zuerst;  wie  oben  gefordert  wurde,  die  vorgelegte  Gleichung  nach 
steigenden  Dimensionen  in  der  Form 

0  =  /'(u;,.^)  =  6-(/r—  u\;)^ 

+  a  {w  —  /r,,)« 

+  r?  {z  -  z,y  +  h  (z  ^  z,r  Or  -  ir,,y 
zu  schreiben  und  hierin  zuerst 


W  —  Wq 

z  — ~;r7 


V 


i 


zu  setzen  sein,  wodurch  dieselbe,  wenn  durch  {z  —  e^y  dividirt  wird,  in 

+  a  {z  —  5,,)^  r^^' 

+  d{z--z,;)^  +  h(---z,yr,^ 

übergeht.  Setzt  man  in  diese  z  =  Zq,  so  folgen  drei  der  Null  gleiche 
Werthe  von  t'j,  und  um  nun  die  Taylor 'sehe  Entwicklung  von 
fi(v^,  z)  nach  steigenden  Dimensionen  geordnet  zu  erhalteD;  wird 
man  somit  nur  zu  schreiben  brauchen 


0: 

-  /•,  («: 

+  d  iz  - 
■\-h{z- 
—  « (z  — 

*^^))    *  1    ? 

setzt 

man 

nunmehr  wieder 
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80  ergiebt  sich,  wenn  durch  (z  —  z^f  dividirt  wird, 

+  a{z  —  z^fv^\ 

welche  wieder  i^r  z  =  z^  die  drei  gleichen  Lösungen  r.^  =  0  liefert. 
Ordnet  man  nunmehr  diese  Gleichung,  so  dass  sie  die  Gestalt  an- 
nimmt 

0=/i(t'2,  z)^d{z-  z,;) 


+  cv^ 

+  h{z- 

-  -^O)^^  ^'2* 

+  a{z- 

"  ^o)'  <> 

so 

überzeugt 

man  sich 

unm 

liitelbar,  dass, 

wenn,  man 

jetzt 

wieder 

eine 

Substitution 

von 

der  Fe 

>rm 

Z  —  Z^             3 

machen  und  durch  z  —  z^  dividiren  würde,  sämmtliche  Werthe  von 
^3  toiendlich  gross  würden,  und  dass  man  daher  auf  die  vorige  Glei- 
chung die  reciproke  Substitution 


Z  —  Zq 
-=^3 


anMrenden  muss,  in  welchem  Falle,  wenn  mit  v^  dividirt  worden,  jene 
Gleichung  in 

+  c  V 

+  6VV 

+  ÖVo**  t'3* 

übergeht,  welche  für  i;2  =  0  die  einfache  Losung  v^  liefert  und  somit 
«73  als  eindeutige  Function  von  t'j  definirt;  um  nun  diese  Taylor'sche 
Reiheijentwicklung  bilden  zu  können,  ist  es  nöthig,  die  eben  erhaltene 
Oleichung  successive  nach  V2  zu  differenziren,  und  man  erhält  dann, 
\wie  leicht  zu  sehen, 


0 
so   dass 


«^3=  —  1  V  +  ^3V  + 


•     •     • 


d 

fol^>  worin  [i^,  ii^,  .  .  ,  bis  zu  jeder  Gränze  hin  aus  der  obigen 
Crleichung  hergeleitet  werden  können.  Mit  Benutzung  der  obigen 
Substitutionsgleichung  erhält  man 

^  — ^ü  =  "-T  V  +  f*3VH 
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luul  durch  Uinkeliruusr  dieser  Ueihe  nach  bekannten  Methoden 

'■',  =  -  (;.  y  -  —  -  / '  4-  »'i .-  —  -\.)  -\ , 

so  ihiss  endlich  vermöge  der  Beziehungen 

=  »■,     und     ■ —  =  r- 

die  Eutwicklimg 

/d\i  J  :  1 

folgt,  und  daher  jene  drei  Zweige  der  algebraischen  Function,  ifdc>^^i 
tllr  :  =  r,  den  irleichen  Werth  w,  amiehmen.  einen  Cvclos  Ton  dr^ 
Kiementen  bilden. 


Zehnte  Vorlesnug.  , 

Der  LogarlthmuB  und  die  Exponentialfunction. 

Nacitdeni  die  eiiifucbstc  Klasse  der  unmittelbar  in  aualytisclien 

Ausdriickcii   sich    tlarbietendeii  Functionen,    die  algebraischen    Fiiuc- 

twioeu,  behandelt  worden,   soll  aul'  Jieae  gestützt  die  weitere  Einfflb- 

ritflg  neuer  analytischer  Functionen  dadurch  geschehen,  dass  wir  die- 

jenigeu  Functionen  suchen,   deren  Ableitung   rationnl  iiua  der  Varia- 

Wn  lind  einer  bestimmt  vorgelegU'n   algebraischen   Function   dieser 

Variabehi   zusammengesetzt  ist,  oder,    wie   man  auch  nach  späteren 

J  Auseinandersetzungen  als  völlig  gleichbedeutend  wird  sagen  dürfen, 

I  mit  einer  gegebenen  algebraischen  Function  gleichverzweigt  und  nur 

fiu  einer   eDdlicben  Anziihl   »on  Punkten  algebraisch   von  einer  end- 

f  ücben  Ordnung  unendlich  ist*). 

Gehen  wir  von  dem  einfachsten  falle  aus,  in   welchem   die  Ab- 
Kloituiig  der   zu    behandelnden   Function    rational  aus   der   Variabein 
nd  der  durch  eine  in  w  linearen   nlgehraischeu  Gleichung   vun   der 

9» '»  1"  +  fpt  (ä)  =  '1 
iefiuirtcn  Fouction  iv  zusammengesetzt  ist,  oder,  wie  man  dies  in 
ijt»ein  einfachen  Falle  unmittelbar  erkennt,  in  welchem  die  Ablei- 
Ung  eine  wie  w  verzweigte  Function,  nämlich  eine  rationale  Func- 
I  e  ist,  die  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  un- 
ndlicli  Ton  der  ersten  Ordnung  sein  wird,  so  wird  es  sich  um  Inte- 
«Ic  von  der  Form 

dela,  in  welchen  f^  (e)  und  /,  {«)  ganze  Functionen  von  ä  bedeuten, 


I  Ea  wird  ferner  »piLter  gezeigt  wurden,  dass  eine  in  der  durcli  Quencfanitte 

t  eine  «inbcb  KuiaminoDbängeu de  Fläche  verwandelten  Bienianu'schen  FlEcbe 

t  ftlgebraicchen  Fauotion  eindeutige,    beim  üeberBobreiten  dar  Qaereulinitte 

igebeoe  reelle  Theile   ifarer  PeriodicitAtsmodulu    Vieiitzendo  fiiuction,    die   Ln 

'  endlichen  Auxah!  tou  Punkteo  dieser  Flache  ulgcbroiecli  von  einer  end- 

IcfacB  Ürdnuag  und  togaritbniiBch  uDendtich  wird,  wie  eine  festvorgelegte  Fuac- 

B  diBMT  Art,  bis  uuf  eine  additive  CoDstimte  l-estiuinit  ist. 
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die  keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  und  ^^  irgend  einen  festen 
in  der  Ebene,  welche  die  Rie mann 'sehe  Fläche  der  rationalen  Func- 
tion vorstellt,  angenommenen  Punkt  bedeutet.  Zur  DiFCussion  dieses 
Integrales  sind  nach  den  früheren  allgemeinen  Auseinandersetzung^ 
alle  diejenigen  Unstetigkeitspunkte  ccr  auszuschliessen,  in  deren  Nälie 
die  Entwickelung  der  rationalen  Function  das  Glied  mit  der  nega- 
tiven ersten  Potenz  von  z  —  cc^  enthält,  und  der  unendlich  entfernte 
Punkt  nur  dann,  wenn  die  Entwickelung  der  Function  in  der  Nähe 
dieses  Punktes  die  erste  negative  Potenz  von  z  einschliesst. 
Seien  nun  die  im  Endlichen  liegenden  Unstetigkeitspunkte 

und  die  Form  der  rationalen  Function 


tM 


A  <^>  A  ^*)  A    <*> 


Z  —  ai     '     {Z  —  «,)*     '  {z  —  a^) 


+ 

SO  werden  nur  diejenigen  jener  Unstetigkeitspunkte  a^  auszuschliessen 
sein,  für  welche  A^f"^  von  Null  verschieden,  und  da,  wie  leicht  w 
sehen,  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes 

=  l._L._=  V(i  +  .>  +  .....) 

z      i  —  a„  X?    \       '       ^      '  / 


Z 


und 


[Z   --  rf,]i'  Zl>     /,         au\l'         2P  \     ^       Z      ^^  /' 


in  der  für  die  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes  güli^"^^ 
Entwickelung  somit  der  Coefficient  von   - 


1 

ist,   so  wird  ferner  nur  dann,  wenn  diese  Summe  verschwindet, 
unendlich  entfernte  Punkt  nicht  auszuschliessen  sein;  in  jedem  L 
wird  man  früheren  Auseinandersetzungen  gemäss  von   den  uneniÄ-  ^ 
kleinen  Curven  aus,  welche  die  auszuschliessenden  Punkte  umge 
Linien   in   die   Unendlichkeit  ziehen   und  diese  als  die  neuen  Q 
schnitte  betrachten  dürfen,  indem   für  den   Fall  der  Ausschliess 


unendlich  eiitfernt«!!  funktes  jede  dieser  Liuieu  oA'enbar  einen 
)U  Querschnitt  darstellen  wird,  wiihreiid  im  entgegengesetzten 
e  zwei  derartige  Linien  zusammengenommen  immer  als  ein  zwisctieii 
xwei  unendlich  kleinen  Curven  sich  hinziehemler  Querschnitt  zu 
rächten  sind;  man  könnte  selbst?ercitUndlich  im  ereteu  Falle  mit 
ime  eine»  Querschnittes,  im  letzten  Falle  ohne  Ausnahme  im 
dlicheu  liegende  Verbindungslinien  von  je  zwei  Punkten  jener  Cur- 
ais  QuerBchnilte  einführen. 
Es  werden  sich  sodann  sämmtliche  Integral werthe  von 
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rni^ 


ds 


■ch  den  auf  der  jetzt  einfach  zusammenhänge ndeu  Fläche  bestimm- 
,  und  von  dem  IntegraÜonswege  unabhängigen  Werth  w,  und 
ittipla  der  beim  lleberachreiteu  der  Querschnitte  eintretenden  Stetig- 
HssprUnge  zusammensetzen,  welche  letztere  bekanntlich  als  ge- 
Itlosseuc  Integrale  um  die  einzelnen  Unstetigkeitspunkte  genommen 
itlits  anderes  sind,  als  das  Produet  von  2ni  in  den  Coefficienten 
^gativen  ersten  Poteuz  von  e  —  a^  in  der  Entwickelnng  der 
mctioQ  für  die  Umgebung  des  Unstetigkeitspunktes  or,,,  so   dass 

w  =  w,  +  2;ri  [m^  ^1"  +  m^  Af  -\ +  m,Ä^^)^ 

<d. 

Was  nun  die  Werthe  der  auf  der  nunmehr  einfach  zusaiumenhän- 
iden  Fläche  verlaufenden  Integrale  angeht,  so  ist  aus  den  früheren 
remeinen  Untersuchungen  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  dieselben 
lieh  sind,  wenn  der  Integrationsweg  durch  keinen  der  ünstetig- 
spnnkte  geht,  dass  sie  jt-doch  stets  unendlich  werden,  wenn  der- 
e  nach  einem  der  Punkte  c, ,  k^  ,  ■  ■  ■  ■  k»  führt,  und  dass  endlich 
in  die  Unendlichkeit  sieb  erstreckende  Integral  nur  dann  end- 
ist, wenn 

<1.  h.  wenn  /"„(«)  einen  mindestens  um  zwei  Einheiten  höheren 
i   hat  als  /;  {«). 

Üebrigens  lüsst  sich  die  allgemeine  Form  des  Integrales  eiuet 
'öalen  Function  unmittelbar  aus  der  oben  angegebenen  Gestalt 
•»er  Functionen  herleiten,  indem  dasselbe  nur  aus  Theilen  der 
nden  Art 


/^'  > 


iilAB 


itzt  ist,   von  denen  die  beiden  letzten  sich  als  die  alge- 
ichen  Functionen 
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J 


-p  +  l  2  +  1 

ergeben;  während  das  erste  als  Integral  einer  Function^  von  welcher 
der  Entwickelungscoefficient  von  {z  —  «/O""^  in  der  Umgebung  Ton 
ttf^  die  Einheit  ist^  eine  unendlich  vieldeutige;  also  keine  algebraische 
Function  darstellt;    welche ;   wenn  der  Querschnitt  von  einem  Peri- 
pheriepunkte der  um.  a^  gezogenen  unendlich  kleinen  Corve  zu  der  den 
unendlich    entfernten   Punkt    ausschliessenden   Linie    gezogen   wird, 
in  der  so  entstehenden  einfach  zusammenhängenden  Fläche  überall 
eindeutig  und  stetig  ist   und  nur  beim  Ueberschreiten  jenes  Quer- 
schnittes einen  Stetigkeitssprung  erleidet,  dessen  Werth  2it\  ist 
Setzt  man  nun 

y'4*=iog^*), 

auf  der  Riemann'schen  Fläche  genommen;  welche  durch  den  vom 
Nullpunkt  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  gezogenen  Quer- 
schnitt eindeutig  gemacht  ist,  so  wird 

/'  dz        rdz       rdz      [Wz      .    i         \     \^^f^         \ 

und  es  ist  somit  der  Logarithmus  von  z  die  einssige  neue  transcendeiüe 
Function,  ivclche  ans  der  Integration  rationaler  Functionen  vofi  e  her- 
vorgeht,  und  derselbe  ist,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  folgt;  eine 
unendlich  vieldeutige  Function  mit  dem  Periodicitätsmodul  2n\. 

Um  hier  unmittelbar  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Loga- 
rithmus anzuschliessen,  ist  nur  nöthig  zu  bemerken;  dass  aus 

d  .  z^z^  =  z^  dz.2  +  Z2  dz^ 
oder 

d' Z\Z^ dzy    1^  dZf 

z^  Zf  Zi         Zz 

nach  der  vorher  gegebenen  Definition  des  Logarithmus  durch  Inte- 
gration für  z^  und  Z2  also  auch  für  z^  Z2  von  dem  Werthe  1  an  bis 
zu  beliebigen  Werthen  dieser  Variabein 

ß-ß+ß 

oder 

log  z^  z^  =  log  J?i  +  log  z^ 

*)  wobei  bemerkt  sein  mag,  dass  diese  Function  nach  den  in  der  siebenten 
Vorlesung  aufgestellten  Criterien  ffir  z=^0  und  «r  =  00  unendlich  gross  ist,  sonst 
überall  endlich  bleibt. 
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folgt,  worin  der  lutegrationsweg  für  das  links  stehende  Integral 
durcli  die  für  die  btüdcn  rochls  stehenden  Integrale  verzeichneten 
Wege  dttdarch  gegeben  iet,  dass  seine  Punkte  durch  das  Product  der 
beiduu  entsprecheudeii  Punkte  der  andern  gefunden  werden;  dadurch 
«erden  auch  die  Vielfachen  von  2ffi  gegeben  sein,  die  auf  beiden 
Seiten  zu  den  Logarithmcu  hinzutreten,  wenn  diese  eindeutig  Buf  der 
iiben  bezeichneten  Fläche  bestimmt  sind.  Die  eben  gefundene  Be- 
«iebung  lehrt,  dass  sich  zwei  hyarUhmisciu:  Integrale  additiv  cu  cinum 
tbensolchat   %-crhindvn   lassen,    tksscn    obere  Gräme    das   Frodud  (kr 

rrcn  Grämen  der  betdm  Inkyrale  isl,  und  für  wdches  der  Integra- 
Honfurr/  durch  tiben  diese  Metation  mit  den  Intrgrationsiccgrti  der  bei- 

I  andern  Integrale  vd^nmikn  ist. 
Fassen  wir  nun  nicht  in  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

<*' ''«/■„>') 

>  als  Function  von  r  auf,  sondern  umgekehrt  ^  als  Function  von  te, 
t>escbiifligen  uns  also  mit  dem  in  der  Functionenlehre  sogeuannten 
t/niKehrungäprobJcme  und  werfen  die  Frage  auf,  wann  wird  r  eine  in 
fler  gun^en  Ebene  eindeutige  Function  von  w  sein,  wobei  wir  die 
Fülle  souderu  werden,  in  welchen  die  Eindeutigkeit  auch  für  den 
unendlich  entfernten  Punkt  gefordert  wird  oder  nur  auf  die  im  End- 
lichen gelegeneu  Punkte  der  Ebene  sich  erstrecken  soll,  so  wird  sich 
ine  neue  transcendente  Function  ergeben,  welche  die  Umkehrungs- 
bnctiou  der  logarithmischeu  Trauscen deuten  bildet.  Nach  den  in 
ler  achten  Vorlesung  aufgestellten  Criterien  fiir  die  Eindeutigkeit 
Ün«r  durch  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

de  '  ^^> 
lefinirten  Function  nämlich  ist,  wenn  dieselben  so  ausgesprochen 
Hrerden,  vie  wir  sie  nunmehr  stets  anwenden  wollen,  die  Function  für 
leo  einem  endliehen  Werthe  iv^  entsprechenden  Werth  der  Variabein 
I  eindeutig,  wenn  die  Entwicklung  von  f(w)  nach  steigenden  Potenzen 
»DU  «  —  W|,  mit 

{'r  —  «■„)  "  oder  (w  —  »!„)  • 
>egi[Uit,  je  nachdem  der  Anfangsesponent  kleiner  oder  grosser  als 
tie  Kinbeit  ist  oder  anders  ausgesprochen  dem  endlichen  Werthe  to^ 
ÜD  endlicher  oder  unendlich  grosser  Werth  von  z  entspricht,  und 
itcnso  eindeutig  fUr  den  einem  unendlich  grossen  Werthe  von  w 
oitsj «rech enden  i-Werth,  wenn  die  Entwickelnng  von  f{tv)  nach 
eilenden  Potenzen  von  w  mit 

tv  "    oder  w  " . 
mfiliigt,  je  nachdem  der  Anfangsesponent  grösser  oder  kleiner  als 


I 
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die  Einheit  oder  ileni  uueiidlicli  grusscii  WerUie  voii  w  eiu  emlliiJier 
oder  unendlich  grosser  Wcrth  von  z  zugehört;  iu  allen  Kalleu  zeigt 
der  Exponent  1  die  Vieldeutigkeit  der  Function  in  dem  entsprechen- 
den Punkte  au.  Wenden  wir  nun  diese  Criterien  auf  unsere  DifTcreu- 
tialgleichung  an,  der  wir  die  Form  geben 

ED  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass,  wenn  ,;  eine  in  der  ganzen  fibene 
(den  unendlich  entfernten  Funkt  mit  eingeRchlDsseo)  eindeutige  Foiic- 
tion  von  tc  sein  soll,  vor  alten  Dingen  die  Entwicklung  der  rationalea 
also  eindeutigen  Function,  wek-he  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2) 
bildet,  nach  steigenden  Potenzen  von  z  —  r„  entweder  mit  (r— <,)" 
d.  h.  einer  Constautcn,  oder  mit  {z  —  rj-  beginnen  muss,  so  Au» 
jedenfalls  diese  rationale  Function  fllr  kein  cndlithes  /  unendüclj 
werden  kann,  also  eine  ganze  Function  sein  muss,  wekhe  mit  Rflct 
sicht  darauf,  dass  dem  Werthe  w  =^  od  ebenfalls  nur  ein  Werili  dw 
B'unetion  »  entsprechen  soll,  die  Form  haben  muss 

a  oder  a  {z  —  ^J-, 
indem  dadurch  auch  zugleich  die  zweite  der  oben  aufgestellten  Bedin- 
gungen   befriedigt    sein   wird,  dass   nämlich    die  Entwicklung  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  mit  z'^  oder  2"   beginnen   muss;  die  durcb 
die  Gleichungen 

j^,  ^  a  und  -j-=  a  {z  —  «„)* 

delinirten  Functionen  sind   somit  die  einzigen   in  der  ganzen  El«»^^ 
(dfu  unendlich  entfernten  Punkt  mit  eingeschlossen)  eindeutige», 
der  Differentialgleichung  (1)    enthaltenen   Functionen.     In  der  Tfc»^' 
liefert  die  unmittelbare  Integration 

r  —  iTji  =;  fl  ((0  —  TCu)  und  z  —  '»='  —j — _   ,. 

worin  im  ersten  Falle  w^w^^,  £  =  £(,,  im  zweiten  Falle  w— »^ 
;?  ^  Tg  entsprechende  Werthe  sein  sollen,  also  jedenfalls  bekannte*  4 
tionale  Functionen. 

Lassen  wir  nun  die  Bedingung  fallen,   dass  die  durch   die  C?"-" 
chung  (2)   definirte  Function  e  auch   für  w  ^  cd    eindeutig  sein  ^^^  l 
sondern  stellen  die  Bedingung  der  Eindeutigkeit  nur  für  die  im  ß*^^ 
liehen  gelegenen  Punkte,   ao  wird  jedenfalls  jene  rationale  Func**^_, 
von  e  nach  steigenden  Potenzen  von  z  —  z„  entwickelt,  vorausges^^ 
dass  der  Exponent  kleiner  als  die  Einheit  ist,  mit  (z  —  ä„}"  begin** 
d.  h.  für  z  =  z^  endlich   und  von  Null   verschieden   sein   müssen, 
wird  somit  die  Function,  da  sie   nur  dann,   wenn   die  Entwickl«-^^ 
mit  einem  Exponenten  beginnt,   welcher  kleiner  als  die  Einheit      ^__ 
unendlich  sein   kann,    ebenfalls  wieder  für  keinoa  endlichen  W^^^^^ 
von  z  unendlich  und  daher  wieder  eine  ganze  Function  von  e  i 


I,     3" 

rfcmst 

I 


Der  Logarithnuia  imd  iHe  Eiponeutialfunction,  205 

|UD  ferner  die  Fatwicklimg  nach  falleuden  Potenzen  von  z,  wenn 
Aufaugsexponent  grösser  als  die  Einheit  ist  (in  welchem  Falle 
ein  eudlicher  Werth  von  iv  entspricht),  mit  z'^  beginnen 
,  so  werden  alle  in  der  ganzen  Ebene  (der  unendlich  entfernte 
ikt  ein-  oder  auagesc blossen)  eindeutige  Functionen,  welche  in  der 
Ifeu  DilTerentialgleichung  enthalten  sind,  der  Gleiciiung 


da        aj  +  aie  +  ü,!« 

figen  miläsen,    worin   die  Grössen  o,,,  o, ,   a.,   beliebige  endliche 
rthe  haben  und  auch  verschwinden  können 

Behandeln    wir    den    einfuchsten    hierin "  enthaltenen    Fall ,     in 
ehern 

Oi,  ^^  flj  =  0,.  n,  ^  1 
srhüH  man 


doss,   wenn   wir  festsetzen,    dass  zu   2=1    w  ^ ')  gehören  soll, 

i 

H-  =  log  2 

ielrt*).  Nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  wird  nun,  wäh- 
d  logf  eine  unendlich  vieldeutige  Function  darstellt,  deren  Werthe 
jedem  Punkte  sich  um  beliebige  Vielfache  dea  Periodicitötsmoduls 
i  unterscheiden,  s  als  Function  von  w  betrachtet  eine  für  alle 
Hieben  Werthe  von  w  eindeutige  Function  dieser  Variabein  sein, 
che  wir  mit 

eichnen  wollen,  und  es  wird  sich  somit  g,  da,  wie  vorher  gezeigt, 
liehen  Werthen  des  w  auch  endliche  e  entsprechen  müssen,  nach 
Moclanrin sehen  Lieihe  entwickeln  lassen,  die,  wenn  man  die 
olhe  der  Diß'erentialquotienten  für  w  =  0  aus  der  gegebenen 
erentialgleichung  und  deren  Ableitungen 


niumt,  die  Form  erhält 

Uer  dem  Additiuns  theo  rem  der  Logarithmen   entsprechende  8atz 
ilie  ümkehrungsfunctiou  e"  nimmt,  wenn 


'l  «lUireiid  ollgemeia,    wenn  ss^s^,  tP^\o„  ent^predipmle  Wertlie  aein 
~  ■  Integral  dieser  DißereDtiiilgleichuiig 


^H-Q 
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logjßfj  =  Wj,  logiETj  =  w^y  also  logjefj  ^2  =  ^^'i  +  **^2> 
oder 

gesetzt  wird,  die  Form  an 

gir»  .  gic,  __-  giO|  +  «r,^ 

wonach  sich  die  Exponentialfunction  von  der  Summe   zweier  Arg«, 
mente  rational  durch  die  Functionen  von  den  einzehien  Argumente] 
ausdrückt.     Endlich  mag  noch  bemerkt  werden ^   dass,  weil  für  das — 
selbe  z  der  Logarithmus  unendlich  viele   um  Vielfache  von  2ni  sicK:.^ 
unterscheidende  Werthe  besitzt,  die  Function  z  =  e^  die  EigenschaP-t 
haben  wird,  dass,  wenn  w  um  ganze  Vielfache  von  2x4  sich  ändert-., 
der  Werth  der  Function  ungeändert  bleibt,  die  Expanentiulfunäio^'^M. 
somit  die  Periode  27ci  Imt, 

Der  allgemeine  Fall  der  Gleichung  (3)  giebt  nichts  von  dem 
eben  erhaltenen  Resultate  wesentlich  verschiedenes;  denn,  da  die 
Lösungen  der  Gleichung 


(19  '        »2 


durch 


2a, 
—  «1  —  ^a,«  —  4000, 


^2' 2^; 

ausgedrückt  sind,  so  wird  die  Zerlegung'  in  Partialbrüche  die  Glei- 
chung (3)  in 

dw  ^^  1  1      1  _i 

dz         ^^a,'»  — 4äoa,     -  — -i        Vä^^'-^Iä^     e  —  Cf 
überführen  und  somit  durch  Integration*),  wenn  z  ==  Zq  und  f(?=  «^» 
entsprechende  Werthe  sein  sollen,  worin  Zq  von  z^  und  z^  verschied^" 
angenommen  wird,  den  Ausdruck  liefern 

ti'-«o  =  j,-,  '-  |logt'7-^)-log(f:3y)l 

f^üi*  —  4ao"2       ^  w  —  ">  *»•  —  *»^  ' 

oder 

'«g  ( g^w^ä  1  =  («•  -  "«)^«v^  -  4 «; «, 

woraus  sich  mit  Hülfe  der  vorher  eingeführten  Umkehrungsfuucti^^ 

r"      _      -  /•  • 


*2? 


~2  "'0  ^2 


ergiebt,  und  diese  Function  sowie  die  beiden  früher  gefundenen  al^^ 
braischen  liefern  sämmtliche  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  Punk '•^ 

*)  wobei  die  Integrale  auf  den  entsprechenden  einfach  ziiaammenhängeB*  ^"^ 
Flächen  genommen  fest  bestimmte  Werthe  haben. 
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eindeutigen  Functionen,    welche  aus  der  Umkehrung  der 
mie  rationaler  Functionen  entstehen  können.     Es  soll  nur  noch 
pecielic  Fall  hervorgehoben  werden,  in  welchem 
üf,  =  1,  a,  =  0,  Oj  ■=  1 
id  die  Differentialgleichung  somit  in 


fej? 


Betzt  man  dann  unter  der  Annahme,   dass  -  =  0 
Werthe  sind, 


iie  UmkfLrungst'unctioii 


z  _  tg«. 


id  diese  Functionen,  denen  wir  in  der  Theorie  der  trigonome- 
Q  Functionen  wieder  begegnen,  mit  der  logaritb mischen  und 
L'mkehrungsfunction,  der  Exponentialfunctiou,  wie  ans  den 
Ausdrücken  unmittelbar  zu  ersehen  ist,  durch  die  Gleichungen 


w 


=  Arctg« 


^'»«Iri 


'_+-' 


luden,  und  der  Periodicitätsmodul  von  Arctgs,  also  die  Periode 
tgw,  wird  dann  den  Werth  7t  haben. 

Wollte  man  für  die  hier  gefundene  neue  Transcendente  c™  die 
ier  Beaprechung  der  rationalen  und  algebraischen  Functionen 
tworfene  Frage  behandeln,  ob  die  durch  die  Eindeutigkeit  oder 
eutigkeit  der  Function  und  die  Anzahl  und  Lage  der  Werthe, 
reiche  sie  von  gegebener  Ordnung  uueridlich  gross  wird,  gelie- 
1  Merkmale  derselben  auch  fUr  dieselben  charakteristisch  seien, 
Srde  man  von  den  Gruudeigenschafteu  der  Kxponentialfuuction 
Igehen  haben,  welclie  darin  beateheu,  dass  dieselbe  eine  für  alle 
bdlicbon  gelegeneu  Punkte  der  Ebene  eindeutige  Function  ist, 
le,  wie  die  Maclaurinsclie  Entwickelung  zeigt,  im  Punkte  (r=^co 
1  Üiscontiuuitütspunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  und  in  der  gan- 
inendlichen  Ebene  weder  Null  noch  unendlich  gross  wird.  Sucht 
innn  alle  für  die  im  Endlichen  gelegeueu  Punkte  eindeutigen 
honen  von  "■,  die  filr  keinen  dieser  Punkte  verschwinden  oder 
llich  groHB  sind,  so  wird,  wenn  /"(»')  eine  solche  Function  be- 
tet und 

i„g /■(„.)  _  /■(») 
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gesetzt  wird,  F(w)  eiue  für  alle  endlichen  w  eindeutige  Fimdion 
sein,  die  für  keinen  im  Endliclieu  gelegeiien  Punkt  unendHcb  gf^i» 
wird;  es  wird  nämlich  die  logurithmiBcbe  Function,  wie  unuiitldliai 
aus  deren  Integra  lausdruck  hervorgeht,  nur  daun  unendlich,  wena 
das  Argument  verschwindet  oder  unendlich  ist,  und  nur  für  diese 
Werthe  hat  dieselbe  einen  Verzweigungspunkt,  wiibrend  sie  in  jedem 
andern  Punkte  eindeutig  ist,  Ea  wird  sich  somit  nach  der  für  [{u) 
gemachten  Annahme  F{tv)  als  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegeuen 
Punkte  eindeutige  und  nicht  unendlich  werdende  Function  in  eine 
nach  positiven  steigenden  Potenzen  der  Variabein  fortschreitende,  fBr 
alle  endlichen  Werthe  derselben  convergente  Reihe  entwickeln  lassec, 
und  f(w)  in  der  Form 

/•(«■)  -  »'■'•■) 

darstellbar  sein.  Umgekehrt  ist  aber  auch  sofort  ersichtlich,  Unna  für 
jedes  Fiw),  welches  in  eine  für  alle  endlichen  Werthe  der  Varialwlu 
convergente  PotvnKreihe  derselben  entwickelbar  ist, 

für  alle  im  Endlichen  gelegeuen  Werthe  der  Variabeln  die  verlangte 
Eigenschaft  der  Eindeutigkeit  bat  und  für  keinen  dieser  Werthe  W 
oder  unendlich  wird,  da  F{w)  selbst  nur  für  ?(i  =  oo  unendlich  gross 
wird;  es  sind  somit  die  oben  angegebenen  Eigeuschaften  die  ftir  di^ 
Function  e*"'"''  charakteristischen. 

Um  die  Eigenschaften  der  Exponeniialfunction  als  einfach  ]ierio- 
discher  Function  näher  zu  untersuclien,  wird  es  nöthig  sei«,  etwas 
genauer  auf  eiue  Abbilduugsaufgabe  einzugehen,  wie  wir  sie  »(latC 
analog  für  höhere  Transcendente  behandeln  werden. 

Da 


/•da 


4 


auf  der  durch  einen  vom  Nullpunkte  zu  dem  unendlich  entfern'**' 
Punkte  gezogenen  Querschnitt  einfach  zusammenhängend  geworden*" 
Flüche  in  dem  bekannten  Sinne  eine  Function  von  b  ist,  die  in  ieJ«"" 
Punkte  nur  eineti  Werth  hat,  so  wird  man  die  durch  diese  Fuuctif" 
hergestellte  Abbildung  jeuer  Fläche  suchen  künnen,  die  ihr  nur  da»" 
Fig.  48. 


&- — ^-iQ 


nicht  iu   deu  kleinsten  Theilen  ähnlicli  zu    sein  braucht,   weiiu    ^i 
verschwindet  oder  unendlich  gross  ist.    Ist  nun  von  einem  Perijtiie''' 
punkte  der  den  Nullpunkt  ausschliesseuden   unendlich  kleinen  t'ur 


Der  Logttrithiuiia  und  Hie  Exponentialfiim'tl 


2(11) 


Linie,  die  wir  zur  reellen  Achse  nelinieti,  als  Quersclmitt 
ie  Unendltchkeit  gezogen,  uod  lilsst  man  ilie  Variable  i  die  Be- 
Kung  der  uunmelir  einfach  zusammenhangenden  l'läche.  ulao  die 
Uoseene  Carve 

lireibeii,  so  wird,  da 

od  für  den   erstvn   um  den  Nullpunkt  besclm'eberien    unendlich 
Ems  in 


=  logr< 


=  lüK 


Fig.  48. 


it  XU  setzen  ist,  der  reelle  Theil  von  ic  conatant  und  uega- 
pendlich  gross  Bein,  während  der  rein  imaginäre  Theil  von  0  bis 
sieb  verändert,  vorausgeset7,t,  ditss  man  von  dem  reellen  VVerth 
LogaHÜimu»  uusgeht,  und  somit  die  Yuriable  ir  eine  auf  der 
tiren  reellen  «-Achse  in  der  Unendlichkeit  senkrecht  stehende 
(  von  der  Länge  — 2  z  beschreiben.    Bewej^  sich  nun  die  Vari- 

t  weiter  von  «  nach  i;,  so  bleibt  der  rein  imaginäre  Theil  un- 
tdert,  während  lograJle  reellen  Werthe 

—  oo  bis  +  oo  durchläuft,  so  dasa  tc  in _^^_^ 

ISntferiiuug  ~  in   eine  zur  reellen  w-  1 

parallele    unendliche  Grade   in  der  ^__ 1—  ^ 

itoDg  de»  Pfeiles  beschreibt.    Es  bedarf  ~^ 

sc  weitem  Ausführung,   dass  die  ({'-Variable  für  den   den  unend- 

eutfernten  Punkt  umschliessenden  Kreis  wieder  in  einer  Senk- 
ten zur  reellen  Achse  zurückkehrt')  und  der  Linie  dy  entspre- 
id  die  reelle  «-Achse  in  der  Richtung  des  Pfeiles  beschreibt.  Es 
l  sgmit  der  Piirallelatreifen,  dessen  Breite  2jr  ist,   die  Abbildung 

'  einfach  zusammenhängenden  Fläche  liefern,  <md  es  wird  Aebu- 

»U  in  den  kleinsten  Thetlen  für  alle  Punkte  derselben  stattünden. 
lie  beiden  Punkt«,  in  denen  ~  Null  und  unendhch  wh-d,  ausge- 
l)8»en  sind,  oder  die  beiden  entsprechenden  in  dem  Parallelstreifen 
w-Variabeln  in  der  Unendlichkeit  liegen.  Gehen  wir  von  einem 
krti  Werthe  des  Logarithmus  aus  oder  lassen  wir  von  1  nach  y  den 
Kntiousweg  den  Querschnitt  ein-  oder  inehreremal  überschreiten, 
wie  früher  gezeigt  worden,  der  Logarithmus  mit  Werthen 
Kneu,   die  sich   von   dem   f^nheren   Anfangswerthe  um   Vielfache 

2x1  unterscheiden,  im  Uebrigen  aber  die  weitere  Werthereihe 
M  so  Terlaofen  wie  früher,   nur   um  Jene   Vielfachen   der  Grösse 

')  iDdem  miui  nur  dea  dmi  uaetidlich  entforutdu  Fuukt  umicblieHwiiden 
*  »1«  unendlii^b  groattn  KreU  aufxafa«Ben  braucbt,  um  eiiiKuaeWn,  dtm  der 
jetit  in  «ntgogen geseilter  Richtung  ilreht. 
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ZtiliiiU'  Vorlegung, 


2ni  vermehrt,  und  daher  die  '(.-Variable  einen  cöugment«!!,  um 
Vielfache  von  2ji  höher  oder  tiefer  gelegenen  Parallebtreifeo  be- 
schreiben, so  dass  die  '«'-Ebene  sich  mit  einer  Reihe  aoeinainientt»- 
sender  Parallel  räume  von  der  Brette  2n  bedecken  wird,  in  il^ieti 
jedem  die  ^-Variable,  welche  mit  w  durch  das  Integral 


-ß 


verbunden  int,  alle  Werthe  und  zwar  jeden  nur  einmal  aunimmt. 

Es  ist  somit  c^  eine  für  alle  endlichen  Werthe  von  w  eiadeiiÜg^ 
periodische  Function,  welche  innerhalb  jenes  Parallelstrelfeus,  Jen 
wir  von  nun  an  Periodetistreifen  nennen  wollen,  alle  Werthe  nwl 
swar  jeden  nur  einmal  annimmt.  Dase  aber  e"  Fflr  it:  ^  «o  eioen 
DiscontiiiuitätBpunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  wie  vorher  bemerkt 
worden,  also  für  tc  =  vj  jeden  endlichen  und  unendlich  grosKO 
Werth  annimmt,  widerspricht  nicht  der  eben  gefundenen  Thabachii, 
wonach  diese  in  jedem  Periodenetreifen  jeden  Werth  nur  einmul  an- 
nimmt, indem  auch  einem  unendlicb  entfernten  Punkte  eines  Perio- 
deustreifens  nur  ein  einziger  Werth  der  Function  entspricht;  iw 
für  (('  =  00  überhaupt  jeder  Werth  von  c"'  sieb  ergiebt,  hat  duitt 
seinen  Grund,  dass,  wa»  auch  w  sei,  also  welchen  Werth  e°  aucli 
haben  mag,  man  stets  zu  «■  ein  unendlich  grosses  Vielfacbea  'On 
2jr>  hinzufügen  kann,  so  daas  das  Argument  unendlich  wird,  ohne 
dass  der  Function al werth  sich  ändert;  es  rückt,  um  es  mit  Htlfe 
der  oben  durchgeführten  Abbildung  der  f-Ebene  geometrisch  lu  w- 
läutern,  der  Perioden  st  reifen  immer  mehr  in  die  Unendlichkeit  oda 
es  zieht  sich,  wenn  wir  das  Bild  der  geschlossenen  unendlich  grcMn 
Kugel  festhalten,  der  in  der  Unendlichkeit  befindliche  Periodenstreiß» 
immer  mehr  und  mehr  zusammen ,  so  dass  eine  Abbildung  der  gm* 
zen  ^-Ebene  ganz  uud  gar  in  der  Unendlichkeit  liegt. 

Da  nuu  alle  aus  der  llmkehrung  rationaler  Functioneu  hetnt- 
gehenden,  für  alle  im  Endlichen  gelegeneu  Punkte  der  Ebene  «"' 
deutigen  Functionen,  wenn  wir  von  den  algebraischen  absehen..  >"' 
oben  gezeigt  worden,  in  der  Form 

_  _  -•.  '-"  -  -'.)  -H  tJ,,-^,)e'"~"'"'^"'^^**"'- 
So  —  r,  —  [fu  —  *,)el"~'°»*''"''""*^"'^ 
enthalten  sind,    ao   folgt,  dass  sie  alle,  da  e"  die  Periode  'iTti  tit 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Functionen  mit  der  Periode 


sind,    welche  in  ihrem  Periodenstreifen  jeden  Wrrth  nur  tiiuua' '"" 
nehmen,  wenn  wir  unter  einem  Periodenstreifen   allgemein  den  "• 


■  Ttcr  I.ipgaril.hii 


.  Kx,.<. 
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r  den  Nullpunkt  uud  durch  den  die  Grösse  Ä  darstellenden 
gezogenen  Parallelen  eingesrhiuBsenen  RaunJ  verstellen*), 
'ir  wollen  nun  die  Frage  aufwerten,  ob  dies  die  einzigen,  in 
nzen  Ebene  eindeutigen,  periodiscben  P'unetionen  sind,  welche 
im  Periodenstreifeu  jeden  WertL  nur  einmal  annehmen,  wenn 
ivörderst  noch  gezeigt  haben  werden,  li/iss  jcle  nmkutiye, 
sehe    Fundion    in    ihrem    Petiodenstrnfen  jeden    Wertii    eine 

Aneahl  mal  annimmt,  numn  sie  mnerhaU)  tlcssdben  iiberhaupt 
(*■  einr.  i-mlUc}ie  Aiieahl  iwt  Wcrfh^n  da-  Variabfln  dettseUKii 
onaltrertli  besilet.     Die  Voraussetzung  nünilich,  daas  eine  perio- 

Fuoction  /"(«')  in  ihrem  Periodenstreifen  eindeutig  iat,  sagt 
iBs  dieselbe  filr  beide  Seiten  des  in  die  Unendlichkeit  sich  hin- 
leu  Periodenstreifens  in  «j  =  oo  sich  bestimmten  Wertheij  nähert, 
um  darf  oöenbar  annehmen,  dass  diese  Werthe  endlich  und 
)ll  verschieden  sind,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  man 
e  Kimctiun 


"  +  i 


':  +  A 


hicfateu  biitte,  in  welcher  A  und  B  emiliche  Cougtjmtcii  bccieu- 


]  jetzt 


I.Mog/M 


HP^ner  das  unendlich  grosse  krummlinige  Viereck,  desseik 
tnendlich  lange  Seiten,  auf  denen,  wie  offenbar  angenommen 
i  dftrf,  kein  Null-  oder  UustetigkeiUpunkt  der  Function  sich 
it,  die  Gränzen  des  PeriodenstreifenH  bilden,  während  die  beiden 
i  beliebig  in  unendlich  grosser  Entfernung  so  gezogen  sein 
I  dara  sie  Je  zwei  um  die  Periode  der  Function  diffenrende 
B  der  unendlich  langen  BegräiizungsUnien  verbinden,  so  wird 
'erth  jenes  Integrals  Aber  die  beideu  unendlich  langen  Seiten 
inien  Null  sein,  da  die  FuQctiou  in  entsprechenden  Punkten  der 

Linien  gleiche  Werthe  annimmt  und  über  dieselben  in  ent- 
gesetzter Richtung  integrirt  wird;  dagegen  wird  der  Werth 
itegmls  liiugB  einer  jeden  der  beiden  Querlinien  für  sich  ver- 
ideu;  denn,  da  f'(w)  sich  auf  der  ganzen  endlichen  Querlinie, 
I  der   Unendlichkeit  liegt,   der  Voraussetzung  iiM'h   von  einem 

endlichen  Werthe  nur  unendlich  wenig  unterscheidet,  so  wird. 
pA  w  j«ö«  Linie  beschreibt,  f(u'}  einen  in  Folge  der  Periodi- 
Aieaer  Function   geschlossenen   Umkreis  durchlaufen,   innerhalb 


^voboi  et  natdrlich  fQr  die  OeSnition  des  ParnJlebtreifeni  uiiwe»antlich 
l'di«  begränzenden  Liinien  gradu  «ind,  wenn  tiiir  immer  die  [litferenE  der 
1  Punkte  die  Perjttde  M. 


dessen  kein  Punkt  liegt,  für  welchen  f{w)  verschwindet  < 

lieb  gross  wird,   und   es   wird   daher   log/\!r)   an   beiden   Enden  dei 

Querlinie  denselben  VVerth  annehmen,  also 

als  Summe  der  lucremente  von  log/'(M'),  verschwinden.  Da  scinil 
der  Werth  die9%s  Integrals  über  die  gesammte  Begrenzung  jenes 
Vierecke  ausgedehnt  Null  lat.  derselbe  aber  nach  einem  Satze  d« 
siebeuten  Vorlesung  der  Differenz  der  Zahlen  gleich  ist,  welche  u- 
geben,  wie  oft  die  Function  in  dem  von  der  Begrenzung  eiugeechlflfr 
senen  Raum  unendlich  klein  und  unendlich  gross  von  der  entas 
Ordnung  ist*),  ho  folgt  unmittelbar,  dass  die  Function  in  dem  PerKK 
denstreifeu  ebenso  oft  Nnll  als  unendlich  gross  von  der  ersten  Ord- 
nung wird,  und  somit  nach  einem  8cht>u  Sfter  dagewesenen  Schlusw 
(wenn  mau  statt  /{"-) 

f{w)  -  A 
substituirt)  jedeu  Werth  eine  gleiche  Anzahl  mal  annimmt. 

Für  die  Beantwortung  der  oben  aufgeworfenen  Frage  nach  allen 
eindeutigen ,  periodischen  Funclioneu,  welche  in  ihrem  Periodenb^ 
reiche  jeden  Werth  nur  einmal  annehmen,  wird  es  daher  genOgeit, 
statt  der  letzten  Bedingung  die  hinzuzufügen,  dass  sie  eineii  ihrw 
Werthe  in  dem  Periodenstreifen  nur  einmal  annehmen  soll. 

Sei  nun  z  eine  Function  von  w,  welche  diesen  Bedingungen  Ge- 
nüge leistet,  und  nehmen   wir  zuerst  an,   dass   dieselbe  in  einem  be- 
stimmten  Perioden  streifen  für  einen   im  Endlichen   gelegenen  Punkt 
w  =  a  und  der  Voraussetzung   nach  von  der  ersten  Ordnung  anendr  i 
lieh  sein  möge,  so  wird  ffir  Punkte  dieses  Streifens 

« --„:1.  +  ««') 

sein,  wo  fiw)  eine  fär  diesen  Periodeustreifen  endliche  und  eindl 
Function  bedeutet,  und  es  wird  sich  somit  für  solche  Werthe  i 
welche  in  der  Umgebung  von  u  in  diesem  Periodenstreifen  lief 

r  =  c  0*  —  «)-'  -I-  c,  +  c,  {w  _  tt)  +  .  .  . 
ergeben;  da  diese  Gleichung   aber  in  die  Form  gesetzt  werden "f 

.  _  ,■  («■  -„)-.{!  +  '!-  Iw  ^  a)  +  ;■  fw  -„)>  +  ...; 
oder  aus  firUber  angegebenen  GrUndeu 

(-;-)-  '_(,„_-„)  {1  +  rf,  (,„  -  .)  +  ,;,  i,„  _„).  +  ...}' 


*]  UaM  üie  Kuuctiiiu  überhaupt  von  einer  eodiiclien  Ordnung  Null  oder  uo- 
endlich  grtns  ist,  folgt  uub  der  Anniibme  der  EindeoUgkeit  derEclbaii  iatMrhsIli 
des  Periodenatreifeni. 
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SO  folgt  liekauntlk'h  unmittelbar,  dass  die  £iitwicl(luug  der  Variabelii 
bU  Function  von  e  autgefasst,  ftlr  Puiüite  der  UiagtibuDg  vuu 
■-  3c  die  Gestalt  itniiiinint 

«•-"-(o-)''+'.^'+--. 
man  erhält  somit,  weil  UBch  Gleichung  [k) 

i»t,  und  /^l'w)  als  Ableitung  der  endlichen  und  eindeiitigeu  Function 
f{ur)  fHr  IC  =  «  ebenfalls  endlieh,  alao  durch  die  Taylor'scho  Reihe 
iiacli  positiven  steigenden  Potenzen  von  w  —  tt  duratellbar  sein  musB, 
die  Entwicklung 


I.   b.   CS  wird    |—    als  Function   von  r  ; 
;weitvii  Ordnung  unendlich   sein,   und   e. 


+  (,-,1-=  +  . 


ifgefaest  in  s  ^  oo  von  der 
aserdem  fUr  kein  endlicheK 
uneudlich  gross  werden,  wie  aus  der  Annahme  hervorgeht,  dass  i 
eine  eindeutige  Function  von  w  in  der  für  eine  periodische  Function 
ibeu  angegebeneu  Bedeutung  ist,  und  die  Ableitung  daher  nur  mit 
ter  Function  zugleich  unendlich  gross  werden  kann.  Aber  -.  -  ist 
Äich  eine  für  alle  a  eindeutige  Function  dieser  Vanabelu;  denn,  wenn 
«cb  XU  demaelben  Werthe  des  z  uneudlich  viele  Werthc  der  Varia- 
«In  w  gehiireii,  so  ist  doch  der  Annahme  uach  jedem  e  nur  ein 
'linkt  des  Periodenstreifens  zugetheilt,  und  es  unterscheiden  sich  so- 
lit  sKmmtliche  su  dem  einen  e  gehörigen  Werthe  w  nur  um  Viel- 
le  der  Periode  d.  h,  um  Conatanteu,  ho  dass,  weil  benachbarten 
ITertbeu  des  z  auch  beuachbarte  m-Worthe  zugehören,  -r-  also  auch 
—  ftls  Function  von  g  anfgefasst  eine  eindeutige  Function  die- 
ir  Variabelii  sein  muss.  Da  nuu  ,—  ausserdem,  wie  obeu  gezeigt 
ordeo,  nur  ßr  «  ^  oo  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich 
lt.   HO  folgt,   dass  es  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  von  der 


der  Umkehruug  ratiuualer 
',   die  sich  h'uear  durch  die 


^  =.  a„ -i- u,^ -i- a,i 

nd   iat   somit  i  eine  von   den  oben   au 
'uDcttoncn   erhaltenen  Functionen  von 
äxpuuentialfuuctiim  ausdrücken  liesseu. 

Üie  Herleiiung  aller   derjenigen  Functionen   von   w,   welche  für 

Ue  Wsrth*-  dieser  Variabein   eindeutig  und   periodisch  sind   und   in 

lern  Penodenstreifeu  jeden  Werth  nur  einmal  annehmen,  die  aber 


J 
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nicht  für  eineu  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  derselben  unendlich 
gross  werden;  lässt  sich  unmittelbar  mit  Hülfe  der  eben  angestell- 
ten Untersuchung  bewerkstelligen.     Denn  ist 

z  =  i(w) 

eine  solche  Function,   die   nur  für  m;  =  cx)  unendlich  wird,   so  wird, 

wenn  A  irgend  eine  endliche  Grösse  bedeutet, 

, 1 J_ 

^  ~  Aw)  -A~'z-A 

für  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  unendlich  werden,  und  da 
nach  der  vorigen  Untersuchung  z  der  Differentialgleichung  genügen 
muss 


so  folgt 


_     !^^     =  ^     _L       ''!_.    J _«!_ 

dw  "•»  ^  z-  A^  (z  —  A)*^ 


KZ  ~  A)^ 

und  es  ist  daher  z  ebenfalls  durch  eine  Differentialgleichung  von  der 
Form  definirt 

dw  =^o  +  ^i^  +  -42^f'; 

wir  haben  somit  in  den  aus  der  Umkehrung  rationaler  Functionen 
hervorgehenden  eindeutigen  Functionen  alle  diejenigen  erhalten,  welche 
eine  einfache  Periode  besitzen  und  in  ihrem  Periodenstreifen  jeden 
Werth  nur  einmal  annehmen. 

Wir  können  aber  auch  mit  Hülfe  der  Werthe,  für  welche  die 
eindeutige,  periodische  Function,  deren  Periode  A  sein  mag,  in  einem 
ihrer  Periodenstreifen  verschwindet  und  unendlich  gross  wird,  die 
Form  derselben  vermöge  der  Exponentialfunction  unmittelbar  her- 
leiten, wenn  wir  zuerst  voraussetzen,  dass  der  Punkt  a,  für  den  die 
Function  in  einem  der  Periodenstreifen  von  der  ersten  Ordnung  Null 
und  der  Punkt  ß,  für  den  sie  von  derselben  Ordnung  unendlich  wird, 
beide  in  der  Endlichkeit  liegen;  denn  da  dann 

2inw      2t9ra 


''("■)  =  2. «.0—27^ 


e        —  e 


eine  in  dem  betrachteten  Periodenstreifen  eindeutige,  die  Periode  A 
besitzende  Function  ist,  welche  in  demselben,  wie  früher  gezeigt  wor- 
den, jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  für  f <;  =  a  verschwindet,  für 
w  =  ß  unendlich  gross  wird,  so  ergiebt  sich,  dass 

qp(t(j) 

eine  eindeutige  Function  mit  der  Periode  A  sein  wird,  welche,  weil 
beide  Functionen  in  denselben  Punkten  von  der  ersten  Ordnung  Null 
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und  unendlich  werden,  in  dem  Periodenstreifen,  also  auch  in  der 
ganzen  unendlichen  Ebene  nie  unendlich  gross  werden  kann  und 
somit  nach  früheren  Sätzen  eine  Constante  sein  muss.  Es  wird  da- 
her  die  durch  die  obigen  Bedingungen  definirte  Function  f{tv)j  wie 
das  schon  aus  dem  Resultate  des  vorher  bewiesenen  Satzes  ersichtlich 
war,  die  Gestalt 

annehmen,  worin  c  eine  willktihrliche  Constante  bedeutet. 

Die  Frage,  wie  einfach  periodische  Functionen,  die  in  jedem 
Periodenstreifen  jeden  Werth  nur  einmal  annehmen,  für  welche  jedoch 
einer  der  Punkte  oder  beide,  für. welche  sie  verschwinden  oder  un- 
endlich werden,  in  die  Unendlichkeit  rückt,  mit  Hülfe  der  Exponeu- 
tialfuuction  dargestellt  werden,  könnte  analog  der  vorher  aufgestellten 
behandelt  werden,  soll  jedoch  erst  in  der  folgenden  Vorlesung  in  der 
Besprechung  einer  allgemeineren  Frage  ihre  Beantwortung  finden. 


Elfte  Vorlesung. 

Das  trigonometrisohe  und  elliptisohe  Integral. 

Gehen  wir  nunmehr  in  der  allgemeinen  Untersuchung  der  Inte- 
grale algebraischer  Functionen  weiter  und  legen  eine  Gleichung  zwei- 
ten Grades  in  s  zu  Grunde 

a^s^  +  a,5  +  0^2  =  ^; 
in  welcher  Gq,  a^,  a.,  ganze  Polynome  beliebigen  Grades  von  z  sind, 
so  wird  es  sich,  wenn  wir  auf  dem  oben  vorgezeichneten  Vfegjd  fort- 
gehen,   um   die  Untersuchung  aller  derjenigen  Functionen  handeln 
deren  Ableitung  verzweigt  ist  wie  die  durch  die  obige  Gleichung  d^ 
iinirte  Rie mann 'sehe  Fläche,  und  welche  für  eine  endliche  AnzalS^; 
von  auf  derselben  willkührlich  fixirten  Punkten  von  der  ersten  Or- 
nung  unendlich  wird. 

Es  wird  vor  allen  Dingen  leicht  sein,  einzusehen^  dass  alle 
s   verzweigten  Functionen   oder   alle  für  die  Punkte  der  durch 

'  Gleichung  

_  —  ai  ±  Vä^—  4o.,ä, 

dargestellten  Ri cm auu 'scheu  Fläche  eindeutigen  Functionen^  welc 
in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  derselben  von  der  ersten  Oi      ^' 
nung  unendlich  werden,  rationale  Functionen  von  s  und  z  sind.   DeKT^fl 
da  eine  solche  Function  für  jedes  z  nur  zwei  verschiedene  WertÄae 
annimmt  und  ausserdem  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  PonU^so 
unendlich  werden  soll,  so  wird  sie  sich  nach  früheren  Sätzen  jeden- 
falls als  die  Lösung  einer  Gleichung  zweiten  Grades  darstellen  Itfssf  ; 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  z  sind;   da  aber  fen*^ 
unter  der  Quadratwurzel  der  Auflösung  dieser  quadratisdieu  GleichitnÄ 
wegen  der  gleichen  Verzweigung  beider  Functionen  nur  solche  LineÄf- 
factoren  in  einer  ungraden  Potenz  vorkommen  können,  die  auch  ^ 

mit  einem  ungraden  Exponenten  versehen  sind,  und  alle  diese  v^^' 
kommen  müssen,  so  erkennt  man  ohne  Schwierigkeit,  dass,  wenn 

die  Verzweigungspunkte  von  s  vorstellen,  und  somit 


Das  tri goilotnc Irisch e  luid  eUiptiEcbo  Integral. 


^q{2)  uiiil  9?, (i^)  ratiouale  Fuuctiuiieii  vüii  z  Iradeutcu, 
fPnnclion  jedenfalls  die  Fonn 


bmeu  I11U8S,  in  welcher  fa{e)  uud  /i (2)  wiederum  rational  ans  z 
DBmengesetst  sind,  und  somit  als  rationale  Function  von  s  und  x 
lestellt  werden  kann. 

IWöhreud  es  nun  zur  Herstellnnf^  einer  rationaleu  Function  tou 
fie  aus  der  Furm  derselben  unmittelbar  horvorgeht,  möglicli  ist, 
))itillkßlif liehe  «udliclie  Anzaljl  beliebig  gelegeucr  Punkte  zu  Kxiren, 
hneu  jene  Fuu<;tiou  vuu  beliebiger  endlicher  Ordnung  unendlich 
an  aoÜ'),  wird  die  Existenz  einer  auf  jener  zweiblättrigen  Fläche 
luljgeD  Function  nicht  immer  von  der  Anzahl  und  Lage  dieser 
pntinuitätspunktu  er8t«r  Gattung  unabhängig  sein.  Seien  nämlich 
tt,,  a.j,  .  .  .  Kp 

bige    (I   Unstetigkeits punkte    erster  Orduuug,    die   so   beschaffen 
IS  sie  Unstetigkeitspunkto  iinr  für  ein  Blatt  der  Fläche  sind, 

,  dass,  wenn 


der  zu  ihm  gehörigen  Werthe  t 


Vi' -',)('- 

bt  wird,  (tg  nur  mit  1 
^Wurzel,  nämlich  mit 

f.  i^Jt((»>) 

laden  ein  Unatetigkeitspunkt  der  Function  ist,  wenn  f,  die  po- 
oder  negative  Einheit  bedeutet;  seien  ferner 
-ßu  ß:,  ■■■  !>. 
letigkeitfi])unkto  erster  Orduuug  fiir  beide  Blätter  zugleich,  wobei 
b1i  angenommen  werden  soll,  dass  die  ß  nicht  Verzweigimgspunkto 
Function  sind,  aber  für  die  n  sowohl  als  auch  für  die  ß  das  7m- 
Benfalleu  einzelner  zugelassen  wird,  und  mag  endlich  die  Function 
nneadlich  entfernten  Punkte  auf  dem  einen  Blatte  von  der  t"", 
dem  andern  von  der  r,'""  Ordnung  unendlich  sein,  wobei  wir 
innehme»,  dass  r  >  t,  ist,  und  zu  der  hölieren  Ordnung  des  Un- 
ichwerdens  Aas  Wurzelzeichen  t_  (yit{£)}^  gehört,  ausserdem 
uach  voraussetzen,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  kein  Ver- 
|ungspnnkt,  also  Ji{z)  von  paarem  Grade  sei,  dann  fragt  es  Bich, 
ich  immer  eine  rationale  Function  von  z  und  yii{z)  bestimmen 
,  welche  fUr  diese  und  nur  für  diese  Punkte  unendlich  Von  der 
n  Ordnung  wird. 

'}  indem  mim  tau  einen  rationatcD  ßrucli  lu  bilden  braucht,  deMea  Nenner 
i  fiogeheuea  DiscantiDuitilt«punkt«a  vou  der  gegeheuun  Urdiiung  vencfawin- 
■rühieDd  der  Ürad  de«  Z&liUrs  den  des  Nenners  um  soviel  Einheiten  über- 
'ftli  die  Ordnung  aoseigt,  von  welcher  die  Fanction  im  uneadUeb  eatfemten 
te  unendliub  groea  werden  bdU. 
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Vor  alleu  Diiigeu  ist  klar,  dass  jede  rationale  Functiou  von  z  und 

j/Ü(jE?j  sich  in  die  Form 

setzen  lässt,  worin 

.9^0(^)7  <Pi(^);  ^'oW,  ^iW 
ganze  Functionen  von  ^er  bedeuten^  oder  wenn  Zähler  und  Nenner  mit 


niultiplicirt  wird, 


worin  ebenfalls 


^oW-^iWJ/^W 


'F^[z)    ""■"    ' 


ganze  Functionen  von  z  vorstellen,  von  denen  wir  annehmeu  dürfen, 
dass  sie  keinen  gemeinsamen  Tbeiler  mehr  haben.    .Da  nun 

^\i    ^%j    •  •  •    ^qi    P\t   P'iy    •  •  •    rff 

Unstetigkeitspunkte  der  Function  sein  sollen,  in  welchen  dieselbe  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  sein  soll,  so  wird  jedenfalls 

F.X^)  =  {z  -  «0  (^-  «,) . . .  (r  -  «,)(^-/J0  (;r-  /?,)  -  - .  (ß  —  ß,) 

werden*),  und  es  wird  sich  nur  darum  handebi,  die  Bedingungen  zu 
befriedigen  y  denen  die  a,  ß  und  der  unendlich  entfernte  Punkt  ge-' 
nügen  sollten.     Da  die  a^  nur  Unstetigkeitspunkte  auf  dem  einen, 

durch  den  Werth  f  x  Y  lii^cLx)  bezeichneten  Blatte  sein  sollten,  so  wird 

in   dem   andern  Blatte   für  den  durch  —  s»  j/R  (a«)  ausgedrückten 

Werth  von  }/R{z)  der  Zähler  der  obigen  Function  Null  sein  müssen,, 
da  sonst,  wenn  er  einen  endlichen  Werth  hätte,  und  der  Nenner  jeden- 
falls verschwindet,  die  Function  unendlich  gross  würde,  und  es  werden 
somit  Q  Bedingungsgleichungen  von  der  Form 

Fo(«x)  -  fx  F,(a,)  j/'/f(^  =  0**) 


•)  denn  wenn  Ff  (z)  noch  einen  Factor  von  der  Form  g  —  y  h&tte,  so  wilrde» 

da  die  oben  aufgestellte  rationale  Function  von  z  und  yS{z)  nicht  noch  fSr 
z  =B  y  unendlich  werden  sollte, 

fAy)  +  f,{y)VR{V)^o 

sein  müssen  für  beide  Zeichen  der  Grösse  K-K(y),  nud  es  miUnten  somit  F^ii) 
und  Fi(z)  ebenfalls  durch  2  —  y  thcilbar  sein^  da,  wenn  der  Factor  5  —  y  in 
li{s)  enthalten  wäre,  der  Ausdruck  immer  noch  unendlich  sein  würde. 

**)  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  für  den  Fall,  in  welchem  mehrere 
der  a  z.  B.  m  einander  gleich  werden,  die  rationale  Function  also  in  einem  dieser 
Punkte  von  der  m^"  Ordnung  unendlich  werden  soll,  die  der  obigen  Gleivhimg 
entsprechenden  m  uothweudig  zu  erfüllenden  Bedingimgen  zu  ersetaien  sein  wer^ 
den  durch 
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lii-frieJigt  sein  müssen,  wenn  die  «  der  aufgestellten  Beiliiigiiiig  Ge- 
iiilge  leisten  solleu,  während  die  ß  offenbar  für  den  Zähler  keine 
uothwendigen  Beziehungen  zwischen  den  iu  ihm  enthaltenen  will- 
kührlicheti  Constanten  liefern  werden;  ferner  wird  aber  auch,  tia, 
wenn,  dem  niiendlicli  cntfernteii  Punkte  der  VVurzelwerth  e^  (V Ii(e))^ 
zugehört,  die  Funcfion  von  der  t"'"  Ordnung  unendlich  werden  soll,  wo 
T  ^  r,  5^  0  vorausgesetzt  worden,  für  diesen  Werth  der  Quadratwurzel 
der  Grad  des  Zählers  den  des  Nenners  um  r  Einheiten  (ibersteigen 
uud  also  gleich  p  +  ö  +  t  werden,  während,  wenn  dem  unendlich 
ciitfernteu  Punkte  der  entgegengesetzte  VVurzelwerth  entsprechen  soll, 
die  r  —  r,  höchsten  Glieder  in  der  Entwicklung  des  ZiUilers  nach 
rallendifU  Potenzen  von  i  mit  Hinzuziehung  des  betreffenden  Wurzel- 
werthes  verschwinden  müssen,  und  somit  zu  jenen  q  Bedingungen  für 
die  fc  noch  t  —  t,  solcher  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  hin- 
xutn^ten.  BerlickBichtigt-  man  aber,  dass  Ii(e)  vom  fi'"-  Grade  ist,  so 
folgt,  dufis 

/■'„(j)  höchstens  vom   p  +  ö  +  r'"" 

r,(.') p  +  »  +  '-f"" 

Grade  sind,   da  Jt{i)   ein  Polynom   paaren  Grades  s 


I  musBte  (eiui 


dl«  ivakea  SBitcn  dieser  UleiohnDg  bilden  riilmlich  iu  der  in  Folge  der  Eigen- 
•dmlt  Jer  funkte  n,  t-rlaubt««  Tftjlor'aohen  Entvivklung  der  Fiinctiou 

BKh  tteigcnden  Pottozen  von  «  —  «^  in   der  NSiie  dieBes  l'unklea  uod  iu  dem 
Blatte,  da»  ab  zugehörigen  WarzelwetUi  —  »,,  YSia^f  liefert,  die  CueHicienteD  vou 

(j-.,n  {-■-.. )',-..(.- -..1—'. 

ma  dao  dauu  auch  dvr  gannc  Factor  («  ~  a^}""  de»  Nenuera  sieb  in  den 
2ftfalvT  hinauf  dividirt.  die  ratioutile  Functiou  von  --  somit  fflc  z  =  a,,  Vli(') 
■—  —  r,,  VRia^)  nicht  unendlich  grcws  wird.  Sind  die  Discontinuitätsponkte  ho 
g«wlb1t,  dius  die  Function  filr  dnen  dereelben  auf  dem  einen  Blatte  tou  «ioer 
Ordnung  iineudlicb  wird  als  aul*  dem  undern,  so  würde  mau  diesen  Punkt 
nit  drr  Ordnung,  wekbe  die  niedrigen-  ii>t,  la  den  ^  I'unkU'ii  ta  «ählen  haben, 
wilirend  er  ■kDSBi.'rdem,  was  keiner  weiteren  Aiueinnnderaetxuug  bedarf,  mit  der 
OilTereni  der  Urdnuugeu  zu  den  n-Puukteii  gerechnet  werden  muia;  der  Nenner 
-wird  tum  Eiponeiiten  des  zugeliOrigeu  Liueacfactora  die  liüchste  der  beiden  Ord* 
be<it«eu. 


I 
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dieser  Fuuctioueu  aber  diesen  Grad  erreichen  muss);   und  daher  die 
Anzahl  der  in  Fq{js)  vorkommenden  beliebigen  Gonstanten  höchstens 

Q  +  ^  +  ^+  1, 
der  in  F,  (z)  enthaltenen  höchstens 

«.  +  «  +  r  -  f  +  1 
ist.    Da  somit  im  Zähler  höchstens  Ober 

2(>  +  2tf  +  2r  —  ^-  +  a 

Constanten  zu  verfügen  ist^  die  jedoch  nach  den  vorigen  Auseinander- 
setzungen 

Bedingungen  unterworfen  sind,  so  werden  im  Ganzen,  wenn  wir  noch 
eine  multiplicatorische  Constante  des  Zählers ,  deren  verschiedene 
Wertbe  die  Eigenschaft  der  Function  nicht  andern,  abrechnen,  noch 

9  +  2<f  +  r  +  r,  -  f  +  l 

willkührliche  Gonstanten  übrig  bleiben,  und  daher,  wenn  die  den 
Functionen  Fq(z)  und  F^{z)  angehörigen  Goefficienten  so  sollen  ge- 
wählt werden  können,  dass  den  oben  aufgestellten  Bedingungen  Ge- 
nüge geschieht,  nothwendig 

sein  müssen,  und  daher  die  Anzahl  der  Punkte,  in  denen  eine  ratio- 
nale Function  von  /  und  yB.{z)  unendlich  gross  von  der  ersten  Ord- 
nung werden  soll,  einer  Beschränkung  unterliegen;  es  ist  femer  un- 
mittelbar ersichtlich,  dass,  wenn  von  einer  Function  die.  Rede  sein 

soll,  welche  wie  ^U(je:)  verzweigt  ist,  i^\  (^)  nicht  identisch  verschwin- 
den darf  und  daher 

p  +  (T  +  r-^+l>0 

sein  muss,  durch  welche  Bedingung  jedoch  die  vorher  aufgestellte 
Ungleichheit  in  allen  Fällen  befriedigt  wird,  und  sich  somit 

als  die  einzige  ergiebt  für  den  Fall,  dass  Biz)  von  paarem  Grade  ist. 
Ist  li{is)  dagegen  von  einem  unpaaren  Grade,  also  jer  «=  cx)  ein 
Verzweigungspunkt  der  Fläche,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  die 
rationale  Function  von  einer  ganzzahligen  Ordnung  ^  in  jer  =  oo  un- 
endlich gross  werden  soll, 

Ff^{z)  höchstens  vom  (>  -|-  cy  +  ^**'" 

F,{z) ^ +  (,  +  /_(£.)_  IM 


len 
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Grade  sind.  weDD  ^^J  <^'^  grTisste  in  ~  enthaltene  ganze  Zahl  be- 
deutet, und  ilalier  die  Anzahl  der  verfügbaren  Constanten  wieder  Ivon 
der  multipljeatorisehen  abgesehen  2p  +  2«  +  2(  —  (^)  ist,  während 
nur  Q  Bedingungsgleich tingen  zu  erfüllen  sind,  und  somit  die  für  das 
Vorkommeu  der  Grösse  yR{z}  in  der  gesuchten  rationalen  Function 
soth wendige  Ungleichheit 

oder 

die  für  die  Esietenz  dieser  Functiou  überhaupt  nothwendige  und  hin- 
reichende ist;  wenn  aber  die  rationale  Function  in  dem  unendlich 
tntfemten  Punkte  von  einer  gebrochenen  Ordnung,  welche  bekannt- 
die  Form  '  +  ^  haben  muss*),  onendlich  groas  werden  soll, 
■o  wird 

-Fo(«)  höcbstens  vom  p  -|-  e  -|-  ('=" 

F.W (.  +  «  +  '-(*)"• 

aein  müssen,  daher  über  2q  -\-2u  -\-2t  —  (^)  -f-  1  Constanten 
mit  Berücksichtigung  von  p  Bedingungagleichungen  zu  verfügen  sein, 
i(i  es  daher  wieder  genügen,  die  Ungleichheit  zu  befriedigen 

?+«  +  (>(;)- 1. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dnss,  wenn  eine  rationale  Functiou  von 

ond  y'R(£)  nur  für  p   beliebig  gegebene,   im  Endlichen  gelegene 

nkt«   unendlich   von  der  ersten  Ordnung  werden  soll  und  zwar  in 

lern  dieser  Punkte   nur   auf  einem  der  beiden  Blätter,  je  nachdem 

'iii)  von  paarem  oder  unpaarem  Grade  ist, 

p  >  ;-  -  1  oder  p  >  (;) 
criD  inusa,  und  es  esistiren  dalier  keine  rationalen  Functionen  von  c 
ind  l''R{x),  welche,  wenn  R{z)  ein  Polynom  paaren  Grades  ist,  für 
realer  als  ^,  uud,  wunn  I{{e}  von  unpaarem  Grade,  für  weniger  als 
^)  -|-  I  beliebig  wühlbare  Punkte,  zwischen  deren  Lagen  keine  be- 
DOderm  BezIehnngeiL  stattfinden,  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
den. 
Es  braucht  ferner  kanm  hinzugefügt  zu  werden,  dass,  wenn  einer 

"J  Das*  ilic  Oniiiung  des  Unendlicli wordene  im  uneiidlicli  entferuteii  l'unkt 
■  b«idB  Blltter  lUetelbu  ist,  iit  unmittetbu  eiuleucbt«ud. 


I 
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der  ^-Punkte  ein  Verzweigiingspunkt  der  Function  ist,  nur  f&r  den  Fall, 
dass  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  die  ^^^  ist,  die  Bedingung 
FQ{ß)  =  0  hinzukommen  muss,  während,  wenn  die  Ordnung  die  erste 
ist,  keine  weitere  Bedingung  hinzutritt;  in  jedem  Falle-  bleiben  die 
oben  aufgestellten  Ungleichheiten  bestehen. 

Nachdem  nun  nachgewiesen  worden,  dass  jede  wie  s  verzweigte 
Function  von  0,  welche  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  un- 
endlich  von   der   ersten  Ordnung   wird,    sich  rational  durch  s  und 

}/lt{z)  ausdrücken  lässt,  und  für  die  Bildung  dieser  rationalen  Func- 
tionen eine  mit  der  Anzahl  der  willkührlich  gegebenen  Unstetigkeits- 
punkte  zusammenhängende  Bedingung  gefunden  worden,  wird  die 
Untersuchung  der  Functionen,  deren  Ableitung  wie  s  verzweigte  Func- 
tionen von  z  sind,  welche  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
unendlich  werden ,  auf  die  von  Integralen  rationaler  Functionen  von 

js  und  yii{0)  reducirt  sein. 

Es  wird,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Art  der  Transcen- 
denten,  die  durch  die  Integration  der  in  s  und  z  rationalen  Functionetx 
und  durch  die  Umkehrung  dieser  Integrale  geliefert  werden,  wesent- 
lich von  dem  Grade  ft  der  in  dem  Ausdrucke 

a,2  -  Aa^a^  =  rpizf  {z  -  z,)  (z  -  z.,) -- ^  (z  —  z^)  =  ^(z^  B(0)  ^ 

enthaltenen  Function  Il{z)  abhängen,  und  es  wird  daher  zur  Ver^*-^ 
fachung  der  Untersuchung  beitragen,  wenn  wir  zeigen,  dass  sich  art^^ 
eine  rationale  Substitution  finden  lässt,  welche  jede  rationale  Funcfc^^ 

von  z  und  y(p{z),  worin  (p{z)  eine  ganze  Function  des  2p  +  1**"  (^  "* 

des  sein  soll,   in  eine  rationale  Function  von  5  ^uid  j/li{i)  umfo:^^ 
und  umgekehrt,  worin  li(g)  ein  ganzes  Polynom  von  einem  ran  ^"  ^ 
Einheit  höheren  paaren  Grade  ist. 
Ist  nämlich 


y^{z)  =  }/{z  ~  z\)  {z  —  z^)  '  .  .  {z'-^  is2p  +  i), 
so  setze  man,  wenn  a,  und  «2;» +  2  zwei  beliebige  Constanteu  bedeut^"* 


z  —  z,  =      . 

*  f  —  «1 


so  dass  z  eine  rationale  Function  von  g  und  umgekehrt  g  eine 
nale  Function   von  z  ist,  und  man  erkennt  durch  unmittelbare  i — 
reclinung,  dass 


ist,  worin 
rational  aus 


0,    a,  ,    «.^,    •  •   •    «2;» +2 


«,,    «2;, +  2;    ^1  j    ^2;    •  •   •    ^iy-\-\ 

zusammengesetzt  sind;  es  lassen  sich  somit  z  und  yq){Jf)  rational  do 
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M{^)  ausdrücken,  und  es  ist  daher  die  Untersuchung  auf  die 
ichtuDg  der  Integrale  rationaler  Functionen  von  z  und  y^{e) 
icirt,  in  welchen  der  Grad  von  R(^)  ein  gradzahüger  ist. 
Mau  nennt  nun  die  Integrale  von  rationaleii  Functionen  von  2 
t^It(e),  wenn  fl(^)  vom  zweiten  Grade  ist,  Irii/ohometnsche  lu- 
lle, wen»  li{e)  vom  vierten  Grade  elliptische,  wenn  R(/)  vom 
Btea  Grade  hypnrlUptische  Ivh-grale  rrstei-  Ordnung,  vom  achten 
reüipHsrhe  gweilia'  Ordnung  u.  s.  w. 
Sei  nun  noch  allgemein 

in  /"eine  ratiouale  Function  von  e  und  YR{s)  bedeutet  und 

«W-(i^«,)C'-«,)- •■(«-«.,) 

wird  es  zur  Untersucliung  dieser  Integrale  vor  allen  Dingen 
üg  sein,  die  durch  y'Riß)  definirte  Itieniann'sche  Fläche  /,n 
Itrairen  und  dieselbe  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
menhängende  zu  verwandeln.  Da  die  Verzweigungspuukte  von 
(i)  offenbar 

wie  man  durch  den  Anblick  der  Function  uud  durch  die  Sub- 


ittelbar  sieht,  so  wird  man,  da  die  Fläche  zweiblättng  ist,  c,  mit 

«j  mit  a^,  ...  «;, - 1  mit  o-,,  durch  ji  Verzweigungsschnitte  ver- 

~eii  kSiiiieD,  so  dass  sie  nunmehr  der  geometrische  Ort  der  Varia- 

;  der  eindeutig  gemacliten  Function  yR{is)  also  auch  der  Function 

tXz,  yWf)) 

Wie  nun  die  Fläche  in  eine  einfach  zUBamuienhaugende  zu  ver- 
rieln  ißt,  haben  wir  in  der  fünften  Vorlesung  ausführlich  erörtert. 
i  man  uämlicli  im  ersten  Blatte  eine  geschlossene  Linie  n,,  welche 

Verzweignngsscbnitt  (f,a,  umgiebt,  als  ersten  Querschnitt  und 
der  einen  Seite  derselben  zu  dem  gegtouflbe  fliegen  den  Punkte  der 
vn  Seite  eine  geschlossene  Linie  b,,  welche  den  letzteu  Ver- 
gnngsachnitt  trifft,   femer  um  den   zweiten  Verzweigungsschnitt 

geschlossene  Linie  a^ ,  welche  mit  einer  beliebigen  Verbindungs- 
c,  von  Ä|  mit  a,  den  dritten  Querschnitt  bildet,  von  «j  aus 
1  vierten  Querschnitt  b,  von  derselben  Art  wie  fc,,   u.  s.  w.,   so 

durch  die  so  gezogenen  '2p  —  2  Querschnitte  nach  den  frühere» 
linandersetzuugen  die  Riemanu'sche  Fläche  in  eine  einfach  zu- 

lenhüugende  verwandelt.  Sehiiesst  man  nun  auf  derselben  die 
ÜUr  welche 
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f{g,  VR{g)) 

SO  unendlich  wird^  dass  die  Entwickelung  dieser  Function  in  der  Nähi 
eines  solchen  Unstetigkeitspunktes  b  die  erste  negative  Potenz  toi 

•  Fig.  49. 


\ 


z  —  £  enthält;  durch  einen  unendlich  kleinen  Kreis  aus  und  die  beiden 
unendlich  entfernten  Punkte  dann,  wenn  die  Entwicklung  in  der  Nahe 

derselben  das  Glied  —  enthält,  und  zieht  sodann  von  der  Peripherie 

je  eines  dieser  unendlich  kleinen  Kreise  beliebige  die  vorigen  Qotf^ 
schnitte  nicht  schneidende  Linien  nach  den  nunmehrigen  Granaeen  der 
Fläche,  führt  also  hoch  so  viel  neue  Querschnitte  ein  als  Unstebg- 
keitspunkte  ausgeschlossen  worden  sind,  so  wird  jetzt  die  Riemann • 
sehe  Fläche  auch  der  geometrische  Ort  der  Variabein  des  eindeutig 
gemachten  Integrales 

^jf{z,  yn{z))  dz 

und  es  werden  sich   alle  Werthe  desselben  durch  den  auf  dtf 


IV 


sein 


neuen  einfach  zusammenhängenden  Fläche  genommenen  und  durch  Mol' 
tipla  der  Stetigkeitssprfinge  an  den  Querschnitten  ausdrücken^  wdcbe 
für  diese  Art  der  Zerlegung  der  Fläche  bereits  früher  ermittell  wo^ 
den  sind;  ebenso  sind  für  die  weitere  Untersuchung  der  Endlichkeit 
und  Stetigkeit  der  Integrale  in  den  Unstetigkeitspunkten  oben  allgemeiD 
die  Mittel  angegeben,  und  es  liessc  sich  somit  die  Theorie  dieser  Integial^ 
vollständig  entwickeln.  Wir  beabsichtigen  uns  jedoch  in  diesen  Vo^ 
lesungen  nur  mit  derjenigen  Klasse  dieser  Integrale  zu  beschaft^ 
(indem  wir  solche  Integrale  zu  einer  Klasse  rechnen^  für  welche  du 
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Bolyuom  unter  der  Quadratwurzel  denselben  paaren  Grad  hat),  zu 
Belcher  mindestens  eins  gehört,  welches  iii  seiner  Umkehrung  s  als 
Blxte  iu  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function  von  w  ergiebt,  und  wir 
■teilen  uns  daher  jetzt  ganz  allgemein  die  Frage,  wie  der  Grad  des 
Vblyniima  li{/i)  und  die  rationale  Function  /*  beachalfeu  sein  mUsseu, 
■aaioit  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Umkehrung  möglich  sei; 

»lie   Mittel   zur  Beiiutwortung  dieser  Frage   Hegen   in  dem  am  Ende 

der  achten  Vorlesung  bewiesenen  Satze. 
Sei 

I     wonii 

^  fM,  ViW,  ^o(a),  ViW 

H  gkUie  Knnctioneu  von  s  bedeuten ,    die  nicht  alle  rier  einen  gomeiu- 

H  nmtfl  Thdier   haben,    so    wird    die    zu    untersuchende  Differential- 

^^  (^chuDg,  welche  e  ala  Function  von  «c  de£nirt, 

^^H  ''"'      ToW  +  -Pi  (i)  VrW 

^^^^BKhler  und  Nenner  mit 

^^^  VoW  -  91  (^)  VW>  _ 

^V  iiullipliuirt  wird,  die  Form  annehmen  f^| 

^m  ■wiB  ^(r)  und  /,U)  nunmehr  im  allgemeinen  gebrochene  rationnle 
^1  ■'oBctionen  roii  s  bedeuten,  und  es  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass,  weil 
^M  ui«  Entwicklung  der  rechten  Sefte  dieser  Gleichung  nach  steigenden 
^H  "otena-u  von  i:  —  e^  nicht  mit  einer  iiegativen  Potenz  dieser  Grösse 
^1  "iginaen  darf,  da  sonst  e  eine  um  den  entsprechenden  «■■-Punkt 
^M  *i«l(lfiitige  I-'unction  sein  wttrde,  (^{z)  und  /!(«)  ganze  Functionen 
^1  ^  t  sein  mUssen,  welche  wir  mit  ^„{z)  und  F^  {z)  bezetcbnen  wollen, 

■    *0|1U8 

^1  Wenden  wir  weiter  auf  diese  Gleichung  die  bekannten  Criterieu 
^1  "^  die  Eindeutigkeit  der  durch  OiSereutialgleichungeu  dieser  Form 
^1  'Huirten  Functionen  au,  nach  welchen  diese  Eindeutigkeit  l'ür  alle  im 
^1  uidlichitn  gelogencB  Werthe  von  w  dann  und  nur  dann  statthatte, 
H  *«m  die  Entwicklung  der  reuhten  Seite  der  Gleichung  nach  steigen- 
H  '*'i  PüUnzen   von  r — m^,   worin  s^   »'i   beliebiger  endlicher  Wertli 

H  ""^  Variablen  z  war,  mit  dem  Glieile  {x  —  i^)  "  beginnt,  wenn 
H  *•'  Eotwicklnng  einen   Anfangsexponenten    kleiner   als   die   Einheit 

MPiiKg'Mri  wdi  fidlaadia    Pttf^aaen   von  e  daa  Anfangeglied 
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z  "^  für  einen  Anfangsexponenten  grösser  als  die  Einheit  liefert 
Bedeutet  somit  z^  irgend  einen  Werth  von  Zy  welcher  nicht  ein  Ver- 
zweigungspuukt  der  rechten  Seite  der  Gleichung  ist,  d.  h.  nicht  zu 
den  Wertlien  ^,,  .r.^,  .  ,  .  z^p  gehört,  so  wird  die  Entwicklung  mit 
{z^ —  ^„)®  d.  h.  einer  Constanten  beginnen  müssen,  und  daher 

F,[z)-^F,{z)VW) 
nur  für  die  Werthe  ^,,  z^^  ...  z^p  verschwinden  dürfen  und  zwar 
so,  dass  die  Entwicktung  nach  steigenden  Potenzen  von  z  —  la"^^ 

{z  —  Zo)^  beginnt,  woraus  wiederum  folgt,  dass  F^(z)  jedenfalls  durch 
das  Product 

{Z  —  Z,)  {Z  —  Z^  "  '  {Z  —  Zip) 

theilbar  sein  muss.  Beachtet  man  nun,  dass  e=^oo  kein  Verzweigungs- 
punkt  der  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  von  paarem  Grade  ist, 
und  dass  somit  die  Entwicklung  der  rechten  Seite  der  obigen  Glei- 
chung nach  fallenden  Potenzen  von  z  mit  z'^  beginnen  muss,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  sich  ein  höherer  Grad  von  i2(jE?)  als  der  zweite  oder 
vierte  mit  den  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Eindeutigkeit  der 
Umkehrung  nicht  verträgt,  und  dass  ferner,  wenn  Tl{z)  ein  Polynom 
vom  zweiten  Grade  ist,  F^  {z)  ein  solches  vom  ersten  Grade  sein  wird; 
und  Fq{z)  die  Form 

^0  iß  —  ^i)  (^  —  ^2) 
haben  muss,   worin  Cq  eine  Constante  bedeutet,  dass  dagegen,  wenn 
R  {z)  ein  Polynom  vierten  Grades  ist,  Fq  (z)  =  0  und  F^  {z)  eine  ^^' 
stante  sein  wird,  so  dass  wir  als  zwei  gesonderte  und  einzig  existirende 
Fälle,  in  denen  eine  für  alle   im  Endlichen  gelegenen  Punkte  ein- 
deutige Umkehrung  möglich  ist  und  auch  wirklich  statthat, 

und 

d^  =  ^  V{^  —  2,)  (^  -  h)  (^  —  h)  (^  —  ^a) 

erhalten ,  somit  nur  Umkehrungen  von  Integralen  derjenigen  b^**^ 
Klassen,  in  denen  das  Polynom  ]{{z)  vom  zweiten  oder  vierten  O^ 
ist,  oder  der  trigonometrischen  und  elliptischen  Integrale,  mi^  ^ 
chen  beiden  Klassen  allein  wir  uns  in  den  folgenden  Vorle»**^^^ 
beschäftigen  werden. 

Indem  ich  mich  zu  den  durch  die  Differentialgleichung 

div  =  ^0  (^  —  ^1)  (^  —  ^2)  +  (c^z  +  c.,)  ^(7"— TJ"(7^^rO 
definirteu  Functionen  wende,  will  ich  bemerken,  dass  die  Subßfci*'"^^ 

^ ^  —  ^t 

diese  Gleichung  in 


?t  - 


Das  trigoiioiuptrieciie  iiiid  eltiptiache   Integral. 

■  c.  (--,  -  »,)  E  +  (=,«,  +  c,-  {cfy  +  «JE)  Vi 


iberfSbrt,  und  dass  somit  hierin  alle  Integrale  tou  rationalen  Fuuc- 
iouvn  von  £  und  Quadratwurzeln  aus  Polynomen  ersten  Grades  von 
'{  ontliallen  siud,  welclft  eine  für  alte  im  Endlichen  gelegenen  fr 
einileutige  Umkehrung  von  z  erlauben.  Dass  durch  die  letzten  Difl'e- 
rentialgleichun^^n  nicht  wesentlich  andere  Functionen  als  die  vorhin 
durch  die  Umkelirung  der  Integrale  rationaler  Functionen  der  Varia- 
\>e\n  erhaltenen  hervorgehen,  ist  daraiia  ersichtlich,  dass  die  Substi- 
faition 

VI-« 

in  die  obige  Gleichung  dieselbe  in 

Ol>erfBhrt,  somit  in  eine  der  in  der  letzten  Vorlesung  gefundenen  ana- 
Jogo  Uleichung,  welche  nach  dem  dort  erhaltenen  Resultate  als  allge- 
meines Integral  eine  lineare  Function  der  EK[ionentialfuuction  lieferte. 
*"  wird  sich  somit  £  also  auch  z  als  gebrochene  rationale  Function 
B«reit«a  Grades  eben  dieser  Transcendenten  und  zwar  im  Allgemeinen 
der  Periode  derselben  behaftet  ausdrücken,  und  werden  somit 
!  Transcendenten  aus  dieser  Klasse  von  Integralen  nicht  hervor- 
I^hen.  Wir  müssen  jedoch  bemerken,  daas  während  die  Umkehrung 
^^  '  Gleichung  der  letzten  Vorlesung  eindeutige  periodische  Functionen 
l^fÄTte,  welche  in  jedem  Periodeustreifen  jeden  Werth  nur  einmal 
Ibtiehtnoii,  die  jetzt  erhaltenen,  wie  aus  der  Beziehung 

**^orgeht,  Functionen  von  derselben  Periode  definiren,  welche  in 
^«tn  Perioden  streifen  jeden  Werth  zweimal  annehmen  werden,  iudeni 

beideu  Werthe  des  w,  welche  der  durch  die  obige  Gleichung 
«eben  «  und  ic  definirten  Function  entgegengesetzte  Werthe  gaben, 
-t  in  Folge  der  genannten  Substitution  für  die  Umkehrungsfunctioir 
**»Belben  Werth  liefern  werden,  und  offenbar  nur  diese  beiden  w. 

Onnfen  wir  aus  den  durch  die  obige  Gleichung  definirten  Ftnic- 
*"*en  tp  der  Variabein  2,  welche  eindeutige,  einfach  periodische 
^kehningafunetionen  haben,  die  in  jedem  Periodeustreifen  jeden 
*Oih  zweimal  annehmen,  die  einfachste  heraus,  indem  wir 


■cn  und  somit  die  Differentialgleichung 
"•nahen,   so  wird   bei  Zuordnung  der  Wertlie  , 
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/'    dz 


w 

definirte  Function   von  z  der  arc  sin  z  genannt^  und  die  nach  dem 
Obigen  eindeutige,  einfach  periodische  Umkehrungsfunetion  durch 

0  =  sinw 

bezeichnet,  deren  Periode,  wie  aus  dem  Früheren  unmittelbar  folgt, 
den  Werth  2  7t  hat. 

Ausserdem  führt  die  Anwendung  der  Substitution 

1  — g 
i+z 

das  obige  Integral  in 


=  M^ 


9  /'  du 


W  = 

1 

Über,  dessen  Umkehrung  mit  Hülfe  der  Beziehung  zwischen  e  and  « 
den  Ausdruck  liefert 

;8r  =  — .  {e^*  —  g-  «••*)  =  sin  tv, 

so  dass  sin  w  in  einfacher  Weise  mit  der  oben  behandelten  Transcen- 
denten  e"'  zusammenhängt;  die  NuUwerthe  im  ersten  Periodenstreifeu 
sind  0  und  tc,   die  beiden  Werthe,  für  die  sin  w  innerhalb  dieses 
Periodenstreifens  unendlich  gross  wird,  liegen  beide  in  der  Unen*' 
lichkeit. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  man  auch  für  die  Ableitui^o 
von  sin  w,  welche  offenbar  wieder  eine  eindeutige  periodische  Fu^^*^* 
tion  sein  wird,  ein  besonderes  Zeichen  nämlich  cos  tc  eingeführt 
so  dass 

d  binw         dz 


cos  w  =  — ^ —  =  -j—  =  i/i  —  z^  =  yl  —  sin^  w 

dw  dw        '^  ^ 

ist,  dass  sich  ferner  aus  dem  Additionstheorem  der  Exponentialfi»-^^-*' 
tion  vermöge  der  Beziehungen  von  sin  w  und  cos  w  zu  jener  Tw** 
cendenten  unmittelbar  die  Additionstheoreme  für  die  trigonomeirisc 
Functionen  werden   herleiten   lassen,  und  dass  endlich  die  oben 
geführte   Function  tg  w  zu  diesen  trigonometrischen   Functionen         '^ 

der  Beziehung 

1                sin  w 
tcr  tc  = 

°  cos  w 

steht. 

Es  ist  jedoch  nicht  unsere  Absicht,  an  dieser  Stelle  eine  Theor»^ 
der  trigonometrischen  Functionen  zu  entwickeln,  da  sich  dieselbe   ^'" 
ihrer  Vollständigkeit  unmittelbar  durch  Specialisirung  der  ausführÜ^* 
zu   behandelnden    elliptischen   Functionen    (indem    der    später   einzO' 
führende  liitegralniodul  gleich  Null  gesetzt  wird)  ergiebt,  und  es  soU 


Dm  tri^-onamctriBcliL-  und  elliptisch»  liilcgml. 
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Bur  nocli,  bevor  wir  iii  die  Tbeorie  Jer  elliptdschen  Traiiscemleuten 
"Eher  dutrcten,  die  Frage  erörtert  werden,  wie  sich  eindeutige  perio- 
dische Functionen,  welche  in  jedem  Periodenstreifen  jeden  Werth 
wiio  beiiebi'je  endliche  Auzafal  mnl  oder  unendlich  oft  annehmen,  aus- 
'Irflclten  lasseu,  wobei  nach  den  iu  der  vorigen  Vorlesung  gemachten 
■'tuseiDanderaetüungen  für  die  erste  Art  dieser  Functionen  angenora- 
aren  werden Tiarf,  duss  dieae  Fiiuctiun  in  jedem  Periodenstreifen  jeden 
(Verth  eine  gleiche  Anzahl  mal  erlangt. 

Sei  f{w)  eine  solche  eindeutige  periodische  Function,  welche 
tonerhaih  eines  Periodenstreifens  für  die  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt« 

und    nur  fiir  diese  verschwindet  und  ftir 

ß,-ß, /». 

"oemllich  gross  wird  und   zwar  jedesmal   von    iler  ersten   Ordnung, 
wird  offenbar  aus   früher  entwickelten  Gründen   der  Quotient  aus 
«i>    Functionen  /"(«')   und   der  in   der   folgenden   Weise    zusammen- 
B««etatea 


V(W): 


C-y_,-y)C^_.'^)....C^_.-^) 


»)-, 


der  ganzen  Ebene  endlich  bleiben  müsste,  t 
jene  Function  /"(f)  die  Form  haben 


■    <^r  in  der  ganzen  Ebene  endlich  bleiben  müsste,  constaut  sein, 
'*•    somit  jene  Function  /"(f)  die  Form  haben 


t  seil 


AVir  wollen  jetzt  allgemein    die    analytische   Form   einer   jeden 
'*JwitigeM  Function   f{tv),    welche  die   Periode  ,1   Ihit,    feststellen. 

*)  8«tit  man  flH\\  i^  i  imd  «liiTerentürt  den  eben  filr  /   ir)  j-olinidencn  Aus- 
'^k  nach  w,  so  ist  leicht  zu  geben,   daas,  weil  die  Expoueutiiiirunütion  AiSe- 
von  einem  cODstanten  Fiictor  abgesehen,   in   derselben  Form   creclieint, 


hea  dem  Anediuckc  Iflr  :  und  dem  durch  I  litfurentiatiou  abgeleiteten  von 
^  X«  «inor  algi-bmitdiun  Gleiclinng  In  ^  fflhrt,  deren  CoeFQcientcn  ganze 
*ctioncn  von  ;  sind,  und  äa/u  dalier  eine  Bolehe  Gleichung  die  allgeraeioBte 
'^  der  Differeutialgleichungen  filr  solche  emfaDh  periodische  Functionen  an- 
'^>t ,  ««lebe  in  ihrem  Perioden« Ire ifeu  einen  jeden  Werlh  eine  lieliebigu  ond- 
b«  Antahl  mal  annehmen. 
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gleichgültig  ob  dieselbe  in  jedem  Periodenstreifen  in  einer  endlichen 
oder  unendlichen  Anzahl  von  Punkten  Null  oder  unendlich  wird,  und 
ob  ein  Theil  dieser  Punkte  oder  auch  alle  in  der  Unendlichkeit  li^. 
Setzt  man  zur  Yergleichung  der  gegebenen  I<\inction  mit  der  Expo- 
nentialfunction 

u=  e  ^       also    w;  =  .    ;  log  u 
und  ferner 

so  ist  unmittelbar  zu  sehen ,   dass  die  eindeutige  Function  f  («?)  A^* 
Variabein  tu  auch  eine  eindeutige  Function  von  u  ist;  da  eine  einmalig^ 
Umkreisung  von  m  =  0  eine  additive  Veränderung  des  log  u  um  2  ^  *> 
also  von  w  um  die  Periode  A  hervorbringt,  v«rodurch  der  Werth  ^^f 
periodischen  Function  f{w)  nicht  geändert  wird.    Es  wird  sich  soi*** 
F{\i)  als  eindeutige  Function  von  t*  nach  den  in  der  siebenten  V^o^' 
lesung  gemachten  Auseinandersetzungen  innerhalb  eines  um  denl5rt*^*|^ 
punkt  der  «(-Ebene  concentrischen  Ringes,  welcher  von  zwei  AxmX^ 
aufeinanderfolgende    Discontinuitätspunkte    gelegten    concentrisd*^^ 
Kreisen  begränzt  wird,  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Potr^^" 
zen  von  u  in  der  Form  entwickeln  lassen 

F{u)  =  ÖQ  +  a,M  +  «2^2  -|_  .  .  .  . 

+  a-ixi-^  +  a_2W""*+  •  '  •  • , 

worin  die  Coefficienten  durch  den  Ausdruck  bestimmt  sind 


_     1      f*F(v)dv 


und  das  Integral  längs  einem  innerhalb  jenes  Ringes  gelegenen, 
innern  Kreis   umschliessenden,    sonst    beliebigen   Kreise    genom 
werden  kann.     Um  nun  zu  untersuchen,  welcher  Raum  der  ic- 
diesem   concentrischen  Ringraum  der  u- Ebene  entspricht,  mag 
merkt  werden,  dass,  wie  früher  bei  Einführung  der  Exponentialfa 
tiou  gezeigt  worden,  wenn 

u  =  e* 

gesetzt  wird,   einem  um  den  Nullpunkt  der  u- Ebene  beschriebei.::^-^' 
Kreise  eine  gerade  Linie  der  /-Ebene  correspondirt,  welche  zur  F 
damcntalachsc  senkrecht  die  Länge  2;r  hat,  und  es  bleibt  daher 
zu  bestimmen  übrig,  welche  Linien  der  *(;- Ebene  den  eben  gern 
ten  Linien  der  /-Ebene  entsprechen,  wenn 


( 


^ 


gesetzt  wird.     Ist  aber 


, 2niw 

f_  — -- 


A  =  a  (cos  a  +  i  sin  «) 
w  =  r  (cos  (p  -j-  /  sin  g?) , 


i 


i)M  trigonometrische  uiiJ  eliiptisclie  Integral. 


-  (—  sin  {(s  —  o)  +  i  c 


(9  -  '<)) 

jeueiii  «-Kreise 


,  da  der  reelle  Tbeil  von  t  auf  d< 
mdeu  /-Linie  unrerändert  bleiben  soll, 

»■  Bin  (9)  —  «) 
lein,  d.  li.  das  von  den  w-Punkten  auf  die  Verbiudunga- 
Anfntigspunktes  mit  dem  die  Periode  Ä  repräaentir enden 
iWlte  Perpendikel  mus8  stets  dieselbe  Länge  liaben,  und 
;  sieb  somit  auf  einer  Parallelen  ku  jener  Verbindungslinie 
während  u  seinen  Kreis  beschreibt;  da  ferner  t  in  seinem 

RTbeile  um  die  Grösse  2ni  zunehmen  soll,  während 
reis  durchläuft,  so  wird 
r  coa  (9  —  a) 
weguug  des  »-Punktes  den  Zuwachs  a  erhalten  haben 
md  da  dieser  Ausdruck  die  in  der  Richtung  der  oben  be- 
,  Verbin dvmgslinie  genommene  Entfernung  des  «■-Punktes 
agspunkte  bedeutet,  so  folgt,  das»  für  eine  einmalige  Uni- 
des  M-Punktes  k'  eine  zu  jener  Verbindungslinie  parallele 
absoluten  Betrage  der  Periode  gleiche  Länge  beschreibt, 
US  geht  wieder  unmittelbar  hervor,  dase  jenem  conceu- 
Creisringe  der  »-Ebene  dasjenige  Parallelogramm  der  tc- 
tapricht,  dessen  eine  Seite  eine  der  Verbindungslinie  des 
mktes  mit  dem  Punkt«  ^1  parallele  Linie  von  der  Lange  a 
>nd  die  andere  Seite  von  der  Linie  gebildet  wird,  welche 
tvnuider  verbindet,  die  zwei  beliebigen  Punkten  der  beiden 
Fig.  &i. 


cheu  Kreise  der  »-Ebene  entsprechen.  Somit  wird,  wie 
A  der  beistehenden  Figur  unmittelbar  lehrt,  die  aus  der 
estollten  Entwicklung  von  F(u)  sich  eigebende  Reihe 


wPeriodicilät  dieser  tNinctiou  für  den  gesammten  Parallel- 
m,  der  von  zwei  Linien  begränzt  wird,  welche  zu  der  Ver- 
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bindungslinic  des  Anfaugspuuktes  der  /r-Ebeiie  mit  dem  die  Periode 
Ä  repräsentirenden  Punkte  durch  zwei  nächstliegende  Unstetigkeits- 
punkte  der  Function  parallel  gezogen  sind.*)  Es  mag  nar  noch 
zur  Bestimmung  der  üoefficienten  jener  Reihe  bemerkt  werden,  dass, 
wenn 

V  =  e  "^ 
gesetzt  wird,  der  oben  fiir  a«  gegebene  Ausdruck  in 

ixnito 


«X  =  ^ß 


-J  f(yo)e      '     dto 

Übergeht,  worin  die  Integration  längs  einer  in  jenem  Parallelogramm 
gelegenen  zu  0^  parallelen  Linie  genommen  werden  kann;  snbsti- 
tuirt  man  endlich 

worin  m  die  für  die  Integration  constante  Entfernung  jener  parallelen 
Linie  von  OA  bedeutet  (und  diese  Substitution  ist  für  die  vorliegende 
Integration  erlaubt,  wie  unmittelbar  durch  Umsetzen  der  complexen 
Grössen  in  ihre  trigonometrische  Form  folgt),  so  werden  sich  die 
Coefficienten  der  Reihenentwicklung  in  der  Form  ergeben 


a 


0 

Hat  f(;w)  im  Endlichen  gar  keine  Discontinuitäten^  lieigen  sie 
also  sämmtlich  in  der  Unendlichkeit,  so  wird  die  obige  Darstellong 
in  Form   einer  nach  positiven  und  negativen  ganzen  Potenzen  von 

2/tiw 

e   '*     fortschreitenden  unendlichen  Reihe  eine  in  der  ganzen  U7-Ebene 
gültige  sein. 

Nachdem  somit  die  allgemeine  Form  einer  jeden  in  der  fi;-Ebene 
eindeutigen,  einfach  periodischen  Function  theils  in  einer  für  die 
gaazc  Ebene  gültigen,  theils  in  einer  von  Parallelraum  za  ParaUel- 
raum  in  den  Coefficienten  variabeln  Form  gefunden  worden,  bleibt 
noch  der  Fall  zu  erledigen,  dass  f{w)  eine  m-detiHge,  einfach  perio- 
dische Function  ist.  Da  sich  jedoch  nach  dem  Früheren  jede  m- 
deutige  Function  von  w  als  die  Lösung  einer  Gleichung  m*"»  Grades 


♦)  Aus  der  vorliegenden  Darstellung  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  für 
den  Fall  von  unendlich  vielen  Discontinuitiitspunkten  der  Function  die  Amiahme 
hinzutreten  muss,  dass  sich  überhaupt  zu  OÄ  parallele  Streifen  von  endlicher 
Breite  angeben  lassen,  in  welcher  Discontinuitätspunkte  der  Fiftiction  nicht  vor- 
kommen. 
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darstellen  lässig  deren  Coefficienten  eiudeutige  Functionen  dieser 
Variabein  sind,  diese  Coefficienten  aber  als  symmetrische  Functionen 
der  Werthe  der  einzelnen  Zweige  wieder  eindeutige  einfach  perio- 
dische Functiouen  sein  werden,  welche  sich  somit  nach  dem  Obigen 
entweder  in  geschlossener  Form  filr  die  ganze  unendliche  Ebene  oder 
vermöge  unendlicher  Reihen  für  je  einen  Parallelraum  mit  Hülfe  der 
£xponentialfunction  ausdrücken  lassen,  so  würde  hiemit  für  alle  ein- 
fach periodischen  Functionen  eine  Darstellung  gefunden  sein. 


Zwölfte  Vorlesung. 

Darstellung  eindeutiger  Functionen  durch  unendliche  Producte. 

Nach  Eiuführung  der  Exponential-  und  logarithmischen  Function 
wird  CS  möglich  sein^  für  alle  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen 
Functionen,  für  welche  jedoch  der  unendlich  entfernte  Punkt  ein 
Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung,  also  ein  Vieldeutigkeitspuukt 
sein  darf,  Entwicklungen  in  Form  von  unendlichen  Produeten  mit 
Hülfe  der  Nullen  und  Unendlichen  dieser  Function  aufzustellen^  welche 
für  alle  Werthe  der  Variabein  gültig  sind. 

Nach  den  in  der  siebenten  Vorlesung  entwickelten  Sätzen  wird, 
wenn  die  Curve  c  einen  Raum  einschliesst,  innerhalb  dessen  f{2) 
eindeutig  und  in  den  Punkten 

«1,  ttj,  ...  dk 
discontinuirlich  ist,  die  Gleichung  bestehen 

m  -,hf0i  ■" + iUn  ">+■■■■+ A^jm  ■". 

und  wenn  hierin  statt  f{ß) 

gesetzt  wird,  und  die  Null  werthe  von  /'(^),  welche  in  jenem  Räume 
liegen,  mit 

die  Unendlichen  mit 

bezeichnet  werden,  während  ihre  als  endlich  vorausgesetzten  resp. 
Ordnungszahlen 

m^ ,  ni,^ ,  .  .  .  .  nir 

H I  y     71.^ ,    •  .   .   .     Hg 

sein  mögen,  so  wird  sieh  mit  Berücksichtigung  des  früher  aufgesteli- 
ten  Satzes,  dass  die  sämmtlichen  Werthe,  für  welche  --:■;  unendlich 
wird,  die  sämmtlichen  a  und  ß  und  nur  diese  sind,  die  Beziehung 


fiz) 


j_  rnt)    dt  _  \   ^  rrw  ±t  _  i   ^  rrn)    dt 

'IniJ   f\,t     t  —  z        2ni^^J   f(t)    t—z       ini ^ J    f{jt)    t^z 


\ 
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*M5^Vjen,  wenn  die  um  «*  und  ßi  genommenen  Integrale  diese  Punkte 
^^WVanuter  Richtung  umkreisen.     Da  aber 

rr (0   _dt_ !_      /»  r (t)    dt 

uud  wie  früher  gezeigt  worden    • 
itft,   während,  wie  unmittelbar  zu  sehen 


•        •        • 


fiw  ^^  -  "^•)'  ^"  ^  ^^ 


wird,  endlich  ebenso 

isty   SO  folgt  aas  der  obigen  Gleichung  die  nachstehende 

n^)      i   rjnt)    dt    .  ^  ^k       ^   »i 

Ton  der  wir  in  der  folgenden  Untersuchung  ausgehen  werden. 

Wir  unterscheiden  nun  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene 
Fälle.  Sei  erstens  die  Lage  aller  derjenigen  Punkte,  für  welche  die 
Fonction  verschwindet  oder  unendlich  gross  wird,  nicht  derart^  dass 
sie  neh  bis  in  die  Unendlichkeit  hineinziehen ,  wobei  wir  es  dahin 
gestellt  sein  lassen^  ob  der  unendlich  entfernte  Punkt  selbst  ein 
Discontinaiifitapunkt  ist  oder  nicht ,  so  wird  es  möglich  sein,  eine 
geschlossene  Curve  C  zu  ziehen ,  welche  vom  unendlich  entfernten 
Punkte  abgesehen  sämmtliche  Nullen  und  Unendlichen  der  Function 
einschliessty  und  daher,  wenn  die  Curve  C  zu  einem  unendUch  grossen, 
um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise  erweitert  wird,  für  alle  noch 
so  grossen  endlichen  0  das  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
befindlich^  Integral 

J^  / Vi*L   ^L  «,  JL_  r/"W   ät 

8»t/     'f(t)     i  —  B     .  2jtiJ    f{t)       t 


+ 


_z_rrit)   dt.    i!_ /*/H^^    ^^1 

2jtiJ    f(t)       t*  "^  2  niJ~J\tj     ~t'   -^  •  •  •  • 
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sein;  es  wird  diese  Reihe ,  deren  einzelne  Integrale  bekanntlich  als 
um  den  unendlich  entfernten  Punkt  genommen  betrachtet  werden 
können,    bis    auf  den  ersten  Posten   verschwinden,    also    eine  Con- 

staute  sein,  wenn  -—-J  für  ^:  =  cx)  endlich  ist,  sie  wird   eine  ganze 

Function  von  ^  sein,    wenn    j.}      für  j?  =  oo  von  einer    endlichen 

Ordnung  unendlich  wird,  und  wenn  der  unendlich  entfernte  Pnnkt 
ein  Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  ist,  so  wird  sie  in's  Un- 
endliche fortgehen  und  also  nur  den  Charakter  einer  ganzen  Func- 
tion haben.  ^)  Bezeichnet  man  den  Werth  dieser  Reihe  mit  U,  so 
wird 


f('^)—TTA.'sn     "^k  <7    ^, 


f{Z)   ""  ^  +  ^*  «  -  a;fc  ~    ^f  ^^"=^Ä-  } 


und  durch  Integration  zwischen  den  Gränzen  g^  und  js,  wo  g^  ein 
beliebiger  Anfangswerth  ist,  für  den  f{£i)  weder  verschwindet  noch 
unendlich  gross  wird, 


*)  Es  mag  bemerkt  "werden,  dass,  wenn  die  Function  f(z)  in  z  *=»to  keinen 
Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  besitzt,  dieselbe  in  der  Umgebung  dietet 
Punktes  die  Form  haben  muss 

worin  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  auch  Null  bedeutet,  wfth- 
rend  q>  {z)  fürz:=co  endlich  ist.    Da  aber  dann 

r{z)==nz''-^q>{z)  +  z''q>\z), 
also 

/>)  _  n.  ,    q»l(^ 
f(zj       «  "T"  »W 

wird,  und  —  .^,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  für  r=  oo  verschwinden  muss,  so 

f  C^N 

wird  sich  der  Gränzwerth  von  -^./y  für  2?»  oo  ebenfalls  der  Null  nähern,  und 
daher  in  diesem  Falle 


nij    f 


(t)      «^*  .  ^  0 


2niJ    f{t)     t  —  z 

{CO 
sem. 

Ist  dagegen   z  =  cd    für   die  Function    ein   Discontinuität^onkt  zweiter 

f  (z) 
Gattung,   so  wird   '.    ■   für  2?  =-  oo    endlich   oder  unendlich   gross   von    einer 

/  \^) 

endlichen  Ordnung,  wie  dies  an  den  Functionen 

s^  e*     oder    c* 

ersichtlich  ist,  oder  auch  unendlich  gross  von  einer  unendlich  hohen  Ordnung 
sein  können. 


P^kntclIuDgr  mili-iitiscr  Pur 


durch  II  neu  tili  eil  p  rmdiidc. 


f^') 


-ri-^ffO^TC^-' 


y^fu 


du 


ieder  den  Charakter  einer  ganzen  Function  hat 

Für  ileu  zweiten  Fall,  dass  die  Nullen  und  Unendlichen  sich  in 
«  Ununtilichkeit  hineinzielien,  ist  einleuclit«nd,  dass  mau  die  in 
ata  olwii  IjekantieUeu  Integrale  iu  Frage  kommeude  Curve  G  uiclit 
Ime  Werthveränderung  desselben  nach  Belieben  erweitern  kanu,  du 
Diu^r   wieder  neue  Unendliche  der  Function 

l    den   Ton  der  Curve  C  begränzten    Kaum   eintreten.     Wir  werden 

I    diesem  Falle  von   einef  bestimmten   Form   der  T-Curve   ausgehen 

iQsseti    und   diese  altmÜhlig  nach   einem   bestimmt  vorgeschriebeneu 

esetze  in's  Unendliche  erweitern;  dann  werden  offenbar  je  nach  der 

>estaU  der  Curre  immer  neue  NuUeu  oder  Unendliche  der  Function 

t   den  von  der  Curve  begrünzteu  Raum  eintreten,   oder   es  werden 

ich   Torachiedene  Anordnungen  der  Factoreu  des  Productes  ergeben, 

er  vorher  erhaltene  analytische  Ausdruck  filr  die  Function  f(ß)  wird 

ber  84-iiiti  Form  behalten,   nur  dass  in  vielen  Fällen  durch  eiue  be- 

tiounte  Wahl   der   im  Unendlichen   verlaufenden  Curve  C  eijie  Ver- 

■infaclinntf  <\pb  Ausdruckes   für   V  erzielt  werden  kann.     Lasst  sich 

nÄnilicli   die   Curve  derart  in   die   Unendlichkeit   erweitem,   dass   sie 

iiii*    durch   Punkte  geht,  für  welche  /(r)  Null   oder  unendlich,   also 

uiieudlich  gruss  wird,  dann  wird 


J 


rm  <" 


wfmu  i  >  1  ist,  verschwinden 


'fri^</--'{'^l-^-< 


wier  auch,  da  C-^y 


als  endlich    vnrausgesefst 


aul'  der  ganzen  Cui 
wenn  der  grusstc  Modul  der  ^jri'Sae 

/"CO     (*  - ' 
LJuirsn^te  der  Curve  C  mit  jit  bezeichnet  wird, 
I    mi)   >il  ^         /'modrfl 


rilk 
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i^elche  Grösse  sich  offenbar  der  Null  nahem  müss,  wenn  berücknch- 
tigt  wird,  dass  m  wegen  des  unendlich  grossen  absolaten  Beixages 
von  t  verschwindet,  während  mod  dt  gleich  dem  Bogenelement  ds 
der  Curve,  mod  t  gleich  dem  ßadiusvector  r  derselben  und  daher 

ds 


/'mod  dt   ^   f*i 
J     modt     —J~ 


ist.*)    Es  wird  sich  somit  in  diesem  Falle 


als  eine  Constante  und 

F  = 


TT—-L.  /TW  ^ 


^-^0  rfi^)  ^* 


iC) 


2ni  J   f(t)     t 
(C) 


ergeben,    während   sonst   die   Form    der  obigen   Productentwicklong 
unverändert  bleibt. 

Somit  ist  jede  im  Endlichen  eindeutige  Function  durch  ein  un- 
endliches Product  dargestellt,  das  sich  von  einem  constanten  Factor 
abgesehen  aus  dem  Quotienten  der  zu  den  Nullen  und  Unendlichen 
gehörigen  Linearfactoren  zusammensetzt,  multiplicirt  mit  einer  Ex- 
ponentialfunction ,  deren  Exponent  in  jedem  Falle  eine  ganze  Func- 
tion von  z  ist  oder  den  Charakter  einer  ganzen  Function  hat;  die 
üoefficienten  dieser  im  JSxponenten  befindlichen  Function    sind  von 


*")  DasB 

'ds 


/ 


einen  e(idlichen  Werth  hat,  folgt  unmittelbar  daraus,  dosa,  wenn  man  mit  c 
den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  der  Curve  mit  dem  Badinsvector 
macht,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Beziehung  besteht 

rdq> 


d«  = 


sina  ' 


wenn  q>  den  Polarwinkel  bedeutet;  denn  dann  folgt 


/*d8         r  S^V_ 


worin  die  reellen  auf  den  Polarwinkel  sich  beziehenden  Gränzen  des  Integrals 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wesentlich  von  der  Natnr  der  Curve  abhiin- 

gen  werden,  und  wenn  -. —  stets  endlich  bleibt,  so  ergiebt  sich  hierans  un- 
mittelbar, dass  das  betrachtete  Integral  einen  endlichen  Werth  hat,  wenn  voraus- 
gesetzt werden  darf,  dass  die  Curve  nicht  so  beschafifen  ist,  dass  über  gewisse 
Intervalle  des  Polarwinkels  unendlich  oft  zu  integriren  ist;  auf  eine  nähere  Be- 
trachtung der  AusnahmefiUle  dürfen  wir  in  Rücksicht  auf  die  sp&teren  Anwen- 
Wendungen  verzichten. 
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der  Gestalt  der  C-Curve  im  ersten  der  beiden  oben  unterschiedenen 
PSIle  unnbfaiiiigig,  nehmen  jedoch  im  zweiten  Falle  andere  Werthe 
OD,  wenn  sich  die  C-Curve  in  anderer  Gestalt  und  nach  einem  an- 
deren Geseli-,«  in's  Uuendliclie  erweitert,  also  die  Reihenfolge  der 
Factoreu  des  miendlichen  I'roductes  eine  andere  wird. 

Zur  Erläuterung  der  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  soll 
ili«  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  eingefahrte  sinus- Function  in 
ein  unendliches  Product  zerlegt  werden.  Wird  die  C'-Curve  vorerst 
im  Endhchcn  durch  ein  Rechteck  dargestellt,  von  dem  zwei  Seiten 
in  den  Entfernungen 


px+    g     nud     -  (i'«+  f) 


zur  Fund  amen  talaxe  senkrecht  laufen  sollen,  die  beiden  andern  parallel 
der  Kundamentnlaxe  zu  der  einen  und  andern  Seite  in  der  gleichen  Ent- 
rcniung  von  derselben,  so  werden  in  diesem  Rechtecke  die  Werthe 

0,    +  jr,    +2a, +l>Jt 

ilie  einzigen  NuUwerthe  der  sinus -Function  sein,  wie  weit  man  auch 
die  zur  Fuudamentalacbse  parallelen  Rechtecksseiten  sich  entfernen  las- 
sen mag,  während  Unendliche  fi'ir  diese  Function  im  Endlichen  gar 
nicht  exiatiren.  Wenn  man  nun  auch  die  Breite  des  Rechtecks  da- 
üurcli  erweitert,  dass  man  />  immer  grösser  und  grösser  werden  lüsst, 
so  winl  die  C-Curve  immer  noch  die  Eigenschaft  beibehalten,  ein 
Rechteck  zu  sein,  auf  dessen  Seiten  die  Function 


nicht  unendlich  gross  wird*),  und  indem  man  beachtet,  dass  zu 
gleicher  Zeit  bei  stetiger  Erweiterung  des  Rechtecke  die  gleich  grosaeu 
jioeitivcn  nnd  negativen  Vielfachen  von  n  zu  gleicher  Zeit  eintreten, 
90  wird  für  alle  noch  so  grossen  s,  wenn  man  nur  die  Grenzen  des 
R«chtecks  gehörig  erweitert,  die  Gleichung  statthaben 


"•='-..jf7. 


,-^:";' 


Da  nun,  wie  ans  den  in  der  letzten  Vorlesung  erlangten  Resol- 
-tateo  (.•rsichtUcb  ist,  der  cosiuus  eine  gerade,  iler  sinus  eine  ungerade 
f  anction  ist,  so  wird 


in  «wci  zum  Mittelpunkt  des  Rechtecks  also  dem  Anfangspunkt  sym- 

*)  mdetn  ilietie  Funt'lion,  welclie  die  FoTiodo  n  beiitst  imi]  In  ilitem  Pe- 
(iiM]mi*tMiif''n  jeden  Wcrth  nur  einmal  auDimmt,  nar  für  liio  VVerllic  0,  x,  ix, . . . 
nBendlich  giot»  wird. 
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metrisch  liegenden  Punkten  entgegengesetzte  Weiihe  annehmen^  nnd 

daher 

cos*  i_ 

%mt  t 

denselben  Werth  erlangen,  so  dass^  da  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen integrirt  wird;  die  zu  je  zwei  parallelen  Rechteckseiten  ge- 
hörigen Integralelemente  sich  aufheben,  und  daher  die  in  der  obigen 
Productentwicklung  enthaltene  Exponentialgrosse  den  Werth  l  an- 
nimmt.    Setzt   man   nun    noch   Zq  =  0,   was  hier  erlaubt   ist^   weil 

f!?B-?j  der  Einheit  gleich  ist,  so  erhält  man 


z 

0 


8iü^=«  H  (i-iÄi)- 


m  :^  1  ....  00 


Wir   leiten   aus    der  eben   gefundenen   Productentwicklimg   der 
sinus- Function,  welcher  auch  die  Form 


sm  jEf  =  ;e? 

—  f* 
oder 


^-#0-s) 


gegeben  werden  kann,  worip  das  Zeichen   fmf   so  zu  verstehen  ist, 


dass  jedem  positiven  fi  das  gleiche  negative  zuzuordnen  ist,  und  fi 
die  Werthe  1  bis  cx)  beizulegen  sind,  noch  die  folgende  Product- 
entwicklung her,  welche  wir  nachher  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  brauchen  werden.  Setzt  man  nämlich  das  unendliche 
Product 

in  die  Form 


—  M 

tan  KZ 


SO  wird  nach  der  vorhergehenden  Entwicklung  von 

sin  n[js  —  a) 


±  J.    \  m  -j-ct^        z  —  a         8iQ9ra 


\  m4-ct^        z  —  a 


sein,  wenn  in  dem  Producte  ^  von  1  bis  oo  genommen  wird;    zieht 
man  zu  dem  Producte  noch  den  Factor 


1  z  a  —  z 

«  a 
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hinzu  ^  so  ergiebt  sich^  indem  fi  die  Werthe  0;  1^  2,  ...  annimmt^ 

V  m  -4-  a/  iinan 


worin   a  von  Null  verschieden  ist,  während,  wenn  a  =  0  ist,    der 
vorher  entwickelte  Ausdruck 


M 


('-!) 


die  Stelle  l^tt. 
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Dreizelmte  Vorlesimg. 

Die  elliptisohen  Integrale  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Gattung 
und  die  Beziehung  des  allgemeinen  eUiptisohen  Integrales 

zu  diesen. 

Indem  wir  uns  nunmehr  zur  Theorie  der  eUiptischen  Integrale 
und  Functionen  wenden,  wird  es  nothig  sein,  bevor  wir  das  allge- 
meine elliptische  Integral  von  der  Form 


w 


=ffiz,j/B{z))d0   . 


behandeln ,  in  welchem  f  eine  rationale  Function  von  js  und  yBjß) 
bedeutet,  und  R{z)  ein  ganzes  Polynom  vierten  Grades  in  e  von  der 
Gestalt 

R{0)=^Ä{0  —  a)  {0  —  ß){z  —  y)  {z  —  d) 

ist;  drei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Grundformen  von  ellip- 
tischen Integralen  hervorzuheben,  auf  welche  sich  sämmtliche  ellip- 
tischen Integrale  werden  reduciren  lassen. 

Wir  nennen  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ein  solches» 
welches  für  keinen  Punkt  unendlich  wird*),  ein  elliptisches  Integnl 

ziveiter  Gattung,  welches  nur  in  einem  Punkte  z^  der  zu  yR{s)  ge- 
hörigen ßie  mann 'sehen  Fläche  von  der  ersten  Ordnung  also  wie 

unendlich  ist,  und  endlich  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung 
ein  solches,  das  für  zivei  Punkte  der  Rie&iann 'sehen  Fläche  loga- 
rithmisch unendlich  wird  und  zwar  so,  dass,  wenn  das  Integral  in 
z  =  z^  unendlich  ist  wie    . 

A  log  {z  —  z^) 
und  in  z  =  Z2  wie 
J3  log  (z  —  z^), 

*)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  nur  für  eindeutige  Functionen  oder  für 
mehrdeutige  von  der  Art^  dass  jedem  s  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Fnnc- 
tionalwerthen  entspricht,  der  Satz  bewiesen  war,  dass  jede  solche  Function  für 
einen  endlichen  oder  unendlich  grossen  Werth  der  Variabein  selbst  unendlich 
gross  werden  muss,  während  das  oben  besprochene  Integral,  wie  später  genauer 
gezeigt  wird,  eine  unendlich  vieldeutige  Function  ist. 
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zwischen  den  Coefficienteu  A  und  2i  die  Beziehung  besteht 

A-\-B  =  0. 
OssB  diese  letztere  Bedingung  eine  uothwendige,  wenn  tiberhaupt  ein 
elliptisches  Integral  beatimmbar  sein  aoli,  ist  leicht  einzusehen;  dann 
(lenkt  man  Hich  die  Fläche  in   eine  einfach   zusammenhängende  zer- 
legt und  dann  die  beiden  Punkte  e^  und  r-^  durch  unendlich  kleine 
Krebe    ausgeschlossen,    deren    Periphe- 
rieen    mit    demeelbeu   Punkte    u    eines 
QD»«chnitteB  verbunden  werden  mögen,  ' 
so  wird  das  elliptische  Integral  in  einer 
Oarve    um    a    genommen     gleich    dem 
Werthe 

sein,  da  der  (iuerschnitt  zneimsl  in  ent- 

gegengesetzter    Richtung    fiberschritten 

wird,   und  der  von  den  Logarithmen   herrührende  Stetigkeitssprung 

bekanntlich   2«!   ist;    da  jedoch    der   Werth    dieses    Integrale»   auf 

jener   Curve    in   der    nrsprilnglichen    Flüche   genommen   den    Werth 

Null   hat,  so  musB  auch 

A-i-  B  =  0 
•ein.") 

Ex  soll  nun  die  allgemeine  Form  des  elliptischen  Integrales  erster 
Gattung,    das   also    in   keinem   Punkte  der  liiemann'scheu   Flüche 


unenillich  wird,  aufgestellt  werden.     Gehen  ' 
atvn  elliptischen   Integrale 


von  dem  allgemein- 


/ 


ans,  in  Tt-elcliem 

«M  -  ^(.-  o)  (» -  « c«  -  r)  {'  -  1) 

und  t„  kein  singulärer  Werth  ist,  so  wollen  wir  zuerst  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  im  Zähler  und  Nenner  mit  dem  coujugtt- 
tan  Werilie  des  Nenners  multipliciren  und  erhalten  als  allgemeine 
Form  eines  elliptischen  Integrales 


»■(») 


Üb, 


fo(')t  /"i  (')i  vW  gaoM  Functionen   von  r  bedeuten,   welche 
keiDCti  genieinaatuen  Tbeiler  haben  sollen.     8ei  nun 

*)  Ka  gpht  hi^rAiH  ziigleicli  horvor,  dats  knin  clliptUcliea  lotegrail  eiistiren 
Itwui,  welcbea  mir  iii  n'nftn  Piitikte  auf  cificin  Blitttn  der  Kicimnnn'aclieu  Klikho 
oniiBtUich  ntr>l,  d^  soiDit  der  Cocflidi-iit  ilos  lügiintliuiUcheii  (Ilicilea  venebwin- 
dcta  mOutc, 

IC» 
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so  wird  das  obige  Integral  nur  in  den  Punkten  z  =  a^,  a^^  ...  un- 
endlich sein  können^  soll  dasselbe  daher  in  diesen  Punkten  für  beide 

Blätter  der  Fläche,  d.  h.  z.  B.  för  die  zugehörigen  Werthe  -j-  ^JB(ö,) 

und  —  //i?(ai)  einen  endlichen  Werth  annehmen,  so  wird  nach  den 
in  der  siebenten  und  achten  Vorlesung  erhaltenen  Resultaten  das 
Integral  nur  endlich  sein  können,  wenn  die  Werthe  a^,  a^y  ...  zu 
den  Verzweigungspunkten  a,  /?,  y,  8  gehören;  in  diesem  Falle  aber, 
in  welchem 

g)  (z)  =  {0  —  «)**  {z  —  /?)*»  (z  —  y)*>  {z  —  *)*• 

ist,  sieht  man  unmittelbar  ein,  dass,  weil  nach  dem  oben  aufgestell- 
ten Criterium  z.  B.  für  z  =  a 

*  —  ff 

sein  muss,  wenn  das  Integral  nicht  unendlich  werden  soll, 

fo  (^)  =  (^  -  «)*^  (^  -  ^)*'  (^  -  y)*'  (^  -  *)**  F,  {z) ») 

sein  wird,  worin  F^^{z)  eine  ganze  Function  Von  z  bedeutet,  und  das 
lutegral  somit,  wenn  die  Bedingung  festgehalten  wird,  dass  es  ßr 
keinen  im  Endlichen  gelegenen  Werth  unendlich  gross  werden  soll, 
die  Form  haben  muss 


/ 


(g  _  a)A-.  (^  _  p)*.  (g  _.y)A:,  (^  _  ^^^.  F^  (^)  ^  p^  (^)  yAl[i^  a)  (z  -  ß)  (z --  y)  (z^  jj^ 

worin  die   Grössen   Jc^,  k^,  Jc^,  Jc^  Null   oder   die  Einheit  bedeutei^i 
wenn  man  die  gemeinsamen  Theiler  des  Zählers  und  Nenners  ber^^^ 
entfernt  denkt.     Wenn   nun  aber  dieses  Integral  auch  für  j?«==   ^^^ 
welcher  Punkt  für  unsere  Function  kein  Verzweigungspunkt  ist,  ^^^^' 
lieh  bleiben  soll,   so  muss  die  Gränze  der  mit  z  muitiplicirten  P»3^^»^^' 
tion  unter  dem  Integralzeichen   für  z  =  00  sich  der  Null   näh^^"*^ 
und  es  wird  dies  wieder   für  den   in  der  Unendlichkeit  auf  bei  ^^^ 
Blättern  liegenden  Punkt  geschehen  müssen;  daraus  folgt  aber 
mittelbar,  weil  die  Unendlichkeiten  des  Zählers  sich  für  die  befi^ 
Vorzeichen  der  Wurzel  nicht  zugleich  wegheben  können,  dass 

F^^  {z)  =  0,    Fl  (z)  =  const. ,    Aj^  =  itj  =  A3  =  ^4  =1 

sein  muss,  und  dass  daher  alle  in  der  ganzen  Riem an n 'sehen  VIS^ 
endlichen  Integrale  in  der  Form 


*)  wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  beide  Wurzol werthe  von  VB{z)  j^ 
Werthe  von  s  zuzuordnen  sind. 


^. 


nie  ellipljBclica  lotcgTsle  clc. 


'W  =  ^ 


pthalien  sincI.*) 

Was   die  elliptischen   Integrale  zweiter  Gattung  betrifft,   die  in 
Punkt«  r,  eines  Blattes   der  Riemaun'sclieii  Fläche   imd   nur 
diesem   unendlich  werden   und   zwar  von  der  ereteii  Orclnuag,   so 
'.  wieder  die  allgemeine  Form  desselben   leicht  t'oetzustellen :  dem» 
I  Toii  dem  Ausdrucke  des  uUgemeiiien  elliptisdien  Integrales 


/        ff.") 


dz 


I  mOsseu,  uiid  da  das  Integral  wieder  in  den  Punkten  a^,  a,,  . . 
Dich  Hein  soll,  so  wird  sich  wie  oben  das  vorgelegte  lutegral  i 
'  der  Form 


rfe^^»)*-  ff  -«*•[>  —  if*  \s  -  Jl**  F,  it)  +  i\  (ty  Va  \t  -  «n«  -  PI  (ä  -  y)  {T 


w^jeben,  worin   i,,  ^j,  Ä'j,  ^'j   Null   oder  die  Einheit  bedeuten, 


und 


Qüt  Berucksidttiguiig  des  Umstaudes,  dass  dieses  Integral  für  z  =  z^ 
woeiiilHcli  Ton  der  ersten  Ordnung  sein  soll,  wird,  wenn  wir  zuerst 
■utuchuen,  das  Integral  soll  auf  beiden  Blättern  in  jenem  Punkte 
WiendUch  werden,  Ffl(«)  sowohl  als  F^[£)  durch  ii  —  «i)'~*  theilbar 
I  ^  nill9»en**'t,    und    da   Zahler  und    Nenner    keinen  gemein: 

r  liaboQ  sollten,   so  wird  Tc  —  2  •=-  0  also  Ä  ^  2  sein  i 
1  "«tt  mau   nun  jetxt  noch   die  Bedingung  hinzu,   dass  das  Integral 
[  «^beiden  Blattern  fUr  i^  =  oo  endlich  sein  soll,  ao  folgt 

F, (2)  =  c„    f ,  C«)  =  ö  (^  -  ^,)'  +  6  («  -  'i)  +  c, 
jl-,  =  Jj  =  is  =  A-,  =  1, 

1  n,  b,  c,  q  willktibrliche  Constanteii  bedeuten,  iiuil  wir  erhalten 
■  ■«ttlt  ah  allgemeinste)!  in  s  =  e^  auf  beiden  Blältem  an  uaondtich 
I  "wdimdes  Inlej^al,  dasa  is  algebraisch-iogarithniisuh  uuendlich  int 
I  ^  der  Art,  dass  seine  algebraische  Unendlichkeit  nicbt  von  einer 
1  Ordnung  als  der  ersten  sein  wird,  das  folgende 


y^  Ef  boilarf  kaum  cioer  besonderen  Bemerkung,  dnas  oatQrlicli  immer  tou 
i  ilie  Rede  i«t,  die  nicht  einen  der  beiden  Qnermjbnitlp  der 
ll  oft  feclinoiden.  da  dann  zu  dem  endlichen,  auf  der  einroch  xu- 

eu  Fliehe  gelieferten  Wertln?  des  ellipütcheu  Integralea  or*tor 
1  miMidlleLe»  ViollacheB  der  PerindiciULtamoduln  hiniutritt. 

I  sich  unmiUclbur  darch  Entwiekelnng  des  untar  dem  Integral 

1  Aoadrackeii  dacL  atdg'eudeii  Poteuzoa  von  ;  —  :,  Oberzeugt,  nntcr 

1^-1  Bieht  zu  (loa  VenwcigoogspuiLkteu  u,  ^  y,  d  gahOiL 
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Um  nun  die  logarithmische  Unendlichkeit  fortzuschaffen,  entwickr^ 
wir  nach  steigenden  Potenzen  von  z  —  Zy  und  sehen,  da  ffir  bei^ 
Blätter 

ist,  dass  der  Coefficient  von  {z  —  ^i)~^  in  der  Eutwickluug  Jet 
Function  unter  dem  Integralzeichen 

ist,  und  sich  daher  die  Bedingung,  dass  das  logarithmische  GLS.^ 
verschwindet  (wobei  wir  von  Anfang  an  annahmen,  dass  Zy  wecic 
unendlich  gross  noch  eine  Lösung  von  R{g)  =  0  ist),  in  der  F(>"ätoq 

(a) 2hB  izy)  —  cR  (;?,)  =  0 

darstellt.    Genügen  nun  die  Grossen  h  und  c  dieser  Bedingongsgl^^' 
chung,   so  wird  das  obige  Integral  das  allgemeinste  in  z^^z^  ^^"Wi 
beiden  Blättern  oder  f[ir  beide  Zeichen  der  Quadratwurzel  von 
ersten  Ordnung  unendlich  werdende  Integral  sein,  und  um  mm 
bewirken,  dass  dies  nur  auf  dem  einen  Blatte,  welchem  der 

werth  B^R(js^^  entspricht,  stattfinden  soll,  ist  offenbar  die  6r& 
q  nur  der  Bedingung  zu  unterwerfen,  dass  der  Coefficient  der  n^'^S^ 
tiven  zweiten  Potenz  in  der  Entwicklung  der  Grösse  unter  dem  ^^" 
tegralzeichen  nach  steigenden  Potenzen  von  z — ^r^  för  den  entge^-^^' 
gesetzten  Werth  der  Quadratwurzel  verschwinde,  oder  dass 

Cj  —  c^i  J2  (^i)""»  =  0 
sein  soll,  so  dass  das  Litegral 

zo        ^^  ""  ^''*  (-2  -  ^»^*  VaW^'cl)  {z  —  ß)  {s  —  y)(z  -  8y 

ein  Integral  zweiter  Gattung  ist,  wenn  6  und  c  durch  die  Gleich  '«-^-  ^f 
(a)  mit  einander  verbunden  sind. 

Um   einzusehen,  dass  dieses  Integral  zugleich  das  allgemeL^^'-^ 
elliptische  Integral  zweiter  Gattung  ist,  was  übrigens  auch  schon     ^™ 
der  Herleitung  hervorgeht,  sei  irgend  ein  anderes  Integral  zw^*^*^ 
Gattung,    also    ein    Integral    einer   rationalen    Function   von  z     i^^« 

yi{{z),   welches  ebenfalls   für  dieselbe  Riemann'sche  Fläche     '^^^ 

j/R  (z)  in  z  ^=^  z^  von  der  ersten  Ordnung  und  zwar  auf  dem  eiö^ 

zu  dem  Wurzelwerthe  £,  JR(.rj)2^  gehörigen  Blatte  unendlich,  soxi» 
überall  endlich  ist,  i\  (r),  so  wird  sich  die  Function  unter  dem  ^' 
tegral,  da  z^  kein  Verzweiguugspuukt  sein  soll,  nach  ganzen  rf®^ 


Die  ulliptüclieii  lategralü  otc. 

lea  Potcuzen  von  -  — Zf  entwickeln  lasseD,   und  tlalier  die  Ent- 
Jung  von  E,  (z)  in  der  Umgebimg  tob  r  =  r, 

£,W-4(»-J,)-  +  -B  +  C(j -£,)  +  ••■■ 
|D,  and  wenn  die  Entwicklang  Yon  E(ß)  in  der  Nühe  desselben 
\de6  in  der  Forai 

£C--)-J'(«-f,)-'  +  «  +  '(.--2,)  +  ---- 
«stellt  wird,  so  sielit  mau,  dass 

£,(.-) -|£W 

t^'Ei  endlich  ist,  and  da  diese  Differenz  (tir  alle  andern  Punkte 
ifalls  endlich  sein  niuss,  da  die  zweiten  Integrale  es  sind,  so  folgt, 
sie,  da  sie  wieder  ein  elliptisches  Integral  iat,  ein  Integral  erster 
Bog  sein  muss,  und  daSB  somit  das  allgemeinste  Integral  zweiter 
bng  3)cb  durch  eines  derselben  und  ein  integral  erster  Gattung 
Form 


/'r«r,B[»,r* 
7  L  (.-..)• 


13  -  i,y>  M(.-«)  i«  -ß)(.'~  r)  ('  -  iV 


\  darstellen  lassen,  worin  m  und  n  beliebige  Couatouten  bezeicli- 
I  und  zwischen  h  und  c  die  Gleichang  (a)  stattfindet;  setzt  man 

^tzt  auch  M.  und  N  willkährliche  Oonstauten  bedeuten,  so  wird 
Unit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (a)  das  allgemeinste  ellip- 
B  Integral  zweiter  Gattung  in  der  Form 

if  ('  -  «,)■ + ^^^  ('  - ..)  +  Ä.,  B 


,+ 


•,fVÄi^- 


«)  ('-«(•-)■)(' 


ii. 


-jX'-ni'-'j- 


+^/^ 


VA{t~a)  (i-P)(.-v)(B' 


*) 


Sucht  man  endlich  das  allgemeinste  elli]iti9cbe  Integral  dritti?r 
mg,  das  also  in  zwei  beliebigen  Punkten  £,  und  z.,  logarühmisch 
älich  wird  und  zwar  för  jeden  dieser  Punkte  auf  nur  rinan 
fc  und  so,  daas,  wie  oben  als  nothweudig  nachgewiesen  worden, 
der  logarithmischen  Glieder  sich  zu  Null  ergänzen, 
wie  frübur  zuerst  wieder  die  Form 


/ 
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(e-af'  (z  -  ß)^  {z  -  y)*'  {z  -  ^)*^  Fo(e)  -4-  F^  (z)  VA^z-a)  (a^ß)  (z^y)  jz-i) ^^ 

worin  A^p  Ä^j;  ^^3,  Jc^  die  Null  oder  die  Einheit  bedeuten;  nehmen  wir 
femer  wieder  zuerst  an ,  dass  das  Integral  in  den  Punkten  g^  und  z^ 
auf  beiden  Blättern  logarithmisch  unendlich  werden  soll,  so  werden 

jFq  (z)  und  J?\  {z)y  da  ^,  und  ^2  nicht  Verzweigungspunkte  von  /2J(ä) 
sein  sollen^  durch 

theilbar  sein^  und  daher  wieder  A;  «=  1^  1=^1  sein  müssen^  so  dass, 
wenn  noch  die  Bedingung  hinzugenommen  wird;  dass  das  Integral 
f ür  ;?  =  00  auf  beiden  Blättern  endlich  bleiben  soU^  sich 

Foi^)  =  Ciy     Fl  W  =  a{z-  0^)  {z  -  ^2)  +  6 (^  —  ^1)  +  c{Z'-it) 

AJj  =  ^2  ^  A3  =  A/4  ^  1. 

ergiebt;  worin  a,  b,  c,  c^  röUig  willkührliche  Gonstanten  bedeuten, 
und  das  Integral  daher  die  Gestalt  annimmt 


rr  C| ,  a(g->  g|)(g---g,)  +  6(^  — gt)  +  c(g-^)       1  d;j. 

da  nun  aber  das  Integral  ni^r  für  z^  und  Z2  auf  einem  Blatte  ^^^ 

zwar  für  z^  auf  dem  zu  dem  Wurzelwerthe  «j  iJ  (^1)  2^,  für  z^  auf  deta 

zu  «2-^(^2)    gehörigen  logarithmisch  unendlich  werden  soll,  so  werdet 
die  Goefficienten  der  Bedingung  zu  unterwerfen  sein,  dass 


-?t  —  ^• 


—' b€^R(z,r^^o 

ist,  oder  dass 

ist,  und  man  sieht  zugleich,   dass  in  dem  hieraus  sich  eif[ebes:^^^° 
Integralausdruck 

o  («  -  «,)  («-«,)  +  --^  e,iJ  {h)^  («  -  a.)  +  r^  *•■«  (*•)*  {«  -  *«)    /  ^i 

I ^t —  Zx Zx  —  Zx I    **' 

"*"  {z-  Z,)  {Z  -  «,)  yA{Z-a)  (Z  -  (3)  («  — y)  {z  -  d) 

die  Goefficienten  der  logarithmischen  Glieder 

A^    und    ^^ 

sind  und  sich  somit  zu  Null  ergänzen,  wie  es  gefordert  war.  *^^ 
dies  die  allgemeinste  Form  des  elliptischen  Integrales  dritter  Gattung 
war,  oder  da  jedes  andere  Integral  dritter  Gattung,  welches  nur  iD 

z^,  Z2  und  zwar  nur  in  den  zu  den  Wurzelwerthen  fii2J(jef,)',  e^Bih) 
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Rttern  logarithmiEcb  unendlich  i»t,  und  für  welches  die 
toten  der  logarithmischeii  Ausdrücke  sich  zu  Null  srgänzeii, 
lach  den  fllr  die  Integrale  zweiter  Gattung  gemachten  SchlGs- 

^K^      ^^'      JyA(r~K)(i-ß)[i,-j){t-t) 

Imi  lasBen  miiss,   so  kßnneu  wir  auch   als  nilgemeinste  Form 
lipUscheu  TntegDileB  dritter  Gattung  die  folgende  aufatelleu 

--      ' I '•  -  *'  ''  -  '•  Li  , 

(»--•,)(•-'.)   '    (.  - .,)  (.-.,)  l'AU-ü){i-f)l,l-y]l,l-ltJ 

+  nI'  ■"  , 

M  und  N  völlig  wilUcfihrliclie  Constantfin  sind,  oder  wie  leicht 


i 


'«l.l<  +  .iKMt  _  B  (i,*  +  ,,  Ji  (.,|1] 


-/^ 


VÄiJzr^ür^Jhß^^yn^^^) 


offenbar  die  Coeföcieuten  der  logarithmischen  Glieder  die 
und  negative  Einheit,  und  in  diesem  Falle  soll  das  Integral 
Gattnng  ein  Havptinhgral  dritter  Gattung  genannt  werden, 
ist  leicht  nachzuweisen,  dass  eine  specielle  Lage  der  Punkte 
iTj  zu  einander  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  das 
ine  zweiter  Gattung  überflUirt.  Lassen  wir  uümlich  auf  der 
von  (/B  fr)  den  Punkt  r,  in  die  Umgebung  von  z^  rücken, 
,  wie  Itamittelbar  aus  dem  oben  definirten  Begriffe  der  Um- 
1  Punktes  ersichtlich  ist, 


i 


■,»(',)' 


(«  -  2,1  +  i_^j  ('  -',)  +  ■ 


/.  —  t.  ^ 


A)  = 


(lÄ( 


'^(.- 


',)  +  «,«(--,)! 


werden  kann,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  ersten  der  beiden 
\t  das  allgemeine  elliptische  Integral  dritter  Gattung  aufge- 
Formen,  daas,  wenn  man  Tj  unenMich  nahe  an  ^^  rücken  odtr 
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diese  beiden  Punkte  zusamtnenfaUen  lässt,  jenes  Integral  dritter  Gat- 
tung in  • 

r  r  -■s'JftL  (,  _ ,,) + ,,  ij  (,,)*      i 

^     J  K:<1  («  -  «)  («  -  ft  (*  -  y)  («-»)' 

also  in  das  allgemeine  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  ubergeM. 

Vermöge  dieser  Eigenschaft  wird  es  aber  möglich  sein,  das  zweite 

elliptische  Integral  als  DiiSerentialquotienten  des  dritten  nach  einem 

der  beiden  Punkte,  für  welche  dasselbe  logarithmisch  unendlich  wird, 

darzustellen,  wenn  wir  noch  den  folgenden  Hülfssatz  vorausgeschickt 

haben  werden. 

Seien 

77,  (£r),    772^,    773  W 

drei  elliptische  Integi-ale  dritter  Gattung,  welche  resp.  in  den  Punkten 

^l;   ^2  7    ^n  ^3  7     ^2  7  ^3 

logarithmisch  unendlich  werden  und  zwar  für  dieselben  Pmikte  auS 
denselben  Blättern,  so  dass  ihre  logarithmischen  Glieder  in  der  ^ 
die  Umgebung  dieser  siugulären  Punkte  gültigen  Entwicklung;  '^^^ 
aus  der  oben  aufgestellten  allgemeinen  Form  hervorgeht,  lauten 

—-  log  (^  -  ^i)  ,     — —  \og{z  -  ^2), 


__l0g(^_^J,        __log(^_^3), 

— -  log(^  -  ^2),    I— rz^^g(^  — ^3); 


und  setzt  man 


( 


so  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass  für  die  Summe  von  77]  {z)y 
n^{z)  die  logarithmischen  Glieder  in  den  einzelnen  Entwickle»^*" 
sich  wegheben,  und  dass  somit  die  Summe  jener  drei  Integral^ 
der  ganzen  R iem an n 'sehen  Fläche  endlich,  also  das  Product    ^'T 
Constanten  in  das  Integral  erster  Gattung  sein  muss;  es  wird  äJ^ 

77,  Iz)  +  77«  (z)  +  a.  {z)  =  N  r  ^^  -^ 

sein,  wenn  die  M  in  diesen  drei  Integralen  dritter  Gattung  iP 
obigen  Weise  bestimmt  sind.     Setzt  man  nun  der  Kürze  halber 


i 


:rii  + 


(«-«(«)  («-^)        (2-^^)  («-«,)  YA{z-ti)  («  -  P)  (i»  -  y)  («  -  »L 


it'^l;'\ 


i 
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ßttckeiclit  auf  die  Form  des  allgemeiueii  Integrales  dritter 


P  eine  Constante  bedeutet,  oder 

"l  '.-'.  J  "^    JKa(.-<.)(^-ßu«-y)(ä- 

:iiiBn  nun  x.j  sich  auf  dorn  den  Punkt  z,  enthaltenden  Blatte 
diesem  Punkte  Diiendlich  uäht-rn,  so  gebt  die  linke  Seite,  wie 
gefunden  worden ,  mit  Hinzunalimo  eines  Integrales  erster 
lg  iü  das  allgemeine  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  über, 
nd  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung,  wenn 

t  wird,  die  mit  M  multiplicirte  Klammer  sich  in 


'4^*"v^'*]+^- 


adelt,  welche  GrQase  fQr  verschwindende  h  die  Form  anniuiuit 
i  irird  ncfa  somit  nach  der  obigen  Gleichung 


I 
^Bda 


Ä['^-^..>] 


J.,.J+-P 


'jYMr- 


"ll=-«(»-/i(s-») 


da  das  elliptische  Integral 

der  oben  gegebenen   Definition    ein   elliptiaehes   Hauptintegral 

Gattung  war,  so  findet  man, 
ISS  skh  das  allgemeine  elliptische  Integral  zweiter  Gattwng  mit 
tm  ViMOtilinuilätsjmnhle  erster  Ordnung  J,  von  einem  Integrale 
■Stcr  Öattung  abgesehen  als  das  Product  einer  Conslanten  in  den 
BkA  1,  genommenen  Difl'crenlialquotietitcn  eines  eUiptiscIien  Haupt- 
)Ugreieg  dritter  Gatiuttg  darstellen  läsat,  dessen  zwmter  logarüh- 
Hsdter  UHstetigkeilsjmnkt  ein  vöUig  u'iilkiihrlicher  ist*) 
rwägt  man  femer,  dass  das  Integral  zweiter  Gattung 

|e  in  der  ganzen  Rio  mann 'sehen  Fläche  endliche,  nur  in  dem 
B  «,  dea  einen  Blattes   unendlich  von   der  ersten  Ordnung  wie 

I  Hau  kun  sicli  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  auch  dorch  uu- 
lan  AntTdlirusg  tlvr  DifTercniintioQ  des  intcgraleti  dritter  Gattung  oach 
1  .Paruneter  j,  ilewelbcu  überaougoo. 
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—  Zi 


werdende  Function  das  Integral  einer  rationalen  Function  von  z  und 

yit{z)  war,  welche  in  der  Nähe  des  Punktes  z^  in  dem  betrachteten 
Blatte  die  Form  hat 

worin  9  (*,  ^1)  sowohl  eine  in  der  Umgebung  von  z^  endliche  iiircl 
eindeutige  Function  von  z  als  auch  eine  ebensolche  von  z^  för  diesen. 
Punkt  ist,  wie  aus  der  Betrachtung  der  oben  aufgestellten  Form  ftlr 
jenes  Integral  unmittelbar  hervorgeht,  so  folgt;  dass  das  DifPereutickl 
dieser  Function  nach  ^,  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  sich  dar- 
stellen lässt  durch 

in  welcher   -^-'—^   eine  endliche   und   eindeutige  Function  von.     s 

und  z^  ist;  und  dass  somit  das  Integral  nach  z  genommen  als  Func- 
tion von  z  aufgefasst  in  der  Nähe  von  z^  die  Form  hat 

worin  "^{z,  z{)  in  der  Umgebung  von  ^,  endlich  und  eindeutig 
Es  ist  mithin  klar,  dass  der  DifferenUalqxiotient  van  Jg^,  s^  i^ 
Pmiktc  z^  in  dem  hctrachteten  Blatte  xmi  der  zweiten  Ordnung  t^-"^ 
endlieh  ist,  in  aüefi  andern  Punkten ,  tvie  die  öbigefi  Schlüsse  i^^ 
mittelbar  zeigen,  endlieh  lileiht,  und  dass  sich  somit  jedes  in  Zx  ^»-^ 
einem  Blatte  von  der  zweiten  und  ersten  Ordnung  wie  der  Ausdn»-  ^ 

-(z  -  i,)«  "t"  Xf  -  -?t 

unendlich  werdende  elliptische  Integral  durch 

2        dz,  2      '"'»"^     J  VÄ{z~^  a)  {Z  -  P)  («  -  y)  {«-#) 

ausdrücken  lässt,  wenn  U,  S,  P,  Q  Coustanten  bedeuten;  von  den^" 
iJ  und  S  durch  den  Ausdruck  bestimmt  sind;  welcher  angiebt,  1^^^ 
die  zu  bestimmende  Function  im  Punkte  z^  unendlich  werden  soll^ 

Fährt  man  in  diesen  Schlüssen  in  genau  derselben  Weise  lo'^% 
so  folgt,  dass,  indem  der  früher  mit  z^  bezeichnete  beliebige  PuB-i^ 
nunmehr  der  sogleich  näher  zu  definirende  Punkt  Z2  sein  soll,  jeJ^* 
elliptische  Integral,  welches  in  einem  Punkte  Xf^,  welcher,  wie  v^^ 
Anfang  an  vorausgesetzt  worden,  weder  ein  Verzweigungspunkt  noct 
der  unendlich  entfernte  Punkt  sein  sollte,  von  der  Art  unendlich 
Verden  soll  wie  die  gegebene  Function 

(«)  Ä,\o^{z-^z,)+B,{:z-z,y^  +  C,{z-z,Y^+^^^+K,{^z--z;)'-S 
im  Punkte  Z2  wie  die  Function 


Die  elli|)t,isohen  Integrale  etc.  253 

-^,  log(.--i,), 
Kbrigen  stets  endlich  ist,  sieb  als  eiu  mit.  constaiiten  Coeffieieii- 
i  dem  ersten  Tutegrale,  aus  der  Fuuctioii 

Seren  Derivirt«ri  bis  zur  fc,""  Orduung  nach  dem  UnatetigkeiU- 
Le  z,  ndditiv  gebildeter  linearer  Ausdriick  crgiebt,  dessen  Coeffi- 

Ea  mit  Aüsiiuhme  desjenigen  des  Intognilcs  erster  Gattung  durch 
gebeoe  Form  («)  fest  bestimmt  sind. 
Wir  küniien  aber  auch  nunmehr  leicht  ein   elliptisches  Integral 
pmen,  welches  im  Punkte  2,  wie 

^  (.-.,)  + J7,  (..-,!,)-■  + c,  («-»,)-+•■•  + Jr,  (s -?,)'■ . 

mkte  Sj  wie 

endlich  im  Punkte  s,  wie 

EC*-5,)  +  jf.{r-M-"  +  (:;(j~M^^  +  --  +  Ä.Cjr---.)-». 

lieh,  im  Uebrigen  stets  endlich  sein  soll,  wenn  nur  die  Bedin- 
erfüllt  wird,  dass 

A,-\-A.,-\ }-A,  =  0*) 

Jcon  bildet  man  ein  elliptisches  Integral  •/, ,  welches  in  n^,  wie 
^jvsch riebe n ,  imeudlich  ist,  ausserdem  iu  s^  tognnthmisch  nu- 
ll wird  wie 

-^,  log  (^ --',), 
übrigen  stets  endlich  ist,  und  addirt  dazu  eiu  Integral  J.j,  wel- 
in  Ej  unendlich  wird  wie 

^ncg(^-^,)+B^^c-,,)->+C,(l^s,)-•-+■■■  +  K,i!~,,)'^■, 
dagegen  logarithmisch  aneadlich  wie 

-  (Ä,  +  A,)  log  (a  -  !,], 
stets  endlich,  so  wird 

/,  +  J, 

lligitisclies  Integral,  welches  in  ;,  ujid  z^  unendlich  wird,  wie 
rgeschriebeii  ist  und  welches  noch  in  r,  von  der  angegebenen 
unendlich  ist.  Fligt  man  dann  ein  Integral  J^  hinzu,  welches 
unendlicli  wird  wie 

(^,  +  A  +  4.)  log  C  -  '.)  +  B.  ('  -  ',)- ' 

+  C,(>-  .,)-'  +  ...  +  K,(i-  ,.)-'., 
Bd  der  Aiuidnick 

-  (J,  +A,  +  A,)  log  (s  -  ..,) 

I  Dom  disM  Dediiignng  ecfüilt  sein  iniiBs,  wenn  überhaupt  eine  Punotion 
igegoVeoun  Ki({en8cli allen  bestitumbar  ti'iu  eoll.  folgt  geüivu  so,  v/\o 
twei  Punlit«  All  Aiiflingo  dioaer  VorlcauDgen  iiaobgcwieüea  wordüii. 
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die  Art  des  Unendlichwerdens  ui  einem  weitereu  Punkt«  g,  i 
u.  3.  w, ,  so  werden  wir  schlieeBlicb  in  dem  AoBdrucke 

j,  +  j,  +  ---  +  j,-, 

ein  Integral  erhalten,  weiches  in  ^^,  g^,  .,.  z^-i  die  ^'orgesclI^i^ 
benen  Unstetigkeiten  hat  und  in  dem  Punkte  z,  die  logarithmiKh» 
Ußstetigkeit 

-(^, +  A  +  ---  +  A-.)i»g(»-'.) 

besitzt,  oder  nach  der  in  Betreff  der  A  gemachten  Voraussetsun):  «n  | 
unstetig  wird  wie  I 

j1,  log  (ü  —  £■,); 
bestimmt  man  daher  endlich  ein  elliptiachea  Integral  J.,  wckht'^  in 
tr  unendlich  wird  wie  ^^ 

J3,  (i  -  i,)-  •  +  &(«-  ,,)-■  +  . . .  +  JT,  {3  _  .,)-'.,    ^ 
SO  wird  ^^1 

ein  elliptisches  Integral  sein ,  welches  in  den  *  Punkten  *„  s,,,..  ■*• 
die  Torgeachriebenen  Unstetigkeiten  hat,  wahrend  es  im,  Uebrigen  fSJ* 
alle  z  endlich  bleibt,  und  raau  sieht  wiederum,  daasdie  Coei'ficient^sB 
aller  einzelnen  Integrale  zweiter  und  dritter  Cxattung  bestimmt  dt»-** 
und  dass  nur  der  Coefficient  des  elliptischen  Integrales  erster  Gi»^ 
tung  unbestimmt  bleibt. 

Wir  können  dieses  Resoltat  jedoch  noch  in  ganz  anderer  Fl*  * 
aussprechen.  Da  die  Eiemann'sche  Fläche  von  f^Ji{e)  nniult-^^ 
nach  den  in  der  elften  Vorlesung  gemachten  allgemeinen  Ansei-** 
andersetzungen  aus  zwei  Blättern  mit  zwei  Verzweigungsschiutt^^' 
von  a  nach  ^  und  von  y  nach  8  besteht,  und  durch  zwei  QuerBcIuiit* 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerlegt  wird,  so  wird  j**^ 
elliptische  Integral  beim  Ueberschreiten  eines  dieser  QuerachnitU  J 
einen  Stetigkeitssprung  machen  oder  zwei  Periodicitätemodubi  L»* 
sitzen,  wobei  fttr  die  Integrale  dritter  Gattung  noch  die  Stetigkei*-* 
Sprünge  hinzutreten  werden,  welche  vom  Uebersc breiten  der  vou  d*^- 
Unstetigkeitap unkten  aus  nach  den  Querschnitten  gezogenen  Lioi^^*- 
herrühren.*}     Nun  kann  man  offenbar  den  in  dem  oben  gefanden.^^ 

')  die  man  «icli  Bammtlich  der  lolgendeu  Daretellung  wegeii  nach  ein^?' 
und  demBelben  l'onkte  eiuea  der  beiden  Querachnitto  geeogea  denken  ksasi      *^ 
Folge  dieser  AnDuhnie  können  wir  von  je  einem  Periodicittttemodol  d«  ull^*' 
meinen   elliptiBckeu  Integralea  für  die  Länge  der  beiden   ganzen  IJUEnehw**^ 
sprethen,  da  nur  solche  Pnukle  auBgeachloBsen  werden,  in  denen  da*  laUg*^ 
logaritlimisch  unendlich  wird,  und  das  Ueberechreiten  aller  dazu  gebOrigea  r^** 
binduugalinien  nach  der  oben  aber  die  Art  des  logarithmisch  Unendlich««'!*'^ 
gemachten  und  als  nothwcndig  bowieaenen  Annahme  gar  keine  WertlirWtB^'' 
riitig  hervorbringt.     Wfirde  der  iinendtiub   entfernte  Punkt   auch  auBzutcbli"'^ 
eein,  lo   mUaate  der  neue  Querschnitt  so   geaugeu   werden,   daw  er  ilin  lieii*'^ 
erHeu  (Juersobuilte  nicht  ichneidet,  was  atete  mügllch  ist. 
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eUiptischen  Integrale  uoch  uabeatimmt  gebliebeneo  Coefficieaten  des 

elJiptischeu    Integrales    erster   Gattung    derart    bestimmen,    dass    die 

I     reelien  Theile  der  beiden  genaimt«u   Periodicitütamodoln  oder  einer 

^Hficxcr  Periodicitätsmoduln   seibat   gegebene  Wertbe  erhalten.     Denn 

^Hplxt  man  diesen  Coefficienteo  in  die  i^oria 

W  '+»,<■, 

so  wird  das  gesammte  Integral,  wenn  die  Werthveränderung  aller 
Tljeile  lait  Ausnahme  des  Integrales  erster  Gattung  beim  Ueber- 
schreiten  des  ersten  der  beiden  Querschnitte 

?,  +  «,;, 

die   des  Integrales  erster  Gattung 

Pi  +  1i' 
\tt,  und  für  jenen  zweiten  Querschnitt 

P,+  Q,i    und    p,-^rhi 
die   ctitsprechenden  Orüaseu   bedeuten,   für  diese  beiden  Querschnitte 
den  Stetigkeit^sprung 

ouu 

P,  +  e,i  +  (A  +  *,>■)  (j>,  +  i,i)  =  u,  +  r,i 

«leiden;  sollen  nun  entweder  U,  und  Ü^  oder  P,  +  V,i  gegeben 
wo,  90  werden  entweder  die  beiden  eben  aufgestellten  Gleichungen 
unrch  Identiticiruug  der  reellen  Theile  der  beiden  Seiten  zwei  Glei- 
""■ogtii  zur  Bestimmung  von  A  und  d,*)  liefern,  oder  es  wird  be- 
fWta  aus  der  ersten  ulleiu  der  Werth  von  A  -{-  A,i  sich  ergeben,  in 
Jweia  Falle  also  durch  jene  Bestimmung  der  Wertli  des  noch  will- 
"wHdi  gebliebenen   Coefficieuten  des   elliptischen   Integrales  erster 

*1  Kl  ist  Ui«i  Dar  uoch  nachiuweisen  uOthig,  dois  die  DeteEmiuaDte  der 
w  i  guj  i^  ^(.),  ergebenden  tinenren  Gleichungen 

»p.  — *j3.—  t;,  -p, 

I  ■Wrt  luncUwiodeL    Wenn  aber 

Piil. -(iiP.  =  " 

0  ti«w«Q  sich  zwei  reelle  OrOsaeii  fi  und  /i,  derurl  bcHUnimeo,  Jiui 

(»Pi  — f(3i  =  0 

fft  — (»i5»  =  0 

I  vt,  i,  b.  w  würdoD  die  rocUeu  Theile  der  PeriadiciULtamoduln  däH  Iiitogralii 

,  und  iomit  die  PeriodicitatBinoduln  de«  Integrales  erster  Gnltuiig 
b  lOoUm  VerbElltnu*  haben ,  wKe  ,  wie  in  einer  der  folgcodeu  Vorluaun- 
en  >oU,  nicht  uiUglich  ist;  «henso  wird  «reichtlich  mui,  du> 
i  Periode  die«'-'«  Integraks  verschwinden  darf 
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Gattung  fest  bestimmt  sein.  Es  giebt  somit  stets  ein  za  eintt  t 
stimmten  doppelblättrigen  Riemann'siihen  Fläche  mit  vier  Verzwei- 
gungspunkten  gehöriges,  von  dem  willkilhrlichen  aber  bestimmten 
Werthe  ^^,  ausgehendes  elliptisches  Integral,  welches  in  v  belielii^ 
gewählten  Punkten  ;,,  2,,  ...  e,,  zu  welchen  weder  Verzweigungs- 
punkte  noch  der  unendlich  entfernte  Punkt  geboren  sollten,  Unstetig- 
kälten  der  Form 

Aiog{»-».)+B(»— =,)-'+ c.(^--..)-'+--  +  i'.(»-f.r'' 

bat,  worin  a  =  1,  2,  ...  r  zu  setzen  ist  und 

angenommen  wurde,  und  für  welches  ferner  die  reellen  Thcile  der 
Periodicitätemodoln  an  den  beiden  Querschnitten  der  in  eine  einfaeb 
zusammenhängende  Fläche  verwandelten  Riemann'schen  Fläche  für 
|/fl  («)  oder  der  eine  dieser  Periodicitätsmodnln  selbst  gegebene  Wertiie 
haben.  Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  es  nur  ein  solches  toh 
z„  anfangendes  elliptisehefl  Integral  giebt;  denn  seien  J  und  J,  zwei 
elliptische  Integrale,  welche  den  angeführten  Bedingungen  GeuOg« 
leisten,  so  wird  J—  J,  ein  von  f^,  nach  s  sich  erstreckendes  allip- 
tisches  Integral  sein,  welches  -iu  der  ganzen  Fläche  endlich  ist,  J* 
die  beiden  Functionen  in  denselben  v  Punkten  in  derselben  Wei« 
unendlich  werden,  und  ausserdem  entweder  an  beiden  Querscliniltai 
nur  rein  imaginäre  Stetigkeitssprünge  hat,  wenn  die  reellen  TheiU 
der  Periodicitätsmoduln  an  beiden  dieselben  gegebenen  Werthe  habsn 
oder  für  welches  der  eine  Periodicitätamodul  verschwindet,  wenn  del 
eine  Stetigkeitssprung  für  beide  Integrale  denselben  gegebenen  H'erth 
besitzt;  es  ist  somit  J — J,  ein  von  Sq  nach  2  sich  eratreektmde» 
elliptisches  Integral  erster  Gattung,  für  welches  die  reellen  Theil* 
der  beiden  Periodicitätsmoduln  verschwinden  oder  der  eine  Perio*!»" 
citätsmodol  selbst  Null  ist,  was  auf  Grund  der  iu  der  AnnierkosS 
gemachten  Auseinandersetzungen  unmöglich  ist. 

Aber  wir  wollen  ausserdem  zeigen,  dass  jede  andere  FunclJon 
von  2,  welche  in  der  vorgelegten,  in  eine  einfadi  zusammenhäiigeodi! 
verwandelten  Riemann'schen  Fläche  eindeutig  ist,  beim  Ucber- 
schreiten  der  beiden  Querschnitte  gegebene  reelle  Theile  von  PenO- 
dicitätsmoduln  hat  und  ausserdem  in  den  Punkten  c,,  t^,  ..  .  h  *° 
uueudlicli  ist  wie 

^„iog(j-^„)+£.(^-^„)-i-f-a(Ä-2«)-«+-.-+jf  (^-üJ-^ 

worin  a  =  1,  2,  , . .  v  zu  setzen  ist,  oder  sich  von  diesen  l-SinctioöS" 
iu  deu  Punkten  ?,,  ?,,...  2,  nur  um  endliche  und  eindeutige  Fo^^ 
tioneu  von  s  unterscheidet,  von  dem  oben  gefundenen  eHiptJsdien 
Integrale  nur  um  eine  Constaute  verscliieden  ist.  Denn  sei  f(') 
eine  solche  Function,  so  wird 
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dFlc) 


lar  eiiio  in  der  ganzen  einfacli  zusatiimenhüugenden  Kiemanu'- 

Rüche  eindeutige  Function  von  i  sein,  da  die  Ableitung  einer 

lein  Punkte  eindeutigen  Function  auch  wieder  eindeutig  ist;  da 

aber  die  Functiontilwertbe  zu  beiden  Seiten  eines  Querschnittes 

demselben,   bis  ein   anderer  Querschnitt  auf  diesen  stösst,  um 

tbe  Coustaiite  UDterscheiden ,   so  wird   das  Verhältmss  der  Ditfe- 

dcr  FtinctJoiialwerthe  zu  dz  bei  unendüclier  Annäherung  nn  den 

ihnitt  sich  derselben  GrÜitzc  nähern,  d.  h,      .       auch  an  den 

ihniiten  eindeutig  sein  oder  anders  ausgesprochen,  es  ist      . ,.  - 

'in  der  vorgelegten   mehrfach   zusammenhängenden  Kiemaun'- 

Fläche  eindeutige  Function  von  s.    Was  ferner  das  Unendlich- 

i  der  Ableitung  von  Fiz)  betrifft,  so  ist  klar,  daas  diese  Func- 

|d  den  Punkten  unendlich  gross  wird,   iu  denen   F(z)  es  selbst 

i.  h.  in  den  Punkten  z,,  2^,  ...  z^  und  zwar,   wie  unmittelbar 

ktlich  ist,  wie  die  Functionen 


r'  —JS,(J  — £,)-*--  2  a  (£  —  2.)-^ h,K,{z-Z,)~''' 

all'  diesen  Punkten  von  einer  endlichen  Ordnung  algebraisch 
äUcb;  ausserdem  kann   über  eine   Function  von  endlicher  Viel- 


gkeit  - 


und  dass  ■  ■  eine  solche  ist,  geht  daraus  hervor, 
sie  auf  der  vorgelegten  doppelblättrigcn  Fläche  eindeutig  ist  — 
:en  unendlich  sein,  wenn  auch  ihr  Integral  iu  diesem  Punkte 
ch  ist,  doch  kann  dies  nur,  wie  aus  den  in  der  achten  Vorlesung 
(teilten  Betrachtungen  von  selbst  hervorgeht,  in  den  Verzwei- 
^j)unkien  dieser  Function  stattfinden,  deren  Zahl  in  unserem 
eine  endliche  ist  uud  zwar  muss  dann  die  Urdnuug  des  Un- 
chwerdens  eine  endliche  sein.  Es  wird  daher  die  Ableitung  von 
als  eine  in  dttr  Riemann'schen  Fläche  der  elliptischen  In- 
•  stets  eindeutige  und  iu  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
iner  endlichen  Ordnung  unendlich  werdende  Function  von  z, 
&llbcr  gezeigt  worden,  eine  rationale  Function  von 


z  und  yÄ  (e  ~  «)  (z  —  ß)  it  —  y)(is  —  S) 

F(f)  ein  elliptisches  Integral,  also  bis  auf  eine  willkührliche, 
V  hinzalreteiide  Constante  das  eine  oben  gefundene  Integral  sein. 
i'eW  »omit  überhaupt  nur  fini-  Funrlion,  wch-ite  ilnt  ohni  auf- 
fcn  liedingtmgm  ymiujt. 
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Der  eben  aufgestellte  Satz  von  der  eindeutigen  Bestimmnng  der 
Function^  welche  den  für  die  Punkte  der  Fläche  der  elliptischen  In- 
tegrale angegebenen  Bedingungen  genügt,  ist  das  sogenannte  Dirich- 
let'sclw  Princip  für  diese  Klasse  von  Flächen. 

Nennt  mau  in  einem  der  Yerzweigungspunkte  a,  ß,  y,  8  unserer 
doppelblättrigen  Fläche  die  Grossen 

_.__l__^     und    log{z  —  a)^ 

von  der  m'^"  Ordnung  und  logarithmisch  unendlich  gross  ^)|  und 
deiinirt  auch  als  Integral  zweiter  Gattung  ein  solches ,  das  in  einem 
dieser  Verzweigungspunkte ,  z.  B.  a,  unendlich  von  der  ersten  Ord- 
nung, also  wie 

und  als  Integral  dritter  Gattung  ein  solches,  welches  in  diesem  Punkte 
wie 

Ä  log  (z  —  a)i 

uhendlich  gross  wird,  während  es  in  einem  beliebigen  anderen  nicht 

mehrfachen  Punkte  J  wie 

Ä'  log  {z  -  ö 

unendlich  wird,  worin  wieder 

Ä  +  A'  =  0 

sein  muss,  so  erfahren  die  vorher  gemachten  Auseinandersetzungen, 
wenn  die  Forderung  gestellt  wird,  .dass  ein  elliptisches  Integral  in 
einem  der  Verzweigungspunkte,  z.  B.  a,  unendlich  sein  soll  wie 

^  log  r  +  JBr-i;+  Cr-^-j 1-  Kf-  *, 

worin 

r  =  (^  —  ap 

zu  nehmen  ist,  nur  geringe  Modificationen;  es  bedarf  keines  weiteren 
Beweises,  dass  das  in  ^  =  a  unendlich  werdende  allgemeine  ellip- 
tische Integral  zweiter  Gattung  von  der  Form  ist 

M  r ^' 

»o 


4,  atT  ^J- 


und  das  allgemeine   elliptische  Litegral    dritter  Gattung   durch   den 
Ausdruck  bestimmt  ist 


*)  indem  man  eine  Function  für  einen  Punkt  der  Riemann^schen  Fläche 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  nennt,  wenn  ihr  Logarithmus  bei  einem 
vollständigen  Umlaufs  um  diesen  Punkt  (in  dem  bekannten  Sinne  genommen) 
um  2  TT»  wächst. 
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M  f[  -      "---1 d^gj 1  dg 

J  \ß  {e  —  a)  [e  —  t)       2  («  — 0  K^T«^" «)(«  —  ?)(«  — y)  («  — *)J 

+  Nf -4f 

JyA(g-  a)  (e  -ß){e-  y)  (z  -  8) 

«0 

Nachdem  gezeigt  worden  ^  wie  sich  jedes  beliebige  elhptische 
Integral  mit  Hülfe  von  Integralen  dritter  Gattung^  deren  Differential- 
quotienteu  der  verschiedenen  Ordnungen  und  einem  Integrale  erster 
Gattung  ausdrücken  lässt,  würde  noch  zu  zeigen  übrig  bleiben  ^  dass 
man  drei  feste  Normalformen  finden  kann,  auf  die  sich  stets  jedes 
elliptische  Integral  nach  Absonderung  der  trigonometrischen  und  loga- 
rithmischen Integrale  zurückführen  lässt.  Doch  wird  dies  einfacher 
fiir  den  Fall  zu  zeigen  sein,  dass  das  Polynom  unter  der  Quadrat- 
"wxirzel  vom  dritten  Grade  ist,  indem  einerseits  dann  die  ßeduction 
des  oben  behandelten  Falles  vermöge  der  früher  aufgestellten  Sub- 
stitution; welche  ein  elliptisches  Litegral  mit  einer  Irrationalität  aus 
einem  Polynome  vierten  Grades  auf  ein  solches  mit  einer  Quadrat- 
i^vurzel  aus  einem  Polynome  dritten  Grades  zurückzuführen  lehrt,  un- 
niittelbar  zu  bewerkstelligen  ist,  andererseits  man  aber  auch  sogleich 
am  der  Reduction  auf  die  von  Legendre  eingeführten  Normal- 
int^n^le  geführt  wird,  deren  Definition  in  der  nächsten  Vorlesung 
^e^eben  werden  soll. 


17  ♦ 
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Beduotion  des  allgemeinen  elliptisohen  Integrales  auf  di» 

Integrale  der  drei  Gtottungen. 

Sei 

9  W  ==  ^  (^  —  «i)  (^  —  »2)  (^  —  03) 

und  /"(-sr,  ^9  (.2^))  eine  rationale  Function*  von  z  und  }/ip{js)y  so  wird 
sich 

worin 

9>iW;     92(^)7    *iW>    *2W 

ganze  Functionen  von  z  sind,  wenn  in  der  Function  unter  dem  In- 
tegral Zähler  und  Nenner  mit  dem  conjugirten  Werthe  des  Nenners 
multiplicirt  wird,  in  die  Form  bringen  lassen 

J\f,  {z)  +  F,  {z)  /f  C^ll  dz  ==Jf,  {z)  dz  -\-fj^  , 

in  welcher 

F,(z),    F,{z),    F(z) 

rationale  Functionen  von  z  bedeuten.    Da  nun 


/■ 


jP,  (z)  dz 


als  Integral  einer  rationalen  Function  von  z  eine  algebraisch -loga- 
rithmische Function  ist,  so  handelt  es  sich  somit  nur  noch  um  eio 
Inteficral  der  Form 

auf  dessen  Reduction  wir  nunmehr  näher  eingehen  wollen. 

Nach  dem  Cauchy'schen  Satze  ist,  wenn  F(z)  für  die  Werthe 

'  1  >    *2'    •  •  •    «*n 

uueudlich  wird, 


+  . . .  +  _L  /*Z(.*i  rf«  _  _L_  rE3).  at 


('»)  (•> 


J 


Eeduction  Jes  aUgemeinen  elliiitisdie«  IntegralsB  ett. 


■2G] 


■«orin  die  lutegrale  so  au  durchlaufen  sind,  dass  die  eingeschlos- 
seuen  Flächen  zui'  Linke»  liegen,  uod  das  letzte  lutegral  längs  einem 
den  Nullpunkt  umächliessenden  Kreis  mit  sehr  grossem  R»diu8  ge- 
SiommeQ  werden  kann,  oder  da  die  geschlossenen  Integrale  um  dii> 
Punkt«  s„,  wie  früher  gezeigt  worden,  die  UüefGcieaten  von  (i  —  2a)~' 
an   der  Entwickelung  der  Function 

FW 

t  —  t 

nach  steigenden  Potenzen  von  t  —  /„  sind ,  und  ebenso  das  um  den 
unendlich  entfernten  Punkt  genommene  Integral  der  Enhvickelunga- 
coefficient  von  lr~^  in  der  Entwickelung  derselben  Function  nach  fal- 
lendcit  Potenzen  von  l,  so  wird  sich,  wenn  wir  diese  Coefficienten  mit 

[f3]  -^  [m\ 

bexeicfaneu   und   die   Gleichung   (!)   ausserdem  mit  y'ipi^)   dividiren, 
Ausdruck  ergeben 

rw  _  r    f-'w     1  .       I  r    pn)     i    _     r    y(0     i 

dosMCii  einselne  Theile  nunmehr  weiter  zu  behandeln  sein  werden. 

Nim    ist  aber  eine   unmittelbar   crsicbtliche  Identität,    die   man 
darch  AnsfOhrnog  der  Diöerentiation  sofort  rerificirt, 
VvW      1  _  ± r       Vv(^) 


xmdf    wenn  mau   diese  nach  t  zwischen   den   Gränzen  ;„  imd  i  inte- 
'«irt,  crhftlt  man 


id  *Iaher,  wenn  mit  y<p(f)  dividirt,  mit  F{t)  multiplicirt,  auf  beiden 
DBch  steigenden  Potenzen  von  ( —  Sa  entwickelt  und  die  Goeffi- 
lent«!)  von  (( —  «o)~'   einander  gleich  gesetzt  werden 


[i 


IM  —  DVrVU      1'- 

i'-'.r' 


^'    [FW  /L^  l 


'.      1' -'.)-'  '.  c-'.ri 


1 
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Ich  gehe  wieder  zur  Gleichung  (3)  zurück  und  integrire  nach  i 
für  den  Anfangswerth  ^«=00^  so  ist  klar,  dass  man 

(5)  V^_  ^  d   r    V^)     ^^  ,     Az     r  dt j_    /MJj 

00  OD  V 

erhält,  indem  die  Integrationsconstante  gleich  Null  wird ;  denn  da  auf 
der  linken  Seite  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten  Punktes 

1  1      1 


z  —  t  t  « 


_^-l-.^^2 


ist,  so  wird  die  Entwicklung  der  linken  Seite  nach  fallenden  Poten- 
zen von  t 

(6)   .  .      —  ^^1^ =  ^—-  t  +  neirative  Potenzen  von  t 

lauten;   auf  der  rechten  Seite  dagegen   liefern  offenbar    die    beiden 
ersten  Integrale  nur  negative  Potenzen  von  t,  indem  nach  dem  Obigeo 


also 


und 


also 


und 


00 


(t  -  «)  Vtp  (t) 


tl^=<"'  +  ^<"'+-" 


=  ^~*r*  +  cj<~*  + 


•    • 


00 


während  sich  für  das  dritte  Integral 

'  *£L  =  2A~^  ^  —  26,r  *  H 

VW) 

00 

also 

(7) r^:^^  i^. =  —  ~ f  +  negative  Potenzen  von  t 


J 


00 


ergiebt,  imd  da  sich  somit  nach  (6)  und  (7)  aus  Gleichung  (5)  die 
positiven  ^-Potenzen  fortheben ,  die  negativen  Potenzen  von  t  auf 
beiden  Seiten,  wenn  ^  =  00  gesetzt  wird,  verschwinden,  so  wird  die 
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Gleichung  (5)  in  der  Nähe  des  unendlich  entfernten  Punktes  richtig 
sein,  und  es  wird  aus  dieser  wieder  ähnlich  wie  oben  folgen 

5%        r    ^vo    "I  ^   ^^   r  ^i^)  r  ^*  i      _a    r  ^(1)  r  tdt  i 

00  f— l 

und  aus  (4)  und  (8)  folgt  sodann  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2), 
wenn 


=   Ca*) 


T  F(f)     r  dt   -[  ^  ,  r  F(t)    Cdtl  ^  , 

r F(t)  rtdt  1  _ ,       [■  F(t)  fjdti _ 7. 

[FTwJ  (t  -  z)  rww)\  ^  ^"  ^'^ '   \yW)J  «  -"")  rwü  '^  ^"  ^"^ 

und 

*1  +  ^2  +  •  *  •  +  *» Äj  =  Ä 

/l  (ä)  +  A  W  +  •  •  •  4-/«  W  -^  W  =  A^) 

gesetzt  und  mit  dz  multiplicirt  wird,  der  folgende  Ausdruck 
(9)    ^^?  =  (?,/^^— -^^==  +  ...  +  C?.^9(^- 


dz 


SO  da88  sich  somit 


/- 


in   eine  endliche  Anzahl  von  Integralen  von  der  Form 

dz 


J(^- 


^«; 


in  ein  Integral 

Wir 

in  ein  Integral 


/'   dz 


^)  indem  wir  um  der  von  Weierstrass  für  die  Coefficieaten  der  Integrale 
l>eiiQtiten  Formen  bedienen. 


} 
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und  in  eine  Function 

zerlegt,    welche^  wie  aus  der  Definition  von  f{z)  hervorgeht,   and 
nachher   noch    genauer   ausgeführt  werden    soll,    das   Product  einer 

rationalen  Function  von  z  in  j/q)  {z)  ist. 

Das^Charakteristische  dieser  drei  verschiedenartigen  Integrale  ist 
unmittelbar  aus  ihrer  Form  zu  erkennen;  man  sieht  leicht,  dass 

dz 


f> 


weder  für  4r  °=  a,,  Oj;  '^s  uoch  für  j?  =>  oo  unendlich  wird,  weil 

(^-^)^0    und  "CiT^Wo 

\W(,e)J  \VvWJ 


•  =  a  «=00 


zdz 


ist,  dass  dieses  Integral  somit  in  der  Rie  mann 'sehen  Flache  von 

Y^{z)  stets  endlich  bleibt  und  nach  der  in  der  letzten  Vorlesung 
gegebenen  Definition  ein  Integral  erster  Gattung  ist.  FQr  das  zweite 
Integral 

folgt  ebenso,  dass  es  in  s  =  a^^  a^y  a^  endlich  bleibt,  dass  aber  im 
unendlich  entfernten  Punkte,  weil 


V^>\z) 
also 

T-^  =  2A-^z^  -  2h,z''^  +  .  .  . 

sich  ergiebt,  der  Integralwerth  von  der  ^*o"  Ordnung  unendlich  wird, 
und  dieses  Integral  ist  daher,  weil  z  =  (x>  für  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Polynom  dritten  Grades  ein  Yerzweigungspunkt  ist,  in  dem 
früher  angegebenen  Sinne  ein  Integral  zweiter  Gattung,  indem  der 
Punkt,  für  den  dasselbe  allein  unendlich  wird,  in  einen  Verzwei- 
gungspunkt fällt,  und  das  Integral  dort  von  der  ^'•'*  Ordnung  unend- 
lich wird.     Das  dritte  Integral  endlich 

dz^  • 

{z-zJV^) 

wird,  wie  dies  unmittelbar  aus 


j 


1 t.^-\ 


VW) 

also 


q>  («a)     ^  +  a^{z  —  Za)  + 


f - 


«  ,.^-k 


)V9V) 


<p  (sa)    '  log  (e  —  Za)  +  a,  (j»  —  e„)  ■+- 


Ikdnc 


Mg, 


elliptiedien  Integrales  etc. 


265 


ersichilicb ,  in  z  =  t„  logaritbuiiach  unendlich  und  zwar  auf  beiden 
Blättern,  ist  also,  indem  die  beiden  Punkte  z,  und  Sj  der  letzten 
Vorlesüuy  hier  in  deuselben  s-Werth,  aber  in  verachieilene  Punkte 
der  beiden  Blätter  fallen  und  so,  dasg  die  Summe  der  Coefficienten 
der  logarithmiscben  Glieder  sich  zu'Null  ergänzt,  ein  Integral  dritter 
Gattung;  nur  wenn  z  =  z„  eine  der  .Losungen  a^,  a.^,  a^  des  Foljr- 
ninns  tp  (t)  ist,  wird 


-*.)*  +  ■ 


-If. 


(^  -  z.)-  ^  +  c,  (^  -  *„)- 


■i  +  - 


und  daher 

/irr^)W.— '''^''•■-'"'"'  +  '"<'-'-''  +  -' 

d.  h.  es  wird  dann  das  Integral  ein  elliptisches  Integral  zweiter  tiat- 
tuug,  welches  in  einem  Verzweigungspunkte  der  Function  (p{z)  von 
der  i""  Ordnung  unendlich  tet. 

Wir  linden  somit,  dass  sich  jedes  elÜptigclie  Integral  von  der 
I''onu 

in  wcleheiu  tp  {z)  ein  l'olyuom  dritten  Grades  in  s  ist,  in  ein  überall 
eudlich  bleibendes,  ein  im  unendlich  eutfernten  Punkte  von  der  \"" 
Ordnung  unendlich  werdendes  und  in  eine  endliche  Anzahl  von  in 
je  rinrm  Punkte  auf  tieideu  Dlätterii  (in  jenem  Ausnahmefall  alge- 
braisch von  der  i""  Ordnung)  unendlich  werdenden  Integralen  zer- 
legen lüsst,  wozu  noch  das  Product  einer  rationalen  Function  von  z 
in   f^9>(^)  hinzukommt. 

Wir  wollen  noch  Über  die  Coefficienten  der  oben  gefundeneu 
Keductionaformel  einige  Betrachtungen  anstellen.  Was  zuerst  die 
Werthe  von 

c.-\m^ 


J   f.fV) 


LiW)J_ 

".)-' 

betrifft,  so  wird,  wenn  s 

nicht  eine  c 

er  Lösungen   der 

Gleichung 

vM 

—  n  i,i, 

/5W-, 

(«.)*  +  o,(l- 

-».)  +  •••, 

jtlso 

der  reciproke  Werth 

KiW"'" 

(«.)"'  +  ',(' 

-».)+■•■ 

«nii. 

und  da,  wenn  F(m) 

a  «  =  £„  vuti 

der  »(""  Onloung 

unendlich 

wird 

JFiO -»-.(<-.. 

)--  +  £-.+ 

(1 -*.)-"  +  '  + 
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ist;  so  werden  zur  Bestimmung  der  obigen  Grösse  Ca  nur  diese  beiden 
Reihen  zu  multipliciren  sein;  und  zwar  wird  man  von  der  ersten 
offenbar  nur  die  ersten  m  Glieder  zu  kennen  brauchen;  um  den  zu- 
gehörigen VV^erth  von  C«  herzuleiten;  der  im  Allgemeinen  von  Null 
verschieden  sein  wird.  Ist  dagegen  ^a  =  o^iy  «2^  ^S7  dann  wird, 
wie  wir  schon  früher  gesehen; 

und  daher  wird  das  Produet  dieser  Grösse  mit  der  Reihenentwicke- 
lung von  F{t)  nur  gebrochene  Exponenten*  enthalten;  also  (7a=0 
sein,  und  sich  somit  kein  dem  Discontinuitatspunkte  ga  entsprechen- 
des Integral  dritter  Gattung  ergeben. 
Der  durch  die  Gleichung 


,  ^  r  F(t)   r  tdt " 


gegebene  VV^erth  von  ka  wird;  wenn  wir  0a  wieder  von  a^,  a,,  03 
verschieden  annehmen;  da 


also 


t  =  fia  +  t  —  ec 


und 


/* 

»« 


daher  endlich 

T^r:^  /  J=  =  c- m^o  9 (^«)~  ^  {t  —  ga)" "» +  ^  +  steig.  positive  ganze 
y^^^jy^^')  Potenzen  von  /- i. 

ist;  jedenfalls  verschwinden"^);  wenn  m<»  1  ist;  weil  dann  die  Reihen- 
entwickelung bereits  mit  der  nullten  Potenz  beginnt;  ist  ga  «»  ^n  a^  a^ 


*)   nur   wenn   ^^  »s  0,    und   dieser  Wertli  keine   Lösung  der  Gleichung 
<p  (2;)  =  0  ist,  wird 

•tdt  _ 9 (orJ t« + . . . 


/ 


also 

F{t)      r  tdt  q)(0)~*   ' 


VvW) 


fJ^  _  -'?!%—  {->»  +  «  +  positive  Potewen  von  t, 

0 


also  wird  A;^  in  diesem  Falle  verschwinden^  wenn  m  «>  2  ist. 
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so  überzeugt  man  sich  leicht  mit  Hülfe  der  schon  vorher  gemachten 
Entwickelung,  dass  in  diesem  Falle  ha  im  Allgemeinen  nicht  ver- 
»ch windet;  jedenfalls  ist  ka  eine  rationale  Function  von  Zay  ^i^  aus 
der  Reihenentwicklung  unmittelbar  hervorgeht.    Was  nun  die  Orösse 

r  Fjf)_  r  tdt  "^ 

angeht;  so  ist 


K 


V^W) 


Ä'T'^  +  a^t    ^  + 


j 

OD 


•^  =  2^-*^*+M-*  + 


ist  nun  fi  der  Grad  des  Zahlers  und  v  der  Grad  des  Nenners ;  wenn 
wir  uns  F{t)  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  geschrieben 
denken ;  so  wird 


also 

F{t) 


=  —  -4.    ^  f    *    *  -f"  steigende  negative  Potenzen  von  t 


sein,  so  dass 

OD 

und  es  wird  somit  Jcq^^O  sein^  wenn 

(*  —  1/— 1<  —  1 

oder  ik  <Vy  A.  h.  F{f)  eine  acht  gebrochene  Function  ist,  so  dass, 
weil  t 

^  *™  ^1  "h  ^2  "f"  •  • '  4"  ^«  —  ^0 

ist,  hieraus  folgt,  dass 

in  seiner  in  Einzelintegrale  der  verschiedenen  Gattungen  aufgelösten 
Form  gar  kein  Integral  erster  Gattung  hat,  wenn  F{z)  für  keine 
Wurzel  von  ^{z)  unendlich  wird,  in  seinen  Discontinuitätspunkten 
von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  und  zu  gleicher  Zeit  acht 
gebrochen  ist. 

Für  die  Grössen  J«  bleibt  genau  das  für  ha  entwickelte,  wie 
man  sich  durch  Wiederholung  der  vorher  gemachten  Schlüsse  über- 
zeugen kann^  bestehen,  nur  für 
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folgt,  da 


/i 


oo 


ist, 


F{t)     r   dt     ^  _  2«p^-i  ^-»-«1 


oo 


und  es  wird  mithin  Iq  verschwinden,  wenn 

also  fi  <  V  4"  1  ist?  ^'  1^«  wenn  der  Grad  des  Zählers  gleich  oder 
kleiner  als  der  des  Neuners  ist,  und  es  wird  somit  in  der  Reduction 
des  elliptischen  Integrales  ein  Integral  zweiter  Gattung  überhaupt 
nicht  vorkommen,  wenn  F{is)  für  keine  Losung  von  <p{z)  unendlich 
wird,  für  seine  Discontinuitatspunkte  von  der  ersten  Ordnung  unend- 
lich gross  und  der  Grad  des  Zählers  kleiner  oder  gleich  dem  des 
Nenners  ist. 

Betrachten  wir  endlich  noch 

^^  ^"^  ^  [v7W)J  {t  -  *)  wwi ' 

so  wird   die  Berechnung   dieser  Function  wieder   in   der  folgenden 
Form  anzustellen  sein: 


1  1  1 


y-^  =  (pis!a)    ^  +  ai(^  — ^«)  + 


t^z  z  —  z^-(t--z„)  g-e„     ^^^-^a 


^_     _1 ^-^a      j 

"^-        a  —  xf„         (z-  z^f    '  ' 

somit 


s  —  t 


/ 


dt     '  _      yfc)   */.     ^x 


{t  —  z)  Vip  {t)  z  —  z„ 


da  ferner 
ist,  so  folgt 


«« 
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so  dass  fa  iß)  jedenfalls,  wie  man  leicht  sieht  *),  eine  rationale  Func- 
tion von  z  wird,  wie  schon  oben  behauptet  worden,  und  verschwinden 
wird,  wenn  — w  +  1^0,  also  F{z)  von  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich wird;  das  letztere  tritt  wieder,  wie  man  sich  auf  dem  schon 
oft  angegebenen  Wege  äberzeugen  kann,  nicht  ein,  wenn  Za=^a^y 
Oo,  a^  ist.    Die  Entwicklung  von 


f  (.\  =  [JL^  C—^i-— 

00  t-1 


endlich  liefert, 


VW) 
1 


und  daher 


£  1 


+ 


=  r*  4-  «r*  + 


/. 


dt 


(« -  *)  Kvif) 


^-iÄ 


-•1,-1 


t  ^  + 


da  aber 


00 


ist,  so  folgt 

F(t)  r      dt r^ojr' 


-1    ,M-r-3 


+ 


OD 


und  es  wird  daher  /©(jer)  verschwinden,  wenn 

d.  h.  ii<^v  -\-  ly  also  der  Grad   des  Zählers  nicht  mindestens  um 
zMrei  Einheiten  den  des  Nenners  tibertriflpt. 

Nachdem  somit  im  Vorhergehenden  die  Form  festgestellt  worden, 
auf  die  sich  jedes  elliptische  Integral  von  der  Form 

[e)dz 


w 


in  welchem  ^{e)  ein  Polynom  dritten  Grades  in  z  ist,  zurückführen 
lasst,  indem  es  von  einem  algebraischen  Theile  abgesehen  aus  Inte- 
giralen  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  in  der  früher  definirten 
parm  zusammengesetzt  ist,  wird  es  leicht  sein,  die  Reductiou  des 
Integrales 

rnt)ät 

J  mm' 

in   welchem  R  (g)  ein  Polynom  vierten  Grades  ist,  auf  feste  Integral- 


^}  indem  alle  Entwicklangscoefficienten  von. 
/jr^j      *  enthalten  nnd  keine  andere  n^ehr. 


y^it) 


3-  dieselbe  Irrationalität 
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formen  zurückzuführen ,  indem  man  nur  die  in  der  elften  Vorlesung 
aufgestellte  Substitution  zu  Hülfe  zu  nehmen  braucht,  welche  die 
Polynome  paaren  Grades  auf  solche  unpaaren  Grades  zurückführt; 
ist  nämlich 

B{t)  =  Ä{t-  a,)  (g  -  ttj)  (g  -  «3)  (t  -  a,) 

und  setzt  man 

^_o^.f-ni!4    oder    g  ^  «.^ -(«.«.  +  «.) 

worin 'a,  eine  willkfihrliche  Constante  bedeutet,  so  wird 


yÄ  (g  -  «,)  (5  -  aj)  (g  -  aj)  {t  -  aj  =  c  (g  -  «,)'  f^tp  {e), 
worin 

9>  W  =  (^  —  «,)  (^  —  «2)  («  —  Ö3) 
und    a^y  a.^j  a^   rational   aus    a^y   a^^  a^,   a^   zusammengesetzt    ist- 
Daraus  folgt  aber,  weil 

ist; 

dt    ^  1 dz 

und  da  man  nun  nach  der  vorher  angegebenen  Methode 

F(z)dz 


f- 


^  _  m 

auf  jene  festen  Integrale  reduciren  kann,  so  wird  sich  die  Redu(^'^^^ 
des  entsprechenden  Integrales 

f(S)dS 


I- 


VrJS 

unmittelbar  vollziehen  lassen  ^  wenn  man  bemerkt,  daas 

/»  +  U      dl    _    /  (x    ,*~t\     dj 

ist,  und  wenn  man  noch  in  Betreff  von  Integralen  der  Form 

dt 


y; 


(f  -  «,)  \B,  (f) . 
die  nachfolgende  Reductiou  beachtet  haben  wird.    Da  nämlich 

d    ^EM.  =  ^  (?  -  «1)  If  (t)  -  B  (£)      dj 
ist,  so  folgt  aus  der  Entwicklung 

+     1.2.3    -«^   (.«1)  +  iT2".Y.4  ■"    («1) 

und  » 
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ir  (g)  -  JB-  (a,)  +  (g  -  «.)  R'  («0 
die   Beziebong 

oder  darch  Integration 

'.'  («,)    /  dt  ^  JR"'(«,)  /•  (f  -  «,)  dS    ,    Ä'>' («jI  /"(f  -  «.)' rff  _  BAi) 

und   somit  die  ZurfickfQhruug  auf  die  festen  Integrale 

r-f4L-  und    A^-^f 

geleistet. 

£s  sollen  nun  an  dieser  Stelle  die  Normalintegrale  eingeführt 
^werden,  welche  Legendre  für  die  Reduction  der  elliptischen  Inte- 
grale zu  Grunde  gelegt  hat,  und  die  Reduction  selbst  durch  die 
obeo  fOr  Polynome  dritten  Grades  durchgeführte  unmittelbar  geleistet 
werden. 

Sei  das  allgemeine  elliptische  Integral  • 

'warin   /(^,  yit  (g))  eine  rationale  Function  von  e  und  yRie)  be- 
deutet und 

(1)  B{e)^Ä{e  —  «i)  {e  —  a^)  {z  —  a^)  {b  —  a,) 

istj   so   wollen  wir  die  Coefficienten  einer  linearen  Substitution 

(2) *=f^^f 

derart  bestimmen,  dass 

entsprechende  Werthe  sind,  wenn  x  eine  noch  zu  bestimmende  Grosse 
ist ;  dann  werden  aus  (2)  die  folgenden  vier  Gleichungen  hervorgehen : 

(3)   ...     ^— ai=     i__^j   ;  W    ^       ^2—    i«.^f 

(5)....    ^--^=-r=7£->        W   ^~^4  =  -n::^-f  ; 

in  welchen  p,  g,  r,  s  aus  a,  /3,  ^  und  a^,  a,;  a^^,  a^  zusammen- 
gesetzte Constanten  bedeuten.  Setzt  man  in  (4)  ;e^  =  a^,  ^  =  1  und 
ijj  (5)  iET  s=  Oj,  {;  "=  —  1 ,  so  ergiebt  sich 

2a  2r 

«3  -  «2  =  T=:7;      «2  -  «3  =  T+7, 

und  somit  nach  Bestimmung  von  q  und  r  statt  der  Gleichungen  (4) 
and  (5)  die  folgenden 
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(n\  z  —  ot  _    t  — ^     l  +  g  /ox      g  — gs  _    1  +  ^    i~t 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  statt  (3)  und  (6)  die  Gleichungen 

1  -^  1  +  ^ 

/Qx  z  —  a^ X    1  +  *£  /-jO^      ^~^4        __!L  L^jf 

^'^^^  •  •     04  -  at  ""       2        1  -  ^J'        ^  ^     o,  -  a4  ""       2        1  -f»{' 

worin  noch  ft  und  x  zu  bestimmen  sind.    Da  aber  die  Division  von 

(7)  und  (8) 

und  also  wenn  z  =  a^,  S  =  —  und  jer  =  a^ ,  f  = gesetzt  wird, 

die  beiden  Gleichungen  ergiebt 

04  —  Of  ft  —  1        x+^ 


(8«) 


04  —  03  f*  +  l        X  —  1 


V^^ o,  —  a,~|»  +  l      x  +  l' 

SO  folgt 

nn        /'^  -  *V_  («I  —  q«^  («4  —  «s)         ^9^    ^  +  ft  _  «i  - fli  ^jil 

UM    •      Vi  +  x^  —  (o,-03)(04-a,)'  ^^^r   1-f*         0,-0,1  +  «' 

woraus  x  unJ  ^  zu  bestimmen  sind;  und  man  sieht  zugleich,  dass, 

weil  die  Gleichung  (11)  eine  reciproke  ist,   indem  ihr  x  und  -  g^ 

niigen,  sich  jedenfalls  ein  x  bestimmen  lasst,  dessen  Modul  kleiner 
als  1  ist.  Um  nun  die  unter  dem  Integral  vorkommende  Irrationa- 
lität durch  die  neue  Variable  auszudrücken,  multiplicirt  man  die 
Gleichungen  (7),  (8),  (9),  (10)  und  erhalt: 


(13) ]/A{g  —  a^)  {0  —  a^)  {z  —  a^)  {e  —  aj 

da  sich  ausserdem  aus  (9)  und  (7)  unmittelbar 

(XA^  ä'  _  (^  -  ■^)  "  ("^  -  "■)         dz_(l-  y»)  (a,  -  g.) 

und  aus  diesen  beiden 

(.'*;  •  •     dt—  2(1 -i»j)« 

ergiebt,  so  folgt, *da8s 

ist,  worin  i^^  eine  rationale  Function  von  g  und  ^.(l  — ^)  (1  —  x'^W 
bedeutet,  und  sich  somit  jedes  elliptische  Integral  in  ein  ebensolcb^ 
vermöge  einer  linearen  Substitution  verwandeln  lässt,  in  welchem  »^ 
Irrationalität  die  Normalform 


•J 
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nsbesondere  wird 

r      ^'^ __   =_L  r    _  _.f^, 


M 


=     17/-^  («3  —  «2)    («4  —  «l) 


ft  durch  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  bestimmt  sind,  und  zwi- 
z  und  S  die  unmittelbar  aus  (7)  und  (8)  herzuleitende  Relation 

it 

^  ^3  +  ««      I      ^  —  »■'  f ^  It*_ 

!s  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  die  Grössen 

(f=A  (a.,  —  «,)  (a,  —  a.^),     (^  =  A  (ör,,  —  ao)  (a^  —  a,), 

g.^  =  A{a^  -  Ol)  (a^  — a.,), 
A  =  (a.j  —  a,)  (a^  —  «3),       Ä,  =  (a.,  —  a,)  (a^  —  a.^) 

ivi,  für  welche 

ie  Bestimmungsgleichungen  von  x,  w,  Jlf  in 

eben. 

)ie  Grösse  x  wird  der  Modul  des  elliptischen  Integrals  genannt. 
Lus  dem  eben  erhaltenen  Resultate  ist  ferner  ersichtlich,  dass 
Integrale  der  Form 

jf{e,  yÄ{7^'a^)  (z  —  a^)  {z  —  a^))  dz, 

wichen  das  Polynom  nur  vom  dritten  Grade  ist,  sich  ebenfalls 
le  Normalform  bringen  lassen,  da  in  der  elften  Vorlesung  ge- 
worden, dass  sich  durch  eine  lineare  Substitution  Integrale  von 
•atwurzeln  aus  Polynomen  dritten  auf  solche  von  Polynomen 
Q  Grades  zurückführen  lassen.  Man  kann  jedoch  aus  den  oben 
enen  Formeln  unmittelbar  die  lineare  Transformation  in  die 
alform  erhalten,  indem  man  das  Polynom 

A{z  —  a^){z—  a^){z  —  a^)       ^ 
?n  Gränzausdruck  des  Polynoms 

""  i\  (^  ~  ^^^  (^ ""  "•-')  ^^  "^  ^•♦)  (^  ~  "^) 

^htet,    wenn  man  a^  unendUch   gross   werden    lässt;    man   hat 
in  den  oben  hergeleiteten  Ausdrücken  nur  —     für  A  zu  setzen 
ii  unendlich  gross  werden  ^.u  lassen,  so  ergiebt  sich  dann 

oigsb«rg«r,  eUipt.  Funct.  18 
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worin,  wie  aus  (11)  und  (8*)  folgt, 

a«) (;^t)=^:'  ^-* 

ist,  während  die  Substitution 

(\^\  ^  ^    «3  +  flt     ,       «3  -  «t      £-H 

•      ^ 2  '  2         1  —xj 

lautet;  und  für  eben  diese  Beziehungen  wird 
sein,  wenn  JLf  durch  den  Ausdruck  bestimmt  wird 


Sei  uun  das  vorgelegte  elliptische  lutegral 


/- 


q>  (z)  dz 

vermöge  der  angegebenen   linearen  Substitution  in   ein   anderes  von 
der  Form 

/* f{z)dz ^j^^      r  Tji  (z)  +  7?,  (J) .  z dz 

verwandelt,  worin 

»^iC^)»      ^i'iW,     ^iW»      ^2  (-2^) 

grade  Functionen  von  z  bedeuten  sollen,   so  wird  die  Multiplication 
des  Zählers  und  Nenners  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  mit 

^1  (^)  -  ^2  i^)  .  ^ 

offenbar  das  Integral 

dz 


/ 


lF{z^)  +  F,{z^),z-] 


liefern,  wenn  jP^  (z'^)  und  F{z')  rationale  Functionen  von  £^  bedeuten, 
und  da  das  zweite  Integral  dieses  Ausdruckes  vermöge  der  Substi- 
tution , 

also  in  eine  algcbraisch-logaritlimische  Function  übergeht,  so  werden 
somit  nur  Integrale  von  der  Form 

oder,  wenn  xvir 
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setzen,  von  der  Form 

j    ^^  2yt(i-t}(i-'KH) 

zu  betarachteo  sein. 

Um  die  Reduction  dieses  Integrales  auf  feste  Tntegralformen 
dnrchzufQbren,  braucht  man  nur  in  dem  oben  aufgestellten  Aus- 
drucke (9) 

«p(4r)  =  ^(l— z)(l-x'^), 

also  statt  A  den  Werth  x^  zu  setzen,  so  folgt,  wenn  s  mit  ^  vcr- 
taoscht  wird, 

flQs  F(i)di  ^  C',^Mi-^U-«'gj)jg    ■ 

r£(l-t)(l-l^       (S  -  St)  K£(i  -  i)  (1  -  »»i)  "^ 

(f-f«)KS(l-f)(l-x'f) 


Kf(l-f)(l-x«f) 


-ix^i  '^^ 


+  ^j  (/■  (5)  /Sil  -  5)  (1"^  V»^))  dt, 

worin  tln  S?*  •  •  •  S»  ^^^  Wierthe  von  g  bedeuten,  für  welche  F{t) 
unendlich  gross  wird^  und  die  Goefficienten  die  oben  näher  ange- 
gebene Bedeutung  haben;  setzt  mau  nunmehr 

so  erhält  man 

/ 1 1  ^  F{^)dz  ^  Oj^t  VCi  -j,«)  {i  -  X W ) dz_    , 


•   •  • 


+  1x2? 


K(l  —  ««Xl  -  x'2r«) 


Da  nun  das  allgemeine   elliptische  Integral    nach   Absonderung 
algebraisch  logarithmischer  Integrale  auf  die  Form 


S> 


Vit  —  ^)'{l  ~  x*i») 

gebracht  werden  konnte,  so  folgt,  dass  jedes  elliptische  Integral  von 
niederen  Transcendenten  abgesehen  sich  reduciren  lässt  auf  eine 
Summe  Ton  Integralen  der  Form 

dz 


f 
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welches,  wenn  0»  kein  Nullwerth  von  y{l  —  z^)  (1  —  x^^r^)  ist*),  wie 
aus  bekannten  Sätzen  sich  unmittelbar  ergiebt,  iu  den  beiden  Punk- 
ten 2  =  Zu  und  z  =  —  Za  logarithmisch  unendlich  wird  und  zwar  in 
z  =  Zu  auf  beiden  Blättern  wie 


-  _^      .     log  (Z  —  SSa) 


und 


1 


und  in  z 


und 


2^«/a-- 

Za')  (1  - 

X« 

V)" 

— 

Za  wie 

1 

^J)  (1  - 

X« 

^«') 

1 

log  {z  —  -sr«) 


log  (^  +  ^«) 


2  r 

somit   in   vier   Punkten    der  Rie  man  naschen    Fläche    logarithmisch 
unendlich,  ferner  in  ein  Integral 

z^dz 


j\ 


K(l  —  z"^)  (1  — x»r«)' 
welches  in  .r  =  ex»  und  nur  hier  auf  beiden  Blättern  der  flache  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  ist  und  endlich  in  das  iu  der  ganzen 
Fläche  endlich  bleibende  Integral 

dz 


j] 


y~(l  —  z*)  (l  —  x«ir«) 

Dieses  letztere  Integral  soll  im  Folgenden  cktö  elliptische  Nonmi- 
integral  ersteh'  Gattung  genannt  werden,  und  wenn  auch  die  beiden 
Integrale 

J*_ z^dz_     ,  .  r dl 

y ( 1  - ^H 1  -  x«£r«)      "°      J  {z^  —  z^^) K(l  -«•)(!  —  »«JP») 

nicht,  wie  es  nach  der  Definition  der  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  sein  soll,  in  einem  Punkte  algebraisch  von  der  ersten  Ord- 
nung resp.  in  zwei  Punkten  logarithmisch  unendlich  werden,  sondern 
in  zwei  und  in  vier  Punkten,  so  sollen  doch  im  Folgenden  diese 
beiden  Integrale  nach  Legendre  die  Nwmdlifitegrdie  Ziceiter  und 
dritte)'  Gattung  genannt  werden,  weil  sich  auf  diese  Integrale,  wie 
wir  gesehen,  alle  elliptischen  Integrale  zurückfÜhreQ  lassen. 

*)  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  wissen  wir  aus  Früherem,  dass  das  Integral 
in  dem  betreffenden  Verzweigungspunkte  von  der  ^^"  Ordnung  algebraiach  un- 
endlich ist. 
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Die  Feriodicitätsmoduln  der  elliptischen  Integrale. 

Wir  schliessen  an  die  in  den  beiden  letzten  Vorlesungen  be- 
iidelte  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  auf  die 
iptischen  Integrale  der  drei*  verschiedenen  Gattungen  die  Aiifstel- 
ig  der  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  dieser  Integrale  bestehen- 
II   Relationen. 

Sei  die  zu 


yR(gj  =J/A{e  -  a)  {z  -  ß)  (z  -  y)  {z  -  d) 

iorige  dreifach  zusammenhängende  Rie  mann 'sehe  Fläche  mit  den 
den  Verzweigungsschnitten  aß  und  yd  durch  eine  geschlossene 
rve  Q  um  aß  im  ersten  Blatte  zu  einer  zweifach  zusammen- 
igenden,  und  diese  durch  den  zweiten  Querschnitt  Qf  in  eine  ein- 
b  zusammenhängende  Mäche  verwandelt;  und  werde  das  auf  dieser 
che  genommene  allgemeine  Integral  dritter  Gattung,  welches  in 
beiden  Punkten  z^  und  z^  und  nur  in  diesen  und  zwar  auf  je 
m»  Blatte  logarithmisch  unendlich  wird,  mit  Hervorhebung  dieser 
fulären  Punkte  durch  n(z,,Zi,  z^)  bezeichnet,  so  dass 


9 


,  Zm  —  Z 


11  {z,  z,,  z,)  =  Mj  y--^^_-f^ 

•0 

{Z  —  2f,)  H -—  (^  —  ^2' 


{z^z^  {Z   -  Zt)VA{Z-a)  {Z-ß)  (z-y)  {Z  -  d) 

dz 


dz 


4-  N  fr, 

^      J  yA(z-a)(z-p){z  -y){z-d) 

äbnlich 

-y *r-  («  —  6i)  H — z y-  (^  —  ft) 

I bt  —  bl hi  ht 

-T-  ^g  _  {,)  (,  _  f,)  YT^-  „)  (g  -ß)(z-  y)  {x-d) _ 

-I-  y  {'  ^- 

^       J  M(*-  «)  («-  «  («-  y)  (2-  *) 


de 
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ist,  SO  soll,  wenn 

z  * 

77 («,  z, ,  z,)  =  /(;77 (z,  *-, ,  z^),    n (z,  e, ,  gj)  =jdn (z,  tu  tt) 


*o 


•p 


gesetzt  wird,  wobei  angenommen  werden  soll,  dass  die  vier  Punkte 
^i;  ^2y  tu  £2  weder  in  die  Unendlichkeit  noch  in  die  Verzweigungs- 
punkte von  }/R{j2)  fallen,  der  Werth  des  Integrals 


S' 


über  eine  sogleich  näher  anzugebende  geschlossene  Curve  genommen 

untersucht  werden. 

Fig.  63. ^ 


Schliesst  man  nämlich  die  für  die  Function 

n{zy  /:,,  z,^)dn{z,  gj,  gj) 

vorliandenen  zwei  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  z^  und  Ij  ^ 
die  beiden   algebraischen  Unstetigkeitspunkte  der  ersten  OrdnuDfif  ^ 
und  gj  "^d  jeden  derselben  nur  auf  dem  einen  zugehörigen  Bl**^ 
z.  B.  z^  auf  dem  ersten,  ^2  ^^^f  <^^™  zweiten,  gj  und  g^  auf  dem  cr**^ 


^ 


Blatte  durch  unendlich  kleine  Gurven  aus  und  verbindet  je  zwei  di 
Curven  durch  je  einen   Querschnitt  und  endlich  jeden  dieser  Q* 
schnitte  mit  je  einem  Punkte  der  früheren  Querschnitte  durch  &^ 
neuen  Querschnitt,  dann  wird  die  neue  Ri  e  mann 'sehe  Flache  wiet' 
einfach  zusammenhängend  sein,  und  der  Werth  des  Integrals 


J  n{z,  z,,  z.,)dn{z,  g„  gj), 


ausgedehnt  über  die  gesammte  Begränzung  dieser  i^läche  d.  h.  '^^^ 
beide  Seiten  der  sechs  Querschnitte,  nach  bekannten  Sätzen  den  Wö^* 
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hn  liaben,  wenn  wir  noch  gezeigt  haben  werden,  dass  der  uneud- 
Si  entfernte  Pmikt  und  die  Ve rz w ei giingsp unkte  nicht  ansgeschloa- 
Jd  zu  werden  brauchen.  Doch  sieht  man  das  erstere  aus  der  Ent- 
JBklnng  der  Functionen  /7(^,  j,,  n.^)  und  11(2.  tu  §3)  '"  ^^^  Nähe 
Bl  unendlich  entfernten  Punktes  unmittelbar  ein;  denn,  wie  aua  der 
■rm  von  //(.?,  i,,  z.^)  hervorgeht,  wird  die  Entwicklung  der  Fiinc- 
ibn  unter  dem  Integralzeichen  nach  fallenden  Potenzen  von  r  mit 
'^'  beginuen,  und  daher  das  Integral  mit  s~ '  anfangen,  so  dass 
lu  Product  n(r,  s,,  r^,)(//7(z,  t\i  &;)  ''Is  Anfangsglied  der  in  der 
(n^ebung  des  unendlich  entfernten  Punktes  gültigen  Ueihenentwick- 
lUg  —  ^  haben  wird,  und  daher  nach  bekannten  Sätzen  .~=^-x;  nicht 
pigeschlosseti  zu  werden  braucht.  Was  nun  die  Verzweigungspunkte 
Igeht,  so  iet  leicht  zu  sehen,  dass  wenn  //'  und  U"  überhaupt  zwei 
f  die  Verzweigung» punkte  endliche  elUptische  Integrale,  d.  h.  In- 
Bnle  von  rationalen  Functionen  von  ^  und  j/Ji  (/)  sind,  auch  wenn 
jf  für  einen  Verzweigungspunkt,  d.  h,  für  eine  Lösung  der  Glei- 
jtti^  ii(;)  =  0,  z.  B.  a,  unendlich  wird,  dieser  Punkt  doch  nicht 
jffeschlossen  zu  werden  braucht.  Da  nämhch  die  Entwicklung  von 
T  in  der  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  a  mit  der  —  \''"> 
K  der  0""  oder  i"",  ,  .  .  Potenz  von  i  —  u  beginnen  muas,  weil 
R  n"  selbst  filr  z  =  a  unendlich  würde ,  und  Fl'  mit  der  0"", 
f  I''",  •  -  -  Potenz  von  ^  —  a  anfangen  wird,  so  wird  die  niedrigste 
feiJK  von  ;  —  K  in  der  Entwicklung  des  Productes  IJ'd  fl"  die  —  J", 
I  in  Folge  dessen  aus  frfiher  entwickelten  Gründen  der  Verzwei- 
k^punltt  nicht  auszuschliessen  sein.  Nachdem  nun  gezeigt  ist, 
^  das  oben  aufgestellte  Integral  Null  wird,  wollen  wir  den  Werth 
Pna  verschwindenden  Integrales  noch  anders  darstellen  und  dadurch 
*  bemerkenswertbe  Relation  zwischen  gewissen  integralen  dritter 
!tuiig  erhalten. 

Tteglnnen  wir  die  Integration   im  Punkte  a  anf  Jem  mit  -f*  be- 

ttitieten   Rande  des  Querschnittes  Q  in   der  Richtung  des  Pfeiles, 

AberzGUgt   man  sich   leicht  durch  den   blossen  Anblick  der  Figur, 

'  auch  aus  Früherem   bereits  bekannt  ist,  dass  mau   beim  Durch- 

ffta  sowohl  der  beiden  Seiten  der  sechs  Querschnitte  als  auch  der 

kleinen  Kreise  in  einem  continiiirlichen  Zuge  wieder  zum  Punkte 

irQckgelaugen  wird,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  die  einzelnen 

1e  dieser  Integration  wirklich  auszufilhren.     Was  vor  allen  Din- 

die  unendlich   kleinen   Kreisiutegrale  um   l-,   und  £,  angeht,   so 

mui   leicht,    dass  mau,   weil   //(r,  .*, ,  _~j)   in   diesen   Punkten 

:h,   d//(-,  El,  i;)   aber   algebraisch   unendlich   von    der   ersten 

mag  ist,  den  Werth  von  tl{i,  :,,  ;,)  im  Punkte  £,  für  die  um 

icliriebeue  unendlich  kleine  Ciurve  also 

na„  .-„  .rj 
du  Integral  setzen  kann,  und  da  der  Übrig  bleibende  Integralfactor 
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für  die  in  Betracht  kommende  IntegratioaEriclibiDg  deu  Werth 

2Jtf' 

it- 

liefert,  worin  M'  den  oben  bezeichneten  Coefficienteu  des  Integral« 
n  (z,  El ,  ti)  bedeutet ,  so  wird  jenes  Kreisiutegral  den  Werth 

annehmen,  während  das  Kreisiutegral  um  £, ,  wenn  lutiD  berficksich- 
tigt,  daas  der  Coefücient  des  logarith mischen  Gliedes 

2M'_ 

El  - ;.' 

und  die  lutegratiunsrichtung  dieselbe  ist,  den  Werth 


ksich- 

I 


s, -e, 

erhält. 

Betrachtet  man  nun  die  lutegrationsstrecke  gk  auf  der  linl^eo 
Beite  dieses  Querschnittes  (nm  kurz  die  verschiedenen  Seiten  dei- 
selbeu  zu  bezeichnen),  und  dieselbe  Strecke  auf  der  rechten  Seite, 
so  hat  weder  n{.t,  £,,  Zj)  noch  (}n{z,  £,,  g.^)  bei  der  ümkreiänng 
von  £j  seinen  Werth  geändert,  und  die  Strecken  werden  sich  also 
wegen  der  verschiedenen  Integrationsrichtung  aufliehen;  dasselbe  gilt 
für  beide  Seiten  der  Strecken  gi  und  fg.  Integrirt  man  nun  a'rf 
dem  äusseren  Rande  von  Q  in  der  Richtung  des  Pfeiles  von  /'  aus 
weiter,  so  schliesat  sich  dies  dem  früher  in  f  erlangten  Werthe  cun- 
tinuirlich  an,  und  es  ist  nur  als  Werth  für  die  um  g,  und  S,  genom- 
menea  Integrationen  additiv  hinzugekommen 

—  4  ni  Jf'   1,  ,o     _         ,  4  jtiM'   ,,  ,,.  ,  4  nlM"  i   ,  „,  .  i 

~^^,^  u  (s„  r„  r,)  -  s^  //  ce„  »„  ^,)  -  jpr^  /  Jnc. ',.  4 

wobei  die  zwischen  5l  und  £j  auszuführende  Integration  nur  so  ge- 
nommen zu  werden  braucht,  dass  der  Integrationsweg  den  Qucncluiitt 
&i  nicht  sehneidet.  Die  Fortsetzung  der  Integration  bis  a  führt  3oditiu> 
in  der  Richtung  des  Pfeiles  über  den  ganzen  negativen  RanJ  ""i 
(/  bis  a,  ferner  über  den  ganzen  negativen  Rand  von  Q  wieder  na™ 
diesem  Pimkte  und  sodanu  über  den  positiven  Rand  von  ^  io  der 
Richtung  des  Pfeiles  von  a  nach  h.  Hier  ist  nun  für  deu  wolersn 
Fortschritt  das  Integral  um  £,  und  x,^,  sowie  längs  deu  Linien'" 
und  ed  genommen  zu  berechnen.  Was  nun  dns  unendlich  kl^u" 
Curveniutegral  um  s^  genommen  in  der  durch  den  eingeschlagen 
Weg  fixirten  Richtung  angeht,   so  wird   im  Punkte  z^  die  FuncÜM 
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n{z,  xr, ,  Z2)  logarithmisch  unendlich,  während  (in(z,  gj,  ^2)  endlich 
bleibt ;  und  wenn  man  für  Punkte  in  der  Nähe  von  Z2 

n  {z,  2, ,  ^j)  =  -—--  log  {z  —  ^J)  +  9  {z) 

setzt,  worin  tpi^z)  in  der  durch  die  Querschnitte  Q  und  (^  einfach 
zusammenhängend  gewordenen  Riemann'schen  Fläche  in  der  Nähe 
von  z^  endlich  und  eindeutig  ist,  ferner  den  endlichen  Werth  von 

dz 

im  Punkte  z^,  ^^^  ^^  Integral  setzt,  so  ergiebt  sich  für  jenes  unend- 
lich kleine  Cur  venintegral,  wie  leicht  aus  Früherem  zu  ersehen,  nur 
der  Werth 

(»2) 

setzt  man  aber 

z  —  z^  =  ^c*S 
so  geht  dieses  Integral  in 

j^  ^^n^^h^       /log  (,,..) , ,,..  ,^  ^ 

0 

ü 
0 

über,  welches  für  unendlich  kleine  r  offenbar  verschwindet,  und  es 
wird  somit 

Jn  {z,z„  Z2)  an  {z,  j, ,  q  =fn  {z,  z,,  z^)  dn  {z,  %, ,  g^)  =  o 

sein.  Nun  wird  aber  bei  der  Umkreisung  von  z^  die  Function 
77 (r,  z^y  z.,)  vermöge  ihres  logarithmischen  Gliedes 

um 

—  4tniM 


Zm  — 


zugenommen  haben,  so  dass,  wenn  die  beiden  verschiedenen  Seiten 
der  Strecke  cd  mit  +  und  — ,  und  die  Werthe  der  Function 
n  (z^  Zif  Z2)  auf  den  beiden  Seiten  dieses  Querschnittes  in  ähnlicher 
Weise  unterschieden  werden, 
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jn  {e,s^,  z^)  (in  {z,  g„  i,)  -\-J'n  ig,z„  s,)  dn{z,i„  ?,) 


fi 


=  / (77+  (^,  «1 ,  s-t)  -  n    {z,z^,  z^))  dn  (r,  g„  Sj) 

c 

c 

wird,  da  die  Differenz  der  Functioualwertbe  von  n{z,  .s, ,  z^  längs 
jener  Gränze  constant  ist;  ebenso  wird  die  in  der  vorgeschriebenen 
Richtung  vor  sich  gehende  Umkreisung  von  z^  dem  11  {z,  jer,,  ^^2)  einen 
Zuwachs  von 

—  4tniM 


Zi—  z. 


ertheilen,  und  es  wird  somit 


e  c 

-  Jn{z,z^,  z.,)  d II  {z,i„  g,)  +  / >z  {z,z^,z^)  d n (r ,  g„  g,) 

c  « 

c 

= J  (/i^  (^-,  ^,  ,z^)  —  TT  {z,  ^,,  ^2))  rf^  (^»  Si,  S2) 

« 

e 

sein,  so  dass  sich  beide  Integrale  zu 


'4^j'dn  (.,  g. ,  g,)  =  ^  j  rf/7  (. ,  5. ,  y 


\niM 

z% 


zusammenziehen  y  wobei  der  Integrationsweg  von  z^  nach  z^  nur  so 
genommen  zu  werden  braucht ,  dass  er  den  Querschnitt  ili  nicht 
schneidet.  Was  ferner  die  über  hc  auf  beiden  Seiten  ausgeführte 
Integration  betrifft,  so  hebt  sich  diese  auf,  weil  Il{z^  z^,  z^  bei  z<, 
und  Zy^  resp.  die  Incremente 

lllicj      

Z2  —  ^1  ^t  —  Zf 

erhielt,  somit  nach  der  Umkreisung  beider  Punkte  seinen  ursprüng- 
lichen Werth  wieder  annimmt,  während  dn(z,  gi,  g^)  während  die- 
ses ganzen  Laufes  denselben  Werth  behält,  und  wir  werden  dann 
mit  dem  früher  erreichten  Werthe  auf  dem  positiven  Rande  von  Qf 
von  6  nach  a  zurückkehren.  Bemerkt  man  endlich  noch,  dass  die 
beiden  Querschnitte  Q  und  Q  auf  beiden  Seiten  in  verschiedenen 
Richtungen  durchlaufen  werden,  und  bezeichnet  man  die  Stetigkeits- 
sprünge an  den  Querschnitten  Q  und  Qf  in  der  Richtung  der  in  da* 
Figur  angegebenen  Pfeile  genommen 
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für    n{g,  z^,  z.^    mit   Ü,   und  J7,' 

welche  nach  früheren  Aaseinandersetzungen  durch  die  über  den  jedes- 
maHgen  anderen  Querschnitt  in  der  Richtung  der  auf  der  positiven 
Seite  derselben  bomerkten  Pfeile  geuommenen  lutegralo  gegeben  wer- 
den. 80  wird  sich  das  Geeammtresultat  der  oben  geforderten  Integra- 
tion leicht  beratelleu  lassen.  Man  sieht  nämlich  leicht,  dass  die  In- 
tegration über  beide  Seiten  der  beiden  Querschnitte  Q  und  (^  in  der 
verlangten  Richtung  genommen  durch  den  Ausdruck 


-jnis,z„z,)dn(z,t^.t,) 
-jhiz,z,,z,)dn{z,^„ii^) 


dargestellt  wird,  in  welchem  die  über  Q  und  (^  auszuführenden  In- 
tegrationen in  der  Richtung  der  auf  der  positiven  Seite  derselben 
angegebenen  Pfeile  zu  nehmen  sind,  oder  durch 


i 


i(n+(», 


^t'' 


.-,)-n-(.-,.-,,£,)),7n(«,f,,s,) 
,,)^ir(i,i„z,))dn(!,t„i,). 


da  die  Function  d U  (z ,  ^^ ,  ^2)  ^^  beiden  Seiten  der  Querschnitte  die- 
sellwa  Werthe  hat.  Nun  ist  aber  längs  der  ganzen  Querschnitte  Q 
and  QT 

n^  («1  -Ji ,  -fi)  —  n~  (z,  Zi,  Zj)  =  /7, , 

n+{z,z„z.,)-n^iz,z 


ir{_z,  z„  z.,)  -  n~  [z,  ^,,  z.,)  =  77,' 

fäll  (^, ,  U  >  ?.l  =  n, ,    fdn  {z,  t, ,  w  = 


77' 


in  der  Richtung  der  auf  der  positiven  Seite  angegebenen  Pfeile  ge- 
iiommeu,  und  es  wird  somit  der  Werth  des  fiber  beide  Seiten  von 
Q  und  Q'  ausgedehnten  Integrales 

7?,  77j'— 77/77^ 
sein.     Setzt  man  nunmehr  den  Gesammtwerth  von 


J'll(z,:„  :,)<lIl(z,t,,Q, 


ober  die  gesanimte  Begränzung  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  genommen,  aus  diesen  einzelnen  Integralen  zusammen,  so  er- 
hält tDan 
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fn{0,  z^,  s,)  dn{s,  §,,  gj)  =  77,  Ji;-  77,'77j 

+  T^ß"^''  ^"  ^^)  +  Ir^fi"^''  ^"  «»>• 

Da  aber  das  über  die  gesammte  Begräuzung  genommene  IdI 
den  Werth  Null  haben  musste,  so  wird 

=  ^^  (77.  77,'  -  77,'77,) 

sein.     Sind  nun  diese  Integrale  dritter  Gattung 

n{z,z^,e^    und    77(^,  g,,^ 

Haui^i integrale;  in  welchem  Falle  wir  dieselben  mit 

H(z,z^,z^)    und    H(^,  gj,^^) 

bezeichnen  wollen,  so  folgt,  weil  dann  die  Coefficienten  der  logar^K.  "th- 
mischen  Glieder  M  und  M'  die  Werthe 

fUZ^    und     ?*^^« 
haben,  die  Relation 

CdH  (e,  t, ,  U)  -  fdH  {z,  .-, ,  z,)  =  ^-.  (H,  77^'  -  H,  H,') »)    , 

•<  ;   't' 

wenn  die  Periodicitatsmoduln  der  Hauptintegrale  mit  Hj,  1//,     -^^2; 
Hj'  bezeichnet  werden,  und  man  sieht  somit,  dass  zwei  Haupti»:»-'^ 
grale  dritter  Gattung,  bei  denen  die  Gränzen  des  einen  die  Y^^^^' 
meter  des  andern  sind  und  umgekehrt,  und  die  Integrationswege    x:»^ 
den  oben  angegebenen  Beschränkungen  unterliegen,    eine  nur    ^v^fl 
den  Periodicitatsmoduln  abhängige  Differenz  liefern. 

Denken  wir  uns  nun  aber  jene  Hauptintegrale  H{Zy  z^,  z^)  ixxia 
H{Zy  g, ,  gj)  ^^^  insoweit  gegeben,  dass  sie  in  den  Punkten  xr,  la^" 
Z2  resp.  g,  und  §2  ^^^  j®  einem  Blatte  so  logarithmisch  unendl*^ 
sein  sollen,  dass  der  Coefficient  des  logarithmischen  Gliedes  die  B*^' 
heit  ist,  ohne  dass  Bestimmungen  über  die  Werthe  der  PeriodicitSt^ 
moduln  an  den  Querschnitten  Q  und  Q'  getroffen  sind,  so  wird  m^ 
zu  den  beiden  Integralen  noch  das  Product  von  resp.  m  und  fn  ^ 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung 

dz 


f 


yA{z--a){2-ß)(z-y)(Z'^d) 


*)  wobei  zu  beacbteo,  dass  diese  beiden  Hauptintegrale  sich  nicht  ei' 
nur  durch  die  Verschiedenheit  der  Unstetigkeitspunkte  zu  nnterscheiden  bii^>^^* 
oben,  sondern  auch  durch  die  verschiedenen  Werthe  ihrer  PeriodicitfttnnocItL^^ 
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IcSniieu,  wenn  m   iiud   >»'  unbestimmte  complexe  Zahlen 

Nennt  man  dann  die  Poriodeu  des   elliptischen  Integrales 

ittnng    au    den  Querschnitten   Q  und   Q"    Sl  und  Si.',    dann 

lie  Periodicitätsniüduln  dieser  neuen  dritten  Integrale  an  eben 

iierschii  itteu 


i'Si- 


wird  in  Folge  dessen  für  diese   neuen    liauptiutegrale 
Rttmig  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in 

[(«,  +  ma)  (H,'  +  miV)  -  (H,'  +  ,»a')  (H,  +  ma)} 

Itiii  kann  man  aber  offenbar  m  und  iti'  so  wälden,  dasn 
H,  +  mil  =  0,        Hj-\-  m'il  =  0 
man  die  durch  diese  Werthe  von  m  und  m'  detinirten 
bestimmten   elliptischen  Hanptintegrale  dritter  Gattung  mit 

//o(2,s,,s,)     nnd     //„(£,£,,£,) 
^Bp  ergiebt  sich 


j'dH„U,z„^)=^  i\ui^{z,  £,, 


W- 


erktmau  nun,  dass  jetzt  die  beiden  Hauptintegrale  Hg{s,Sf,ej) 
^>  5n  Sl)  sich  nur  durch  die  verschiedene  Lage  dieser  ün- 
apunkte  unterscheiden,  indem  sie  denselben  einen  verschwin- 
'eriodicitätsmodul  haben  und  durch  die  Art  der  Unstetigkeit 
n  Periodicitätsmodui  ein  elliptisches  Integral  vollständig  be- 
rar,  so  folgt, 

ISS  sich  ein  solcltes  HaupUnt^gral  dritter  Gattung  nicht  än- 
rt,  teenn  die  Grängen  mit  den  Ünsteiiijleifsjnniktefi  vertauscht 
trdeti. 

nag  zur  Charakteristik  der  obigen  Ilauptintegrale,  für  welche 
adicitätsmodul  an  dem  einen  Querschnitte  (^  verschwindet, 
nerkt  werden,  dass  der  Ausdruck  für  den  andern  Periodi- 
Lolwch  leicht  mit  Hülfe  eines  Integrales  erster  Gattung  dar- 
^^B  Bildet  man  nämlich  das  Integral 


V(*.*,-*^. 


dt 


■'  VA{i-i.)ü-ß)(i-r)  (*-äj  ' 
i«8  die  Function  unter  dem  Integral  in  den  Punkten  r,  und 
ir  in  diesen  und  zwar  logarithmisch  unendlich  wird,  so  mögen 
nkte  durch  unendlich  kleine  Kreise  ausgeschlossen  werden; 
nan  nun  dieses  Integral  Über  die  geaammte  Begninzung  der 
r.usammen hängenden   Fläche,    welche    aus   der    oben    in    der 
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Figur  (53)  darge^tellteii  unmittelbar  hervorgeht,   wei 
Punkte  t\  "Dd  t-.  fortdenkt,  so  wird  der  Geaammtwertli  des  Integrales, 
,  wie  leicht  aus  den  früheren  Betrachtungen  ersichtlich  ist, 


fVÄ^iT 


o)C^-P)i*-r)(«-a) 


=  Hf£l'—  H{Sl, 


oder  wenn  //(i,  ^i,  r^,)  ein  Hnuptiutegral  dritter  Gattung  bedeuH 
dessen  einer  Periodicitätsmodul  verschwindet,  während  der  andere  mit 
F.,  bezeichnet  wird, 


=^; 


YÄi^ 


a)\t 


-  ßi(*-y](a-a) 


(/.  h.  es  drückt  sich  der  tiicht  verschwindentle  PefiodintÖismodul  jt 
oben   defmirten  Hauptintegrales  durch  das  zwischen  den  DtM 
punkten  e,  vnd  Sj  als  Qrumen  auf  der  durch  Q  uml  (^  einfach  I 
sammenhängend  gewordenen  Fläclte  genonunene  Integral  erster  C 
U7ui  dessen  Periodicitätsmodul  am  anderen  Querschnitte  aus. 

Statt  wie  eben  geschehen,  die  Integration  über  das  Product  eine 
Integrales  dritter  und  das  Differential  eines  Integrales  erster  Gattaa g 
auszuführen,  wollen  wir  ein  solches  aus  einem  Integrale  zweiter  Ga.fc^ 
tung  und  dem  Differentiale  eines  Integrales  erster  Gattung  zusamme«:«- 
gesetztes  behanclelu  und  das  in  dem  Punkte  2,  auf  einem  Blatte  n>n 
der  ersten  Ordnung  unendlich  werdende  Integral 


£(.-). 


ausgedehnt  auf  die  gesaninite  Begränzung  der  nach  Auasciiliesäui"* 
des  Uostetigkeitapunktes  B,  einfach  zusammenhängend  gemaclit*"' 
Hiemann'acheu  Fläche,  wieder  den  ßesammtwerth  Null  habcii,  "i^" 
wir  jetzt  in  noch  anderer  Art  darstellen  wollen.  Nun  ist  aber,  «e*'" 
man  die  Querschnitte  der  urspriluglichen  dreifach  zusammenhängf*' 
den  Flüche  genau  wie  früher  zieht,  sodann  den  Pnnkt  ?,  anf  de** 
zu  dem  Werthe  e,  ü  (i-,)'  gehörigen  Blatte  mit  einem  unendlich  Jtl^**- 
nen  Kreise  umgieht  und  einen  Peripheriepunkt  dieses  KreiBes  j 
irgend  einem  Punkte  von  Q  oder  </  verbindet,  leicht  zu  sehen,  f 
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I  kteiue  Kreisintegriil  um  den  Punkt  £,  genommen,  weil 


-i 


JS(s)  =—  ~  y  "t"  P**^'  gsiize  Pot,  von  (g  —  «,) 
UcB  Werth 

indem  nur  ilie  negative  erste  Potenz  von  z  —  e,  einen  endlichen 

von    Null    verschiedenen    Werth    für    das    Ereisintegral    liefert. 

ererseits  wird  die  Summe  der  beiden  Integrale,  welche  an  beiden' 

IB    der    Linien    hinführen,    welche    die    uuendlich    kleine    Kreis- 

kherie  mit  dem  Querschnitte  Q  oder  Q'  verbinden,  verschwinden, 

bei  einer  Umkreisung  von  s,  weder  E  (i)  seinen  Werth  ündert,  da 

7i  nur  algebraisch  unendlich  werden  sollte,  noch  yii{z),   weil, 

fou   vornherein  angenommen ,  der   Punkt  ä,  nicht  zu  den  Ver- 

^ngBpunkten  a,  ß,  y,  6  der  Fläche  gehören   sollte,   und  daher 

KJenselben  Functioniilwerthen   in   entgegengesetzter  Richtung  in- 

rt  wird.     Ausserdem   sieht  mau   aber   leicht  ein,   dass  in  Folge 

•  Eigenschuft  die  Integration   ober  beide  Seiten   des  Q  und  ^- 

ichuittes   sich  wieder  vollziehen  wird,   als  ob  der  f,  Punkt  gar 

b  da  wäre,  und  es  wird  daher  das  Resultat  der  über  diese  Theile 

^egrSnzung  ausgeführten  Integration  genau  wie  vorher 

t  m  (w  iQ'i 


-/(ff<-W-i-W) 


•SM 


-/(^w- 


^W) 


CBiij' 


die  Integrationen  über  Q  und  ^  in  der  durch  die  Pfeile  auf 
liositiTen  Seite  dieser  Querschnitte  angedeuteten  Richtung  zu 
eo  aind,  oder 

ESl'—E'Sl, 

E  und  E'  die  in  der  Richtung  der  Pfeile  stattfindenden  Stetig- 
prOnge  oder  Periodicitütsmoduln  des  Integrales  zweiter  Gattung 
.  und  H  und  Ü'  die  in  derselben  Richtung  genommenen  für 
^tegnil  erster  Gattung  sind.  Da  nun  wieder  das  Resultat  der 
Hinten  Iut«gratinn  den  Werth  Null  liefern  muss,  so  folgt  zwi- 
den  Periuflicitiitsmodula  des  Integrales  erster  und  zweiter  Gat- 
die  noclifolgeude  Relation 

Ea'  —  E-il  =  -'4  3tiMi^R  («,)~  * . 
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Wir  können  nun  die  Untersuchung  dieser  Relationen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln  der  elliptischen  Integrale  der  drei  GattuDgen 
noch  verallgemeinem,  indem  wir  mit 

J{Z,    Za) 

ein  elliptisches  Integral  bezeichnen,  wekhes  in  den  Punkten 

unendlich  wird  wie  die  Functionen 

»1  log  {z  —  ^i)  +  &i  (^  —  ^i)-'  +  Cy{z  —  -2r,)-2  -\ \-  K{^  -  hY'i 

«2  log  {z  —  z^  -\r\i.z  —  -2-2)"^  +  ^2 (^  —  ^2)""*  H h  *2 (^  —  -2)"*"' 

öm  log  {Z  —  Zm)  +  &m  (^  —  ^m)""^  +  Cm  {z  —  Z^)-^  -| f.  i^  (^  -  ^«')"*'"'l 

•und  mit 
ein  Integral,  welches  in  den  Punkten 

Si;  b2;   •  •  •  S» 

unendlich  wird  wie  die  Functionen 

a,  log  {z  -  g.)  +  /J,  (^  -  5,)- '  +  y,  (^  -  £,)-*  +  •  •  •  +  X,  (5  -  5,)-', 

a,  log  (^  -  gj)  +  /Sj  (^  -  5,)- '  +  yi  (^  -  g,)-*  +  •  •  •  +  «2  (^  -  y-'"' 


a,  log  {z  -  g„)  +  /3«  {z  ^-  g.)-i  +  y,  (^  -  5»)-*  + h  *-(«-«.) 

und  für  welche  nach  Früherem  die  Belationen  bestehen 

^l    +   ^2   +    •    •    •   +   ^OT   =  0 

^i  +  <^2  +  •  •  •  +  ^»  =  0. 
Untersuchen  wir  nunmehr  wieder  das  Integral 


a*^ 


) 


f 


über  die  gesammte  Begränzung  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  genommen,  welche,  nachdem  die  Querschnitte  Q  und  (f  fS^ 
zogen ,  durch  neue  m  +  n  Querschnitte  zerschnitten  wird ,  welche 
z.  B.  jede  der  die  Punkte  r,,  z^,  ...  z^  umschliess6nden ,  uneniB* 
kleinen  Kreisperipherieen  mit  einem  und  demselben  Punkte  von  V; 
jede  der  die  Puukte  f,,  gj;  •  •  •  Sn  umschliessenden  Peripherieen  ^^ 
einem   und   demselben  Punkte   von    Q  verbinden*),    so  wird  ssuei» 

*)  DasB  der  uuendlich  entfernte  Punkt  nicht  ausgeschlosaen  zu  veidfi^ 
braucht,  geht  daraus  hervor,  dass  die  Entwickelung  der  Function  unter  deiA 
Integralzeichen  nach  fallenden  Potenzen  von  z  die  negative  erste  Potenz  dieaei 
Variabein  nicht  enthalten  kann ,  da  sonst  das  Integral  in  £  «*  00  logarithmiBcii 
unendlich  würde,  was  nicht  angenommen  worden,  und  ebenso  folgt  aus  den  am 
Anfange  dieser  Vorlesung  entwickelten  Gründen,  dass  die  Verzweigongspunkte 
unberücksichtigt  bleiben  können,  gleichgültig  ob  dJ(z,  fj  in  einem  derselben 
endlich  oder  unendlich  ist. 


jsnj'jma. 


-z^iu^-s-  .-".     .:.■  .z~'-'.- 


■iCT"i- 


.   Z^     II 


•Ute    OL 


:?    r**^     ."•Tilp'C         :>*'rC:^"v:   ""SL 


/ 


=  '^i  :  -  = 


is-T.    -r^ir^i 


- 1 


•^-s  -«rz-t.     l»i  i-:t*r  r-K2f»r   ;•*:    i- 


c.   die    F=M 


dangsüxü' 
meoen  lex 


■  ^" v^i*      j  »  *  » ^^i» t^*«***  ■  ^« ■     ■  •  ■ 


oder   dA   c.  —  c.  —  -    -  —  c,  *=      i?:. 


2»! 


»   ^ 


... ^     "7-      -        _/-  M 

rnier   endlich 


'J  sr  i 


./ 


Bei  allen  diesen  Umkreisungen  ist  an  Jon  Funotionoi;  i;nttM- 
dem  Integral  nichts  geändert  worden,  und  in  loliro  dossoii  schliossi 
sieh  die  Integration  längs  dem  Qaerschnine  V  ^^^^r  trühor  Ih\^ouuoiumi 
unmittelbar  an.  Kommt  man  im  Laufe  der  woitortMi  Intoirration  :ui 
den   Punkt  des  i/nerschnittes  Q\   nach  welolunn  die  von  dou  um 


I  • 


'^y 


.  .  r«  beschriebenen  Kreisperipherieen  ausirohondon  i^iuTsohnitto 


der  Fläche  f&hren,  so  wird  es  nüthig  sein,  zuerst  die  Wortlie  dor  tun 
jene  Kreisperipherieen  genommenen  Integrale  /u  bereolinen.    Ha  nun 

die  Entwickeinng  der  Function  Ji^z,  :,^  um  den  Punkt   :^  irononuuen 

der  Voranssetznng  nach  von  der  Form  war 

.log  U  —  ^f)  +  fce(* ---e)"'  +  ^e(-  -  -V   M-  •  ■•  +  f^V  •       -o^    '''\  ♦  ^  ' 
worin   q>  {x)  eine  in  der  durch  die  Querselniitte   V  ^*'^*'   V    ^'it^taeli 
xnsammenhangend  gewordenen  K  i em an n  sehen  KliU-lie  tür  tue  Punkte 
der    Umgebung  von  z^  endliche  und   eindeutige   Function   von   :    ist, 
mo  wird 


:  —  i 


n 


\'K^ 


A bSsi bergt r,  rlUpt.  Fanct. 
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sein^  und  dieses  Integral  daher  ^  weil 

flog  (^  —  z^)  dz 

■ 

für  einen  unendlich  kleinen  um  z^  beschriebenen  Kreis  verschwindet^ 
und 

I  {z  —  Zq)-  ^  dz  =  —  2iti 

itg) 

ist,  da  die  Kreisperipherie  von   links  nach   rechts  beschrieben  wird, 
den  Werth  annehmen 


t  =  z^ 


da  ferner  bei  einer  Umkreisung  von  z^  die  Function  J{z,  Za)  ver- 
möge ihres  logarithmischen  Gliedes  a^  log  {z  —  z^)  um  die  Grosse 
—  2  7cia^  zunimmt,  während  dJ{Zy  ga)  seinen  Ausgangswerth  wieder 
erreicht,  so  werden  die  beiden  längs  der  Verbindungslinie  der  Kreis- 
peripherie von  Zq  mit  dem  Punkte  von  ^  auszuführenden  Integra- 
tionen den  Werth  liefern 


(J"^  {Z,  Zu)  —  J     {Z,  Za))  dJ{z,  g«), 


wenn  mit  a  jener  Punkt  auf  Q'  bezeichnet  wird,  oder  nach  der  eben 
gemachten  Bemerkung 

2niag  ldJ{z,  g«); 


it 


für  die  nächste,   von  a  nach  .3*^  +  1  laufende,  z^^i  umkreisende  und 
wieder  nach  u  zurückkehrende  Integration 


j{J{z,  Za)  —  2  jcia^)  dJ  {e,  £«)) 


sieht  man  unmittelbar,  dass,  weil  J{z,  go)  für  z^=:  Zg^i  endlich  isi^ 
das  geschlossene  Integral  um  ^^,+1  den  Werth 


'  =  •^  +  1 
hat,   während  die  beiden  längs  jener  Verbindungslinie  genommenen 
Integrationen,  da  J(z,  Zu)  bei  der  Umkreisung  von  z^^i  um  —  27iia^j^\ 
zunimmt,  den  Werth 

yi(J+  (^,  Za)  -  2  nia^)  -  {J'{z,  Za)  -  2niag)]  dJ  (*,  t-) 
oder 
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2Äirtf  +  i  ldJ(s,  ta) 


a 


annimmt.  Da  endlich  nach  Umkreisung  aller  Unstetigkeitspunkte 
j?, ,  ^2,  ...  2m  die  Function  J{Zj  Zo)  um 

—  2  jri  (aj  +  a2  +  •  •  •  +  am) 

zugenommen,  d.  h.,  weil  «j  -|-  Oj  +  •••-(-  am  =  0  ist,  unverändert 
geblieben  ist,  so  wird  die  Integration  über  die  weiteren  Theile  von 
Q  und  Q[  geradeso  weiter  gehen,  als  wenn  diese  singulären  Punkte 
nicht  vorhanden  wären,  und  .es  wird  daher,  wie  aus  dem  oben  Durch- 
geführten unmittelbar  einleuchtet,  das  Resultat  der  über  die  Quer- 
schnitte Q  und  (^  genommenen  Integration,  wenn  wir  mit 

P  und  P',     n  und  IV 

die  Periodicitätsmoduln  der  beiden   Integrale  J{e,Za)  und  J(z,ia)f 

als  Stetigkeitssprünge  in  der  oben  angegebenen  Richtung  genommen, 

bezeichnen, 

PIT-  FH 

sein,  so  dass  mit  Zusammenfassung  aller  der  für  die  theilweisen  In- 
tegrationen gefundenen  einzelnen  Werthe  und  mit  Berücksichtigung 
des  Umstandes,  dass  das  Gesammtresultat  der  Integration  aus  be- 
kannten Gründen  verschwinden  muss,  sich  die  Beziehung  ergiebt 

(P/7'  -   rn)  =  a,  J(g„  Sfa)  +  CC,J{t,,  Za)-] h  «n  J(£„,  Z„) 

—  Ol  ldJ{z,  ta)  —  a^  jdJiz,  r«)    -  •  •  •     -  a„,  j  dJ[z,  £„), 

a  a  et 

oder  mit  Berücksichtigung  der  beiden  Gleichungen 

*ft  +  «f?  H •  +  «n  =  0,       a,  -(-  ao  +  •  •  •  +  ff'n  =  ^> 

in   der  den  früheren  speciellen  Fällen  analogen  Form 

(jp/r  —  P'iZ)  =  «2  f^J(ß)  ^«)  +  ^zidJ{^,  Za)  H f-  «n  I  dJ[.:,  Zu) 

^^o     alle    hier   vorkommenden  Integrale    auf  der  einfacli    zusammen- 
IiSngenden  Biemann 'sehen  Fläche  zu  nehmen  sind. 

E#8   mag   endlich  noch  ein   specieller  Fall  besonders    behandelt 

19* 


J 
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werden^  für  den  wir  zulassen  wollen^  dass  die  Singularitäten  xd 
der  Unendlichkeit  liegen^  doch  wollen  wir,  bevor  wir  auf  die  Unter- 
suchung der  Periodenrelationen  für  derartige  Integrale  eingeheo^ 
uns  zuerst  das  allgemeinste  elliptische  Integral  zu  bilden  sadten» 
welches  in  der  ganzen  Riemann 'sehen  Fläche  endlich,  nur  f fir  d0D 
unendlich  entfernten  Punkt  und  zwar  auf  beiden  Blättern  algebiuflcb 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird.  Mit  Hülfe  der  früher  Mfc- 
gewandten  Methoden  folgt  zuerst  ganz  unmittelbar ,  dass  das  allge- 
meinste elliptische  Integral,  welches  für  keinen  im  Endlichen  ge- 
legenen Werth  unendlich  gross  werden  soll,  die  Form  haben  muss 

'M  {z  -  a)  (r  -  (?)  {z  -  y)  (J  -  d)  +  (CpZ^  +  c^z  +  c^)  yMz~ a)~{^~^  ßf^'-^  y)  [z  -  ^] 

{:  -  a)  (r  -  ß)  {z  -  y)  {z  -  d) 

m 

und  wenn  man  weiter  berücksichtigt,  dass  in  der  Umgebung  des  un- 
eudKch  entfernten  Punktes  für  das  eine  oder  das  andere  Blatt 


VB  [z) 
wenn 

^  +  ß  +  Y  +  ^  =P 
gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Coefficient  von  jfi  in  der  Ent- 
wicklung der  t\mction  unter  dem  Integral  nach  fiedlenden  Potenzen 
von  z 

ist,  während  die  Potenz  z—^   mit  dem  Coefficienten 

behaftet  ist.  Da  aber  dieses  letztere  Glied  ein  logarithmiscbes  Cn- 
endlichwerden  für  r  »>  oo  in  das  Integral  brächte,  so  muss  der  Coeffi- 
cient von  A~*   gleich  Null  gesetzt  werden,  also 

sein,  und  es  geht  somit  die  allgemeine  Form  des  gesachten  Inteipi- 
les  in 

*  t/      l.  '      ^     yA[z^a){z-^ß)(z-f){£^e)J 

-J]  A   z-  a)  {z  -  ß^  (z  -  y)  (z  -  d) 

Ober,    wobei   zu  bemerken,    dass  dasselbe  in  jer  =  ao  in  d«n  eineB 
Blatte  wie 

in  dem  andern  wie 

unendlich  gross  wird,  und  dass   M,  c^,  c.^   willkOhrliche  Conaitfttt 
bedeuten. 
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Es  soll  Dunmehr 


dz 


VA  {Z  —  a)'  {z  —  j5)  (z  -  y)  {z  —  6) 

Ober  die  Begi^zuug  derjenigen  einfach  zusammenhängenden  Fläche 

•D8gedehnt  werden,  welche  nach  Ausschliessung  der  beiden   in  der 

Unendlichkeit  auf  den  beiden  Blättern  liegenden  unendlich  entfernten 

Auücte  durch  einen  von  d  nach  e  und  einen  von  h  nach  c  laufenden 


Qaerschnitt  in   eine   einfach    zusammenhängende  Fläche  verwandelt 
worden  ist.*) 

Gehen  wir  wieder  genau  in  der  früher  besprochenen  Weise  von 
a  aos,  so  gelangen  wir  nach  h  und  haben  zuvörderst  längs  bc  und 
ee  auf  deren  positiven  Seiten  zu  integriren,  sodann  den  unendlich 
grossen  im  zweiten  Blatte  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreis  zu 
ablaufen,  auf  der  negativen  Seite  von  e  nach  d,  längs  dem  un- 
^dlich  grossen  im  ersten  Blatte  gelegenen  Kreise  imd  endlich  auf 
^  positiven  Seite  von  d  nach  c  und  der  negativen  von  c  nach  h 
^  zu  integriren. 

Was  vor  allen  Dingen  das  unendlich  grosse  Kreisintegral  auf 
^^  zweiten  Blatte  betrifft,  so  wird*  in  der  Nähe  des  unendlich  ent- 
^^ten  Punktes  auf  'dem  einen  Blatte  der  Voraussetzung  nach 

*}  Wie  der  allgemeine  Fall,  in  welchem  ein  elliptisches  Integral  für  z  =  oo 
^^'girithmiBch  unendlich  mid  algebraisch  unendlich  von  beliebiger  Ordnung  ist, 
^  behandeln,  bedarf  nach  den  früheren  Ausführungen  keiner  weiteren  An- 
imibing. 
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E^(0)  =  kz  +  ^  +v0-^  + 


und 


und  somit 


VB  Iz) 

so  dass  das  über  jenen  unendlich  grossen  Kreis  genommene  Integral 
den  Werth 

oder 

hat.     Beim  Umkreisen  des   unendlich   entfernten  Punktes   hat  aber 

weder  E^{z)  noch  yiR  (e)  eine  Werthveränderung  erlitten,  und  es 
werden  sich  somit  die  Integrationen  längs  beiden  Seiten  von  ec  auf- 
heben. Was  die  Integration  längs  dem  zweiten  unendlich  grossen 
Kreise  betrifft,  so  wird  dieselbe,  ähnlich  wie  vorher,  mit  Berücksich- 
tigung des  entgegengesetzten  Werthes  von  }/  R  (0)  und  miter  Voraus- 
setzung der  Entwicklung 

den  Werth  liefern 

und  da  wieder  beim  Durchlaufen  des  unendlich  grossen  Kreises  weder 

E^(z)  noch  y  R  (3)  ihren  Werth  ändern,  so  werden  die  über  die 
Strecke  cd  und  hc  ausgeführten  Integrationen  für  beide  Seiten  dieser 
Querschnitte  sich  wegheben,  und  es  wird  somit,  wenn  -Bj  und  Ej',  ft 
und  Sl'  die  Periodicitätsmoduln  der  Functionen 

E,(z)    und     /V-^— .^  -^ 

an  den  Querschnitten  Q  und  Q'  in  der  angegebenen  Weise  bedeuten, 

sein,  oder  mit  Berücksichtigung  der  oben  gefundenen  Werthe 

oder 

^    (E,  Sl  —  E;PJ)  =  —  2  Co^""' , 


2  Tri 

von  welcher  Formel  wir  gleich  nachher  für  Aufstellung  der  bekann- 
ten Legen dre'schen  Gleichung  für  die  Beziehung  der  Periodicitäts- 
moduln des  ersten    und  zweiten  Normalintegrales   eine  Anwendung 
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machen  werden,  wenn  wir  die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen 
Integrales  erster  Gattung  etwas  näher  untersucht  bähen  werden. 
Setzt  man  nämlich 

JVA{z-a){Z--ß)  {z-y)  (^z-S)  ^        ' 

worin  z  =  X  -{-  yi,  und  u  und  v  reelle  Functionen  von  x  und  y  sind, 
so  werden  in  dem  Ausdrucke 

u  dv  =  u  K^  dx  -{-  u  ^  dy 

oder  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen 

du       dv      du dv 

dx^^  dy^     dy  dx 


in  dem  Ausdrucke 


du  -j      i       cu  j 
—  ti  ^-  dx  4-  u  ^    dy 
dy         ^       dx    '' 


die  Coefficienten  von  dx  und  dy 

du  cu 

dy^        ex 

auf  der  ganzen  Riemann'schen  Fläche  endlich  und  eindeutig  sein, 
weil  das  Integral  erster  Gattung  u  '\-  vi  es  ist,  ausgenommen  in  den 

Verzweigungspunkten  von  i/R(e),  da 

cu    t     '  dv ^  (w  +  iv)  d  (u  +  *  t') 1 

^x    '      dx  ~~Fx  dz  yR{z] 

oder 

du        -du 1 

dx^^cy"'  yü^j 

ist,  welcher  Ausdruck  f^i  z  =  a,  ß,  y,  Ö  unendlich  wird.  Wollen 
wir  daher  die  vorgelegte  Riem  an  nasche  Fläche  zu  einem  vollständig 
bekränzten  Räume  machen,  innerhalb  dessen  sich  für  die  Functionen 

u  ^ ,    u  ^  keine  Discontinuitatspunkte  befinden,  so  werden  wir  nur 

die  Verzweigungspunkte  durch  unendlich  kleine,  doppeltgewundene 
Kreise  einzuschliessen  brauchen,  und  es  wird  dann  nach  dem  durch 
die  Gleichung 

JiPdx  4-  Qdy)  -ff  (II  -  f )  clxdy 
dargestellten  Satze  der  sechsten  Vorlesung 
(a) Judv  =  /  (—  **|])^'^  +  **^x^y) 

-J'j'bU'n)+fA''l:ii}'""^ 

-Iß  ß"-" + 1?)  ■"  ■"  +J'JW+  <^)  ■"  "■« 
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sein^  wo  das  einfaclie  Integral  Ju  dv  über  die  gesammte  B^ranzimg 
der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  in  der  bekannten  ßichtcmg 
genommen  und  die  rechts  stehenden  Doppelintegrale  über  den  Inhalt 
dieser  Fläche  auszudehnen  sind.    Nun  ist  aber  leicht  einzusehen^  dass 


/» 


dv 


über  die   Begränzung  eines  um   einen  Verzweigungspunkt   beschrie- 
benen  Kreises  ausgedehnt,  den  Werth  Null  annehmen  muss;  denn 
sei  a  dieser  Verzweigungspunkt  und  werde  der  auch  in  diesem' Punkte 
endliche  Werth  von  w  mit  t/«  bezeichnet,  so  wird,  wenn  der  Wertii     , 
von  u  für  die  Peripheriepunkte  des  unendlich  kleinen  Doppelkreises 

mit 

Ua  +  £  {x,  y) 

bezeichnet  wird,  wo  e  (x,  y)  für  alle  in  Betracht  kommenden  Punkte 
unendlich  klein  sein  wird, 

jndv  =  I  (Ua  +  e  (a;,  y))  dv  =  Ua  j  dv  +  js  (a:,  y)  dv, 

\ct)  Ja)  {a)  Ja) 

und  da 

dz 


i  du  4-  i  i  dv  ^=  I  -,— — 


(2) 
Ja)  Ja)  (a) 

und 
ist, 


I  du  =  I  dv  =  0 


werden  und  sich  somit  fürs  erste 


I  udv  =  I  £(Xy  y)dv 


ergeben.  Bezeichnet  man  nun  den  grössten  Werth,  den  der  Modul 
von  €  (x,  y)  für  die  Peripherie  jenes  Doppelkreises  annimmt,  mit  e, 
so  folgt 

mod  I udv  =  mod  / s  (x,  y)dv  <^  j  mod  e (x,  y)  mod  dv 

(«)  («)  {«) 

<  e  I  mod  dv  <.  e  I  mod  r^- *), 

(a)  (a) 

und  daher,  wenn  mit  ds  das  Bogenelement  des  Doppelkreises,  mit  r 
der  unendlich  kleine  Radius  bezeichnet  und 


*)  da 

dz 


mod  dv^  Vdu^  '\-  dv*]^  mod 


KäüJ 
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mod  yit(£)  =  mod  }/(z  —  a)  mod  /(z  —  ß)  {z  —^T(ß—'S)  =  r^  f(x,  y) 

g<Bactzt  wird,  worin  fipo^  y)  für  die  Peripheriepunkte  jenes  Kreises 
endlich  und  von  Null  verschieden  ist, 

mod  I  udv  <  e  /  -, — -  —  <^  e  1  "i <  er^  1  -77-^, 

(«)  («)  («)  (a) 

welche  Grosse  sich  somit^  da  r  unendlich  klein  ist,  der  Null  nähert. 
Daraus  folgt  nun  aber,  dass  in  der  obigen  Gleichung  (a)  das  In- 
tegral Ju  dv  nur  über  die  doppelten  Seiten  der  beiden  Querschnitte 
Q  und  ^  der  Riem  an  naschen  Fläche  wird  ausgedehnt  werden  dürfen. 
Beachtet  man  ferner,  dass  für  alle  Punkte  des  umgränzten  Raumes 

ist,  so  folgt,  weil  das  Integral 

ssm+ m]  ^'  ^» 

vermöge  der  positiven  Werthe  der  einzelnen  Elemente*)  selbst  positiv 
ist,  dass 

udv , 


/• 


über  jene  Begrenzung  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  ge- 
nommen, wesentlich  positiv  ist,  wobei  bekanntlich  die  Umkreisung 
so  stattzufinden  hat,  dass  man  während  der  Bewegung  die  begränzte 
Flache  zur  Linken  hat.  Bezeichnet  man  nun  der  Unterscheidung 
halber  die  innere  Seite  der  beiden  Querschnitte  mit  Q- ,  Q^ ,  die 
äassere  Seite  derselben  mit  ^,  ^+,  so  wird  das  obige  Integral, 
w^enn  als  Integrationsrichtungen  die  in  der  Figur  55  durch  die  Pfeile 
angezeigten  genommen  werden, 


oder 


I udv  —  I  udv  —  I u  dv  -{-  I u  dv 

V     V-     i-     i'^ 

ßu-^  —  u")  dv  +f{u-^  —  u~)  dv, 


Q  u: 


*)  Dar  wenn  für  alle  Punkte  jener  Fläche 

a^      "*       dy     "^ 
d.  h.  M  =»  est.,  also  auch  in  Folge  der  obigen  Differentialgleichungen  zwischen 
u  uud  V  die  Grösse  v  constant  würde,  was  für 


2 

"+"■=/) 


dz_ 


nicht  stattfinden  kann,  würde  dies  nicht  der  Fall  sein. 
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indem  mit  m+  und  w  die  zu  Q+  und  Q",  (?'+  und  Q'—  gehörigen 
Werthe  der  i*-Function  bezeichnet  werden,  und  dv  zu  beiden  Seiten 
desselben  Querschnittes  wegen  des  constanten  Stetigkeitssprunges  des 

Fig.  66. 


^  ^ 


Integrales  erster  Gattung,  dessen  rein  imaginärer  Theil  die  Grosse 
iv  ist,  denselben  Werth  hat,  so  wird,  wenn  die  beiden  PeriodicitÄts- 
moduln  des  Integrales  erster  Gattung  au  den  Querschnitten  Q  und 
Q'  mit 

Sl  =  (i  -j-  vi,     Sl'  =  (i  -\-  vi 

bezeichnet  werden, 

am  Querschnitte  Q:    ur^  -~  u~  =  ^ 

am  Querschnitte  Q':    m+  —  m"~  =  —  ^i, 
und  daher 

ju  dv  =  (i  I  dv  —  |ii'  jdv 

sein,   worin  die  Integrationsrichtungen  wieder  die  durch  die  Pfo**® 

angezeigten   sind.     Da  aber  dv  der  rein    imaginäre  Theil  des  DiÄ®' 

rentials 

dz^ 

ist,  so  werden  die  geschlossenen  Integrale  über  dv  in  den  Curve 
und  Q'  genommen  die  rein  imaginären  Theile  der  Periodicitatsmoi 
an  den  Querschnitten  Q  und  Q'  liefern,  und  daher 


sein  y  so  dass 


I  dv  =  v^y       jdv  =  V 


j 


u  dv  =  fiVi  —  /i,  V, 
und  daher  nach  dem  oben  gefundenen  Resultate 


I    Die  rcriodieilUtfiDodnlii  der  elliptiHclieii  totegralc. 


2!)9 


^fta  aber 

ß'+  »'*•       (i^MiriU''-         _ 

p  +  W  ^.+\.  ^t  +  *.   -r  *  ^.^.^ 

^  ergiebt  sich,  daea  der  rein  imaginäre  Theil  der  heidi-n  in  der 
j  angegebenen  Weise  gewählten  Periodiätätsmodubi  das  Frodtut 
%  in  einf  wesetUlich  positive  Zahl  ist,  eine  Eigenschaft,  welche 
n:  die  wesentliche  Bedingung  für  die  Einführung  der  ih-Funotion 
Im  wird. 

iyih&  die  Perioden  ß.  und  Sl'  eelbst  betrifft,  so  ist  es  leicht,  sie 
form  von  bestimmt«!!  Integralen,  die  sich  von  einem  Verzwei- 
kspunkt  zum  andern  hin  erstrecken,  anszudn'lcken ;  denn  da  man 
^Querschnitte  immer  mehr  und  mehr  zusammenziehen  kann,  so 
p  nur  Q  den  Verzweiguagsschnitt  a  ß  ganz  umachliesst,  und  ^ 
die  beiden  Verzweigungapunktc  u  und  S  einschliesst,  so  wird 
<  schliesslich  statt  des  über  (/  genommenen  Integrales,  welches 
ilPeriodicitätemodul  am  Querschnitt  Q  liefert, 


(31 

kSnnen,  indem  Yli  ia)  im  zweiten  Blatte  das  entgegeugeeetstte 
teil  annimmt;  ebenso  wird  das  in  dem  durch  den  Pfeil  angedeu- 
Sinne  über  <j  genommene  Integral,  welches  den  PeriodiciUits- 
jaerschuitt  (Jf  liefert,  den  Werth  haben 


iL-- 


i  lieiden  Seitou  eines  Verzweignngsechnitt^s  in  demselben  Blatte 
Kn  entgegengeaetzte  Werthe  hat*);  in  beiden  Perioden  muss, 
liras  der  Fignr  unmittelbar  su  ersehen,  mit  demselben  Zeichen  von 
l(s)  ausgegangen  werden. 

CNachdem  wir  soweit  die  Untersuch  äugen  über  die  Periodicitäta- 
bln  der  elliptischen  Integrale  ganz  allgemein  durchgeffllirt,  wollen 
petzt  noch  auf  di«  von  Legendre  zu  Grunde  gelegte  Normal- 
I  tiüher  eingeben,  fiir  welche 

jaomit  die  dazugehörige  Riemann'eche  Fläche  aus  zwei  Blättern 
|deu  Verzweigungspunkten 


^)  El  be^arl'  keiner  lieeouderen  ErwÜhnUDg,  daas  sich  ebonao  die  Feriodi- 
nodalii  des  allgetneiiieD  elliptLsi'hen  hitegriil«K  iLii  den  beiden  QaeredmitteD 
1  <jf  durch  liMtimmt«  xwiacbeu  den  TerxweigQDgepimkton  genommene  In- 
e  aatdrücken  ksBen. 
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-^-1, +1, +-1 

besteht,   für  welche  die  Verzweigimgsschnitte  vou nach  —  1 

und  von  -|"  1  "^^^  H gc^^gt  und  die  Querschnitte,   wie  in  der 

folgenden  Figur  angegeben,  gezogen  werden  sollen. 

Wir  werden  jetzt  die  Periodicitätsmoduln  des    in   der  Normal- 
form  gegebenen   Integrales    erster   Gattung  durch   Integrale  auszu- 

Fig.  56. 


Ä' 


drücken  suchen,  welche  von  dem  im  ersten  Blatte  liegenden  Null- 
punkte ausgehen  (indem  wir  das  erste  Blatt  dadurch  definireU;  dass 

yB  {z)  im  Nullpunkte  den  positiven  Werth  +  1  haben  soll)  und  zu 
den  einzelnen  Verzweigungspunkten  auf  Wegen  führen,  welche  auf 
der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  liegen. 

Sei  also  die  untere  Integrationsgränze  der  Nullpunkt   auf  dem 
positiven  Blatte,  so  wird  jedes   in  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  F'  vom  Nullpunkt   nach   irgend   einem  Punkte   genommene 
Integral,  auf  welchem  Wege  dieser  Fläche  auch  integrirt  wird,  einen 
fest  bestimmten  Werth  erhalten.     Denken  wir  uns  nun   im  ersten 
Blatte   die  Verzweigungspunkte   —  1    imd   +  1    durch   eine  gerade 
Linie  verbunden,  so  wird  oflFenbar  das  zwischen  diesen  beiden  Punk- 
ten längs  dieser  Geraden  in  F'  genommene  Integral  dem  in  F  z^' 
sehen  diesen  beiden  Punkten  genommenen  Integral  um  £1  vermin- 
dert gleich  sein,  da  man  den  Querschnitt  Q  vou  aussen  nach  innen 
durchschneidet.    Statt  aber  in  F'  von  —  1  bis  +  1  im  ersten  Blatte 
zu  integriren,  kann  man  jeden  andern  Weg  zwischen  diesen  beiden 
Gränzen  auf  der  Fläche  F'  wählen,  also  auch   von  —  1  bis  0  und 
von  0  bis  -|-  1  auf  F'  genommen,  und  es  folgt  somit,  da  man  statt 
von  —  1  bis  0  auf  der  Fläche  F'  zu  integriren ,  nur  den  von  0  bis 
—  1  sich  ergebenden  Integralwerth  negativ  zu  nehmen  braucht, 

4-1  1  —  1 

J*     dz p  ^    /•      dz     _   /•      d$     ^ 

—  1  0  0 


Verbindet  man  ferner  die  Verzweignngspuukte  —  1  und  -f-  1  durch 
ioe  Otirade,  welche  im  zweiten  Blatte  liegt,  also  nach  der  ohigen 
"igur  keinen  der  Querschnitte  sclmeidet,  so  wird  ebenso 
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J^YHi:,    JrywTf)    J^-vrai' 


u  über  jetxt  das  auf  der  linken  8eite  stehende  Integral  in  der  im 
weiten  Blatte  liegenden  lieraden  genommen  ist;  da  aber  in  über- 
inander  liegendon  Geraden  beider  BlPt-tter  die  Zeichen  von  y'J{  (^) 
Dtgegcngedetzt  sind,  so  werden  .durch  Addition  der  beiden  letzten 
lleichnngen  die  beiden  in  der  Ftiiche  ^'  genommenen  Integrale  sich , 
regheben  und  somit  die  Beziehung  liefern 


21' ^^-2f-^ 


^^  i  die  rechts  stehenden  Integrale  eindeutig  definirte  Gröesen  sind. 
Besctchnet  man  nun  die  auf  dem  positiven  Blatte  der  Fläche  F  ge- 
ndlinig  genommenen  Integrale  Ton  0  bis  4-  1  und  0  bis  —  1  mit 

/ '—  " ,   ?' -^ 

•o  ful);!  iiDmitl«n>ar,  dasa 

■   JyFifw~J\ysri)''^ 

'  wait  auH  der  Gleichung  fn) 

-  s  -  a  /i  r^  -•2ii  +  2-r'  jj= 

J  \ rii (-■,         ^  J  i  KKW 


«=4/| 


Vr  (I) ' 


^^^Itircii  die  erste  Periode  durch  ein  geradliniges  Integral  vom  Null- 
■*«  nach  einem  Verzweiguugspunkte  hin  ausgedrückt  iat^ 
uftweii  wir  ferner  im  ersten   Blatte  der  Figur  gemäss  auf  der 

)  iDdciQ  yjtis'i,  wie  [inniitleUmr  miti  der  Conatruvtiou  der  Itiuraann'sclian 
tf  ^*^'  FiiuctioD  folgt.  lu  tieide»  Soiten  dei  Niillpiuikte»  in  vutapreclieo- 
""■OJitaii  der  reellen  Achsi?  gleiche  Werthe  aaniinnit. 


302  Funfzehute  Vorlesung. 

linken  Seite    des  Verzweignngsschnittes  einen  Integrationsweg  sieh 

von  1  nach    -    in  einer  geraden   Linie  hinziehen ,  so  wird  mit  Be- 

rücksichtigung  des  Umstandes,  dass  dieser  Weg  den  Querschnitt  Q 
von  innen  nach  aussen  schneidet^ 

j_  1 

X  X  1 

J*      dz fy /*      dz      /•      ds 
F  VW{F)         Jf'  mW)    Jr  yW7) 

1  0  u 

sein,  wenn  die  Integrale  der  rechten  Seite  auf  beliebigem  Wege  der 
Fläche  F'  genommen  werden ;  ebenso  wird  für  den  im  zweiten  Blatte 
ebenfalls  auf  der  linken  Seite  des  Verzweigungsschnittes  von  1  nach 

-  genommenen  geradlinigen  Weg 

i.  ^ 

X  X  1 

dz 


r    dz    ^  r  _A?    _  /* 


V'it^z) 

1  Ü  0 


sein,  worin  das  Integral  der  linken  Seite  jetzt  vermöge  des  entgegen- 
gesetzten Zeichens  der  Wurzel  auch  den  entgegengesetzten  Werth 
von  dem  in  «der  vorigen  Gleichung  vorkommenden  annimmt,  &nd  es 
wird  somit  die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen 


1 

-  Ä'==  2  r -i  -  2  /'  -^ 

JrVR{.z)         JfVR[z) 

0  0 


liefern;  bezeichnet  man  wieder  mit 


/ 


X 

dz 


VRkz) 

0 

das  geradlinig  genommene  Integral  zwischen  O  und  — ,  so  wird  mit 
Hülfe  der  beiden  unmittelbar  ersichtlichen  Beziehungen 


1 

X 

dz 

VB[Z) 

1 

X 

dg 
VB(e) 

ß 

Sl' 

1 

dz 

yjiiz) 

1 

dg 

Vülg) 

-  Sl 

für  £1' 

sich  der  Ausdruck  ergebei 
1 

1 

- 

-£l' 

X 

dz 

-    2Sl 

2  Si' 

i 

de 

oder* 

V  ■ 

=  +  2ß 
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i_ 

x  1 

dz 


(2) ß'= 2 ri  -i^-rr  —  2  r, ,, 

^  ^  J   \VB{z)         J   \VR(z) 

0  0 

Somit  wären  in  (1)  und  (2)  die  Perioden  allgemein  durch  die 
geradlinig  genommenen  Integrale  von  dem  auf  dem  ersten  Blatte 
befindlichen  Nullpunkte  aus  nach  den  Verzweigungspunkten  1  und 

—  hin  ausgedrückt. 

Ist  x^  reell  und  kleiner  als  1^  so  setzen  wir  mit  Legendre 

so  dass  der  eine  Periodicitatsmodul 

ist,  welcher,  wie  aus  der  Form  des  Integrales  unmittelbar  hervor- 
geht, reell  und  positiv  sein  wird.    Ferner  setzt  Legendre 

0 

worin  X|  als  complementarer  Modul  von  x  durch  die  Beziehung  de- 
finirt  ist 

macht  man  auf  dieses  Integral  die  Substitution 

1  -  x«/« 


z^ 


so  wird  dasselbe  in 

X 


ICi« 


r\  dz' 


übergehen,  und  wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  x^  reell 
und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  den  vorher  gefundenen  Ausdruck 


1 

X  1 


Ä'= 


0  0 

da  die  Integrationsw^e  in  die  reelle  Axe  fallen,  in  die  Form  setzt, 

1  1 

J^  I  Vii-  si»)  (1  -  »«'^j  J^  I  y\z^  -  1)  (i  -  X«  i*) ' 

so  wird  sich 

ergeben  und  rein  imaginär  sein. 

An  die  DarAellung  der  Perioden- des  elliptischen  Integrales  erster 
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Gattung  knüpfen  wir  die  Specialisirung  der  oben  für  die  Periodi- 
citätsmoduln  von  elliptischen  Integralen  erster  Gattung  und  solchen 
elliptischen  Integralen,  welche  für  z  =  oo  auf  beiden  Blättern  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  werden,  gefundene  Relation.  Es 
mögen  die  beiden  elliptischen  Integrale 

/[ _dz ,       /*  !^dz 

V(r^  '^  (1  '^^^2!^)  ^^    J  Vii  —  £«)  (1  -  X« '^) 

betrachtet  werden,  von  denen  das  erste  stets  endlich,  das  zweite  be- 
kanntlich für  jz  :=  cx>  auf  beiden  Blättern  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  wird;  die  Periodicitätsmoduln  dieser  beiden  Integrale  werden 

offenbar 

1 

1  X 

0  1 


1 

X 


0  1 

Nun  hatten  wir  in  dieser  Vorlesung  für  den  Fall,  dass  P{z)  ein 
elliptisches  Integral  ist,  welches  f ür  jgf  =  cx>  auf  beiden  Blattern  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  wird  und  nur  für  diesen  Punkt, 
und  die  Entwickelung  von  JBj  (js)  in  der  Umgebung  des  unendlich 
entfernten  Punktes  auf  dem  einen  Blatte  mit  Xg,  auf  dem  anderen 
mit  Aj  e  beginnt,  die  Beziehung  gefunden 

wenn  Sl  und  £1'  die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen  Integrales 

erster  Gattung 

/*  dz 


J 

■  yÄ'{z-a)(z 

-ß){z- 

-y)  («-»)' 

P  und  P'  die  von 

P(Z) 

sind;  wenden  wir  dies  auf  den  vorigen 

Fall 

an,  so  ergiebt  sich 

1 

2n% 

{EU'  - 

-E'Sl) 

2 

°°            X« 

oder 

1 

SIE' 

ESI'  — 

ini 
x'  ' 

welche  Gleichung, 

wenn 

£1 

-4A, 

Sl'- 

-.2iK\ 

E 

iJ 

E'  = 

"         X» 

gesetzt  wird,  in  die  bekannte  L 

egendre'sche  Gleichung 

KJ'- 

JK'  = 

2 

übergeht. 

Sechszelmte  Vorlesung. 

Die  Umkehrung  des  elliptisohen  Integrales  erster  Gattung. 

Da  nach  den  Auseinandersetzimgeu  der  elften  Vorlesung  von 
allen  elliptischen  Integralen  nur  ein  einziges ;  «lämlieh  das  Integral 
erster  Gattung^  so  beschaffen  ist,  dass  seine  obere  Gränze  als  Func- 
tion des  Integrales  aufgefasst  eine  in  der  ganzen  Ebene  für  alle  end- 
lichen Werihe  des  Integrales  eindeutige  Function  ist,  und  ausserdem 
in  der  vierzehnten  Vorlesung  nachgewiesen  worden,  dass  eine  lineare 
Transformation  das  elliptische  Intbgral  erster  Gattung  stets  auf  die 
Legend re'sche  Normalform  zurückführt,  so  wird,  wenn  wir 


ß 


dz 

■-  =  w 


K(i  —  Ä«)  (1  —  X«  ig«) 

setzen  und  jene  für  alle  endlichen  w  eindeutige  Umkelirungsfunction 

mit 

z  =  sin  am  w  *) 

bezeichnen,  da  nach  früher  gemachten  Auseinandersetzungen  zu  dem- 
selben Werthe  0  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Integrationswege 
ilie  Werthe 

m 

j^ebSren,  worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  also 

sin  am  (w^  +  mSl  +  nSt')  =  sin  am  w 

^)  Legendre  setzte  in  dem  ersten  elliptisclien  Normalintegralc 

so  dass  dasselbe  in 

'*         dtp 
y\  —  X*  sin*  tp 

dberc^eht.    Jacobi  nannto  nun  9  die  Amplitude  von  w  und  setzte 

qp  =  am  w 

m 

and  daher  z  den  sinus  der  Amplitude  YOn  w  oder  z  =  sin  am  fr. 

Em  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  Gudermann  die  kürzere  ßezeich- 

nuDSBweite 

z  =  8nw 

^in^fOhri  hat,  um  diese  Function  von  der  tn'gouomctriBohen  sinus -Function  zu 
nnierscheiden;  wir  haben  es  jedoch  vorgezogen,  die  gebrauchlichere  ßezeich- 
nonsvart  beixobehalten. 

KOnigtberger,  ellipt.  Fonct.  20 
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ist,  sin  am  «'  die  allgemeitisic  aus  der  Umkehrunff  elliptischer  In&jfralf 
entstehende,  in  der  ganeen  Ebene  eindeutige  doppelt  periodisch:  Fwit- 
tion  mit  den  beiden  Perioden  Sl  und  Sl'  sein. 

Um  von  dem  Begriff  der  doppelten  Periode  der  sin  am  «'  eine 
klare  Anschauung  zu  bekommen,  nolteu  wir  die  in  der  letzten  Vor 
leaung  durch  die  Figur  öG  charakterisirte  doppelblüttrige  Riemann- 
sehe  fläche  verinöge  dea  lutegrales 


=  w, 


f  V(\  —  »«]  (1  - 


welches  auf  der  durch  die  Querschnitte  Q  und  ^  zerlegten  einftcli 
zusammenhängenden  Fläche  eindeutig  bestimmt  ist,  auf  die  tti-Ebeoe 
abbilden.  Sei  a  m  der  obigen  Figur  der  Treffpunkt  der  beida 
Querschnitte,  welche  in  ihren  beiden  Seiten  die  alleinige  Begramiug 
der  Riemann'ächen  Fläche  bilden  und  daher  in  einem  Zuge  tod  n 
aus  durchlaufen  werden  können,  ^o  wird,  wenn  der  dem  Punkte 
£  ^:;  a  entsprechende  WertL  des  Integrales  Wa  ist,  die  «■■VarisUft 
während  s  die  positive  Seite  des  Querschnittes  (J  in  dem  durcb  dm 
Pfeil  angezeigten  Sinne  durchläuft,  um  Sl'  zunehmen,  und  es  nuß 
jener  Querachnittslinie  Q  die  Linie  '/+  entsprechen.  Sodann  heschreiW 
Fig.  57. 


Hir*^ 


1^*0' 


die  Variable  z  den  negativen  Rand  des  Querschnittes  ii>"  in  der  dffl  1 
Pfeile  entgegengesetzten  Richtung,   und  ea  wird  somit  ((■., +Ä'«I  1 
der  der  Linie   (/  entsprechenden   Curve  q'~  von    iv^  -\-  ß'  bis  tnB 
Werthe   Wg  -j-  £1'  —  £1   sieh   verändern.     Indem   nun  die  Variable ' 
wieder  die  negative  Seite  des  Querschnittes  l?  in  der  dem  Pfeile  »i* 
gegen  gesetzten  Richtung   durchläuft,    wird  die   «-Variable   offenlw   1 
von  w„  -\-  Sl'  —  ii  aus   auf  einer  der  Linie   q+  parallelen  krutnnisi  I 
Linie  q-  (da  die  Werthverändemngen  in  entgegengesetzter  Ricbtmig  i 
auf  derselben  i'-Curve  genommen  werden  wie  vorher)  bis  zum  Wert!»  ■ 


Die  tjinkehrung  des  elliptiachen  Integralce  erstei"  Gattung, 
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—  a  sich  erstreckcu,  und  wenn  aodann  die  positive  Seite  von  Q' 

Richtuag  des  Pfeiles  durchlaufen  wird,  so  wird  der  Weg,  den 

beschreibt,   von  tCa  —  Sl   zu  w,,  in   einer  zu  q'—  parallelen  krum- 

Linic   ■/'+  bestehen,   und  ea  wird  somit  das  aus  den  Seiten  q+, 

}■+,  g'^  gebildete    krummlinige    Parallelogramm    die   Abbildung 

BegHinzung  der  einfach  zusammenhiingendeu  Riemann'schen 
iche  sein,  wobei  unmittelbar  durch  Veränderung  der  Querschnitte 
«usehen  ist,  dass  alle  Punkte  der  doppelblüttrigen  Riemann'echeu 
Iche  ihr  Abbild  innerhalb  dieses  Vierecks  haben  werden.  Jedem 
ukte  der  Riemann'schen  Fläche  entspricht  viyi  H-Pimkt  inuer- 
Ib  dieses  Vierecks,  und  da  z  eine  f!ir  alle  im  Endlichen  gelegenen 
^deutige  Function  dieser  Variabehi  ist,  wird  auch  nicht  zwei  ver- 
lenen  «-Punkten  derselbe  «.--Punkt  entsprechen  können,  dagegen 
,  weil  jeder  s-Punkt  zweimal  und  nur  zweimal  in  der  iläche 
Aalten  ist,  die  Function  *  ^  sin  am  ir  innerhalb  dieses  Viereckes 

im&l  und  nur  zweimal  jeden  Werth  annehmen,  und  es  wird  auch 
übt  sein,  die  Beziehung  zu  finden,  welche  zwischen  zwei  Werthen 
stattfindet,  die  demselben  r-Werthe  entsprechen,  wenn  man 
Bcksichtigt,   dass  diese  beiden  Werthe  von  w  die   auf  der  Flüche 

Tereeichneten  Integrale  sind,  welche  vom  Nullpunkte  zu  deni- 
Ha   «-Punkte  für  beide  Blätter   der  Fläche   führen.     Denn  sei  s, 

beliebiger  aber   bestimmter  Werth   von  z,   als  ini   ersten   Blatt« 

aid  aufgefasst,  und  werde  auf  irgend  einem  in  der  einfach  zu- 
Unenhängenden  Fläche  F'  liegenden  Wege  von  dem  Punkte  0 
der  als  im  ersten  Blatte  liegend  angenommen  war,  zu  x^  fort- 
lUigen,  so  soll  der  entsprechende  Werth  von  ir  mit  »c,  bezeichnet 
den.    Um  nun  von  demselben  Nullpunkte  aus  zu  demselben  WcrtJie 

.dessen  Repräsentant  aber  im  zweiten  Blatt«  liegen  soll,  zu  ge- 
jen,  wollen  wir  den  Querschnitt  Q  von  aussen  nach  innen  durch- 
juiden,  sodann  über  den  Verzweiguugsschnitt,   der  von  l  nach  — 

in's  zweite  Blatt  treten,  dem  eben  durchlaufenen  Wege  un- 
lieb nahe  im  zweiten  Blatte  wieder  geradlinig  von  -^  t  nach  0 
dann  dem  ersten  von  0  nach  r,  im  ersten  Blatte  führenden 
fe  parallel  im  zweiten  Blatte  von  0  nach  £,  gehen,  wobei  ein 
mehreremal  die  Querschnitte  Q  und  (^  geschnitten  werden  können,' 
Bt  man  nun  den  für  dos  Integral 


^  KIT- fHi -"•»•) 

I  von  0  im  ersten  nach  £i  im   zweiten  Blatte  auf  der  einfach 
lenhitngendeu   Fläche  F"  genommen   ist,   resultirenden  Werth 
•o  wird 

i,  =  sin  am  "',  =:  sin  am  ic,' 

30« 
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sein,  und  beachtet  man,  dass  w{  nach  den  eben  gemachten  Aus- 
einandersetzungen durch  die  Summe  der  nachfolgenden  Int^rale  be- 
stimmt ist 

0  1  0 

worin 

de 


/i 


w^ 


VB  (z)  * 

das  im  ersten  Blatte  von  0  nach  g^  genommene  Integral  vorstelli) 

indem  der  parallele  Weg  nur  für  ]/B  (ß)  ein  anderes  Zeichen  liefert^ 
so  ergiebt  sich 

0 

und  daher  sind  die  beiden  zu  demselben  0^  gehörigen,  in  demselben 
Parallelogramm  befindlichen  w;-Werthe  Wj  und  w/  durch  die  Glei- 
chung 

1  ^    '         J  \  VS17)       2 

0 

mit  einander  verbunden,  worin  das  Zeichen  ^  die  Gleichheit  aus- 
drücken soll  von  ganzen  Vielfachen  der  Periodicitatsmoduln  abge- 
sehen. 

Die  Gestalt  der  oben  gewonnenen  Abbildungscurven  g^,  g~,  }^ 
q-  ist  offenbar  durch  die  Gestalt  der  Querschnitte  bedingt,  und  es 
wird  möglich  sein,  die  Form  der  ganz  willkührlichen  Querschnitte 
so  zu  wählen,  dass  die  Abbildungscurven  gerade  Linien  werdeo, 
welche  sich  von  Wa  naoh  Wa  -f-  ^\  von  Wa  +  ß'  nach  m?«  +  ä'—  ^ 
von  Wa  -\-'  ^'  —  1^  nach  Wa  '—  Sl  und  endlich  von  Wa  —  Sl  nach  ic» 
zurück  erstrecken,  indem  man  in  der  Function 

;gf  =  a?  +  t/i  =  sin  am  w?  =  sin  am  (y  -(-  v,  i)  ==  f(v,  r,)  +  »/l  (v,  «'J 
oder  in  '  . 

(m) x  =  f(v,  t;,),      y  =  fi  {v,  r,) 

nur 

v^  ==  av  -|-  & 

zu  setzen  und  a  imd  h  so  zu  bestimmen  braucht,  dass  diese'  gerade 
Linie  durch  die  beiden  Pimkte  Wa  und  Wa  +  ^'  geht,  so  wird  dann 
die  Elimination  von  v  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (m)  die  b^ 
zügliche  Relation  zwischen  x  und  y  also  die  gesuchte  Gurve  für  1} 
die  Form  des  Querschnittes  Q  geben;  dasselbe  gilt  von  der  Wahl 
des  Querschnittes  ^,  um  zu  bewirken ,  dass  die  von  iv^  -{-  Sl'  oafih 
Wa  -\'  Sl'  —  Sl  sich  erstreckende  Linie  eine  gerade  ist,  und  die  bddtii 


Die  ümkehrung  des  elliptischen  Integrales  Drster  Giittung. 
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■lUideren  müsseo  als  Parallelctirven  wiederum  gerade  Linien  werden; 
lliiennit  Jet  aber  die  Mögliclikeit  erwiesen,  die  Querschnitte  so  zu 
Birälileii ,  dass  das  Periodenparallelogramm  ein  geradliniges  wird, 
llVnken  wir  uns  ferner  den  Pimkt  a  in  den  auf  dem  positiven  Blatte 
|lKifindlichen  Nullpunkt  gelegt.,  so  dasa  die  beiden  Querschnitte  sich 
Nullpunkte  schneiden,  dann  werden  wir,  da  tPa  =  0  ist,  vom 
IVullpDokte  aus  jenes  geradlinige  Porallelugramm  mit  den  Seiten  Sl' 
■  uud  —  a  construiren  können,  welches  das  Abbild  der  einfach  zu- 
Htmmenhängenden  Riemann'scben  Flüche  ist,  in  welchem  stets  zwei 
Fig.  58. 


td  nur  Kwei  Werlhe  cxiBtireu,  filr  welche  2  denselben  Werth  au- 
mmt.  Ist  X*  reell  und  klejjier  als  die  Einheit,  so  wird,  wie  früher 
«eigt  worden,  Sl  reell  und  Sl'  rein  imaginär,  so  dass  die  Poriodeu- 
mllelogramme  in  Periodenreclitecke  übergehen.  Geht  man  statt 
it  w«  mit  rt'fl  -)-  Sl'  aus  oder  lässt  das  Integral 


Ü 


>mal  den  .Querschnitt  (^  ilbersclireiten,  so  wird  die  Abbildung  der 
emann'schen  Fläche,  wie  sich  unmittelbar  ergiebt,  durch  das  an- 
le  Periodenparallelogramm  mit  den  Seiten  (ü',  2  Sl')  und 
ß',  Ä'  —  U)  gebildet  werden  u,  s.  w.,  und  es  wird  daher  die  An- 
aa<)rff{lgi;Dg  dieser  Periodenparallelogramm e  Iläume  liefern,  in 
iwi  sich  die  j»-Werthe  in  enlaprechenden  Punkten  wiederholen,  so 
IS  die  doppeltperiodische  Function  sin  am  tv  in  allen  diesen  Pa- 
lelof^ummcn  fUr  jedeis  te  nur  eiiieti  Werth  annimmt,  und  sich  die 
'orihe  Bt«ta  wiederholen,  während  für  »  =  00  diese  Function  wieder 
leu  l>iscontinuitätspunkl  zweiter  Gattung  besitzt,  in  welchem  ihr 
9    WerÜie  zukommen,   uud  dies  wieder  in  Folge   des  Umstandes, 


i 
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(iaas  die  ganzen  Perioden paraUelogratume  seiltet  in  die  Unendlicliic 
nicken. 

Zur  genaueren  Untersuchung  der  Eigenschaften  jener  eindeutigen 
Function  sin  am  ;r  mag  vor  Allem  bemerkt  werden,  dasa  sin  am  ir 
eine  ungerade  Function,  oder  dass 

ain  am  (—  w)  =  —  ain  am  (wj 
ist.     Zieht  man  nämlich   von   dem   auf  dem  ersten  IJlatte  Uegciidi^ii 
Nullpunkte  nach   einem  beliebigen   Punkte  z  auf  einem  der  Blätter 
eine    in  der    einfach   znaammen hängenden   Fläche  !•"   liegende  liite- 
grationacurve .  so  dass 


f  rn-.ii 


also 


wird,  und  ausserdem  von  demselben  Nullpunkte  aus  nach  dem  Punite 
—  e  eine  Integrationacurve,  welche  durch  alle  die  negativen  £-Werthc 
geht,  welche  mit  positivem  Zeichen  auf  der  ersten  IntegratioQscuivr 
lagen,  und  für  welche  yUiz)  in  entsprechenden  z  denselben  Werlh 
aiuiimmtj  wie  auf  der  ersten  Curve,  was,  wie  aus  der  Lage  der  Ver- 
zweigungspunkte zu  ersehen,  immer  zu  erreichen  ist*),  so  wird  die 
letztere  ein  oder  mehreremal  die  Querschnitte  schneiden  küuneo,  und 
es  wird  sich  daher 


s> 


_^_„+„,.o.  +  „ß- 


ergehen,  indem  von  den  Perioden  abgesehen  die  beiilen  Integrale, 
weil  It  (/}  der  Voraussetzung  nach  in  entsprechenden  Punkten  ^las- 
selbe  Zeichen,  und  de  die  entgegengesetzten  Werthe  hat,  ent|;egeu- 
geaetztc  Werthe  annehmen,  ao  daaa 

—  I!  ^  sin  am  ( —  ic  -(-  mil  -\-  ti£l')  •=  sin  am  ( —  to) 
-  ist  und  daher  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  je 
ain  am  ( —  w)  =  —  siji  am  (w) 
folgt. 

Um  nun  für  die  eindeutige  ümkehrung  des  ellipttschen  lutegra- 
Ics  eine  in  der  ganzen  Ebene  gültige  Darstellung  zu  finden,  müsseo 

*)  indem  man  nur  tu  beachten  braucht,  dasB  die  Entwickeluog  von  i' tl  ii) 
für  Hie  Punkte  de«  um  den  auf  dem  positiven  Blutte  gelegenen  NoUpiinkt  nüt 
der  Rinlieit  ala  BadiuB  gelegenen  Ereiaea  nach  podüven  gaiisen  nud  gerodeu 
Potenzen  von  *  fortschreitet,  alao  VRii)  für  die  entsprechenden  Punkte  den- 
selben Werth  annimmt,  während  eich  die  weiteren  Entwickelnugen  hienta  con- 
tinuirlich  anechliessen,  und  daher  die  jedenfalls  nur  durch  das  Zeioken  onler- 
ichiedenen  Werthe  von  VS  [z]  auch  iii  diesem  übeceinstimnieo  uÜEsen. 


Jl 
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wir  die  Werthe  tv  ermitteln,  für  welche  sju  am  w  verschwindet  und 
imeiidlich  ^ixjss  wird.  Die  Wertlie,  für  welche  diese  Function  Null 
wird,  ergeben  sich  einfach  aus  der  Uebertegung,  dass  das  Integral 

'jedenfalls  für  z  =  0  im  oberen  Blatte  Null  wird,  dass  somit 

sin  am  (0)  =  0 
«t;  da  aber  ferner  die  aämmtlichen  Werthe,  welche  jener  Function 
denselben  Wertb  ertheilen,  sich  mir  um  Vielfache  der  Periodicitäts- 
noduln  von  diesen  unterscheiden  oder  eich  von  Periodicitütsmodulu 
Bbgesehen  mit  diesem  zu  -  ergänzen,  so  werden  offenbar  die  Werthe, 
welche   sin  am  tc   in    der   ganzen  Ebene  verschwindet,    in    den 


w;  =  '^  -[-  »,ß  -j-  nil',    IV  =  mSi  +  n£l' 
ioihalten  sein. 

um  die  Wertlie  zu  ermitteln,  für  welche  sin  am«'  unendlich 
irird,  wollen  wir  den  imendlicb  entfernten  Punkt,  der  auf  dem  zwei- 

Blstte  liegt,  mit  -  durch  irgend  eine  die  Querschnitte  nicht 
whneidende  Curve  verbinden,  die  ganz  im  zweiten  Blatte  verlaufen. 
rird.     Verbindet  mau  jetzt  ebenso  denselben    unendlich   entfernten 

?anki  mit  dem  Punkte durch   eine  Curve,   welche  durch  die 

tegativen  Punkte  der  ersten  geht,  so  wird 


^rVR{t)      JrVWJi)      J/VR{z] 

/'     '''     _  /"     ''^     =  /'     ^' 

J^r  y-RiT)     ^^■  ymt     Jy  VliJ'] 

worin  die   beiden   auf  dpr  rechten  Seite   beßudlichen  integrale 

itgc^eogesetzte  Werthe  haben,  da  die  lutegrationswege  durch  ent- 

:engosetzte  Punkte  gehen,  und  yR(z)  in  eutaiirechenden  Punkten 

elbe  Zeichen  behUlt;  die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  lie- 

Bomit 

2  /''   '^'     =  /'"_1^  4-  /''     '''    - 
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—  1  '  X 


—  1  ^000 

und 

J   I  K#(i)  ~J^VbV)       J^VBlz)      J^'VBTz)    V   I  KäW 

—1  0  0  0  0 

ist;  wenn  das  Integral  der  linken  Seite  der  ersten  Gleichung  im 
ersten  Blatte  oberhalb  des  Verzweigungsschnittes  geradlinig  genom- 
men ist,  während  das  Integral  der  linken  Seite  der  zweiten  Glei- 
chung ebenfalls  im  ersten  Blatte  geradlinig,  aber  unterhalb  des  Ver,- 
Zweigungsschnittes  sich  erstrecken  soll,  so  folgt  durch  Addition  der 
beiden  Gleichungen,  indem  die  Integrale  der  linken  Seiten  sich  heben, 
da  ]/B(js)  zu  beiden  Seiten  des  Verzweigungsschnittes  in  demselben 
Blatte  entgegengesetzte  Werthe  hat, 

X 


2  f      ^^     —  —  £>.'  — R 


0 

weil 

J  \VRJ^) 

0 

ist.     Nun  war  aber  früher  gefunden  vvorden,  dass 

X  1 


JrVBiz)    .      Jt-yB{z) 


0  u 

oder 

1 

X  1 

2  /'    -f  =  =  -  ii'  +  2  /*  -  -- 

0  0 

1 


=  —  Sl-2Sl 


0 

und  daher  durch  Addition  zur  vorigen  Gleichung 


j_  __  1 

X  X 


Jryw^^+Jrm--^'-^ 


Ü  0 

uud  nach  der  oben  hergeleiteten  Beziehung 

J*      ^^     =  _  Ü  -_  ^ 

0 
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tes,.  da  alle  anderen  Wertlie  voa  ic,  inr  welche  ß^co  wird, 
Perioden  abgesehen  diesen  Werth  zu  ~  ergänzen  müssen,  sämmt- 
I  Werthe,  fflr  welche  sin  am  w  unendlich  gross  wird,  durch  die 
fn  Formen  reprüseotirt  werden, 

2^achdem  die  Nullen  und  Unendlicbeu  von   sin  am  w   bestimmt 
^  wird  es  leicht  sein,   auf  Grund  der  in  der  zwölften  Vorlesung 
kchtcn  Ausein  an  der  aetztingen  die  unendliche  Productentwickelung 
jr  iu  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  Function  aufzustellen. 
Da  nämlich  sin  am  w  verschwindet,  wenn 

w  =  n(ß  +  »fl'     uud     tv  =  ^ -\- mil -\- nSl' 

Plen  die  Nullwerthe  von 

bt  wird,  iu  den  Formen  dargestellt 

^m  »-2».  +  2«f  =2».  +  «r 

in  alle  durch  den  Ausdruck 

IV  -m  +  „, 
Ix.-n  sein,   in  welchem  »i  und  n  beliebige  positive  oder  negative 
B   Zahlen    bedeuten    köimen.      Da   ferner   die    Unendlichen    der 
fetion  sin  am  w  dnrcb 


L 


w-=;^'-f.mfl4-»a',   w= -^ +-'?-'  + OTfl  +  wÄ' 


itellt  werden,  so  werden  die  Werthe  von  m>,  für  welche  sin  am  w 
idlicli  gross  wird,  die  Form  haben 

"'-»'  +  i»  +  i)'. 

t)enken  wir  uns  nun  in  der  tv-Ebenc  auf  der  reellen  Achse  die 
Bn  Zahlen  und  auf  der  Linie,  welche  den  die  tJrÖsse  r  darst«!- 
bi  Punkt  mit  dem  Nullpunkt  verbindet,  die  Vielfachen  dieser 
pe  r  abgetragen,  sodann  durch  Parallelen,  welche  durch  diesc 
Ipnnkte  gezogen  sind,  die  ganze  Ebene  in  Parallelogramme  ge- 
V,  denkt  man  sich  ferner  eine  zur  reellen  Achse  parallele  zwiecheu 
bd  X  gelegene  und  eine  eben  solche  zwischen  —  y  und  —  t  in 
flben  Entfernung   vom  Nullpunkt  befindliche  Linie;   femer  zwei 
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zwischen  0  und  1,  und  0  und  —  1  zu  der  anderen  Richtung  in  glei- 
cher Entfernung  gezogene  Parallelen  ^  so  schliesst  das  durch  diese 
vier  Parallelen  gebildete  Viereck  für  die  Function 


sin  am 


(-?»-) 


den  Nullpunkt  w  ^=»0  und  die  beiden  Unstetigkeitspunkte  (Punkte, 
für  welche  die  Function  unendlich  gross  wird)  W'  =  y  und  w^^^^^ 
ein.     Verschiebt  man  jetzt  die  beiden  zur  r- Richtung  parallelen  lA- 

Fig.  69. 


nien,  so  dass  sie  jetzt  zwischen  —  1  und* — 2,  -f-  1  und  -f~  ^  ^ 
liegen  kommen ,  so  werden  in  das  jetzt  von  den  vier  Parallelen  ge- 
bildete Viereck  die  Nullen  w;  =  0,  —  1,  +1,  und  die  Unendlichen 

W'  =  Y,  —  y,  ^  +  T'  ^~Y»  ~^  +  Y»  ""^"Y  **Uen,  und 
führt  man  die  beiden  zur  r- Richtung  gezogenen  Parallelen  immer 
weiter  auseinander^  so  werden  allmählig  alle  Nullen  in  den  Baum 
eintreten,  die  in  der  Form 

enthalten  sind,  wo  fi  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet, 
aber  mit  der  Beschränkung,  dass  bei  der  Anordnung  dieser  Null- 
werthe  auf  jeden  positiven  Nullwerth  der  eben  so  grosse  negative 
folgt,  und  die  Unendlichen,  welche  die  Gestalt 

haben,  wo  m  dieselbe  Aiiordnung  zu  befolgen  hat,  so  dabs  die  für 


Function  siu  am  ^  tv  zu  treffeado  Auorduung  ihrer  linearen  Fac- 
turen  innerhalb  dieses  Raiiines  lauten  würde 


'lf.{'-^) 


^•(-™^oe- 


□1  Zähler  für  »i  der  Werth  Null  ausgesclilosBen  i(it.  Lätist  man 
Dunmehr  die  beiden  zur  reellen  Axe  parallelen  Geraden  sich  um 
gleiche  Distanzen  vom  Nullpunkte  entfernen,  ao  wird  nach  der  ersten 
Verschiebung  zu  dem  ersten  Product  noch  der  Factor 


ff  (, "i Ui  -         " 


-..) 


Jimzukommen,  wenn  wir  wieder  rechts  und  links  die  Parallelen 

ir-Linie  sieb  in  gleichen  Distanzen  bis  rechts  von  -{-  fi  und  links 

H  entfernen  lassen;  fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir 


n.li.(, 


W.) 


■rorin  für  m  und  n  aufeinanderfolgend  die  durch  die  oberen  und 
interen  Grunzen  des  Productes  gegebenen  Zahlen  zu  setzen  sind, 
indem  (t  und  v  von  Null  bis  Unendlich  zu  nehmen,  und  endlich  zu 
»eachton  ist,  dass  erst  das  Product  nach  m  und  nach  gefundenem 
Wrrihe  des  einfachen  Productes  das  Product  nach  h  auszuführen  ist. 
Nach  der  zwölften  Vorlesung  ergiebt  sich  somit 

lag  («iB  in  ^  >)  *' 


.  r^M'^'-l.')'" 


-oria  das  lnt«gral  Über  ein  Rechteck  zu  nehmen  ist,  von  dem  zwei 
eiteii  der  reellen  Achse  und  zwei  Seiten  der  r- Richtung  parallel 
iotl,  un<l  die  Constante  C  durch  den  Auedruck  bestimmt  ist 


1  die  durch  die  Gleichung 


'*)  (1  -  '<'^') 


316  Sechszehnte  Vorleaung. 

definirte  Function  e  =  smB.mw,  in  welcher  w  =  0  der  Werth  xf  =  0 

und  die  positive  Einheit  als  Werth  von  }/R  (z)  entspricht^  als  nm 
den  Nullpunkt  endlich  und  eindeutig  sich  nach  der  Maclaurin'schen 
Reihe  in  die  Form  bringen  lässt 

w  (d  sin  am  mo\    .      ui^  /d*  sin  am  v>\    . 

0  0 

und  vermöge  der  Differentialgleichung 

(  dz\ /e^sinamtoN         ^ 

\div/        N       dw       /  "^^ 

0  0 

ist;  so  folgt,  wenn  man  in  die  obige  Maclau rin'sche  EntwickeluDg 

w  ==Q  setzt, 

/sin  am  w\ ^ 

0 

und  es  ergiebt  sich  somit,  da  dann  offenbar 


(- 


sm  am  --  w  \        /    sm  am  —  ic?  . 


w  /        \  Sl  3     12 

—  w 
2 


0 

ist,  aus  der  obigen  Reihenentwickelung,  wenn  w  ^=^0  gesetzt  wird; 

Somit  bleibt  zur  vollständigen  Herstellung  der  Productentwicke- 
lung  nur  noch  die  Ermittelung  des  auf  dem  Umfange  jenes  Becht- 
eckes  genommenen  Integrales  übrig,  wenn  wir  die  Seiten  des  Recht- 
eckes nach  dem  bestimmt  angegebenen  Gesetze  sich  in  die  Unend- 
lichkeit entfernen  lassen.  Da  aber  der  Mittelpunkt  jenes  Rechteckes 
zugleich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  so  wird  zu  jedem 
Punkte  V  &uf  der  einen  Seite  des  Rechteckes  ein  Punkt  —  v  auf  der 
gegenüberliegenden  Seite  des  Rechteckes  gehören,  und  da  femer 
sin  am  w  eine  ungerade  Function  von  w  ist,  der  Differentialquotieni 
einer  ungeraden  Function  aber  eine  gerade  Function,  somit 

d  log f  sin  am  ~  v\ 
dv 


eine  ungrade  und  daher 

1     "  '^''\  2 


log  f  sin  am    ^^  vj 


V  dv 


*)  Zugleich  geht  aus  dieser  Darstellung  hervor,  dass  sin  am  w  in  den  ein- 
zelnen Nullpunkten  nur  von  der  ersten  Ordnung  Null  wird,  und  hieraus  folgt 
wiederum  leicht,  wie  die  folgende  Vorlesung  allgemein  erörtern  wird,  da» 
sin  am  t(;  in  den  einzelnen  Unstetigkeitspunkten  auch  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  wird;  somit  ist  die  Form  des  oben  aufgestellten  Prodactes  gerecht- 
fertigi 
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eine  gerade  Function  vou  v  sein  wird,  so  muss  die  Function  unter 
dem  Integral  in  Punkten,  deren  Verbindungslinie  durch  den  Null- 
punkt batbirt  wird,  deuBelben  Werth  annebmeo,  und  da  die  lute- 
gratiouaricbtuDg  für  die  gegenüberliegenden  Seite«  des  Rechtecks  die 
entgegengesetzte  ist,  so  werden  sich  die  einzelnen  Integrale  flber  je 
xwei  Recht ecksseiten  aufbeben,  und  somit  der  Exponent  von  e  in 
dem  obigen  AuBdnicke  verscbwinden,  so  dass  wir  als  uuenillicbe  Pro- 
dactent Wicklung  von  sin  am  w  den  Ausdruck  erbalten 


sin  am  —  ic  • 


■worin  fOr  das  Product  des  Zählers  die  Combiuation  »i  =  0,  «  ^  0 
ausgeschlossen  ist,  und  man  für  den  Zähler  und  Nenner  die  ganzen 
Zahlen  n  und  v  in 's  Unendliche  wachsen  lassen  muss,  fürs  erste 
jedoch  noch  unter  der  Beschrilukung.  dass  man  für  den  Zähler  und 
^'enner  stets  bis  zu  denselben  Werthen  des  ludices  gehen  niuss. 
Setzt  man 

?-aÄ(i-ij"^.)-8,(») 

BO  wird  leicht  zu  zeigen  sein,  daas  die  Producte  oonvergent  sind,  und 
dass  sieb  durch  eine  einfache  Substitution  die  eine  dieser  Functionen 
Anf  die  andere  zurückführen   lässt.     Da  uäuilicb  nach  der  letzten  in 
•t  zwölften  Vorlesung  iiergeleiteten  Formel 


Ä  (.-„-;„,: 


;ü(w 


^) 


JBt,  wenn  «  von  Null  verschieden,  su  wird  dos  Product  des  Zählers, 
wenn  der  Werth  desselben  für  v  =  0  abgesondert  wird,  die  Form 
annehmen 

Int  —  ic)  a      .  ->:'  gn*l"r-».|_  j-nil"'-"! 

^ -  ^  i.  -  Bin  ««' //„ z,i-, ii7:rz 1 

anxTt  ait  -^^"  1^(1.1  _  ^— mm  ' 

oder  wenn  je  zwei  zu  derselben  positiven  and  negativen  Zahl  v  ge- 
hörige Foctoren  zusammengefasst  werden, 


"11.' 


»■  .=1.'.  ^•••^,—  l- 

wofür  man  beeaer 
■chreibt.    äetat  taan  nun 


c«'<- 
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so  wird,  <la  die  Perioden  so  gewählt  waren,  dass  der  Coefficient  tob 
j  iu  dem  Ausdrucke  von  -^  eine  weaentlielj  positive  Zahl  war,  also 
auch  der  Coefficient  von  i  iu  dem  Ausdrucke  vun 


wenji  r  =  (,  +  t^i  gesetzt  wird, 

mod  q  =  med  e" ''  ^  mod  e" '  "■  +  '■  ■' 

^  mod  [e- "'' (cos  ä/,  -j-  i  sin  arf,)]  =  €-"'■  <;  1 
sein,   da  fj  >  0,  und  es  folgt  ferner,   dass  mit  HOlfe   dieser  Sul 
tution  der  Zähler  jeuer  Productentwickelung  iu 

Qbei^eht.     Für  n  =  <x>  nimmt  jeder  der  beiden  einzelnen  Factoren 
dieses  Product«s,  weil  mod  3  <  1  ist,  resp.  den  Werth 

e"'*"  und  e~"'" 
an,  und  daher  die  beiden  Factoreu,  als  ein  Factor  des  Productos  auf- 
gefasst,  den  Werth  1,  so  dass  die  notliwendige  Bedingung  der  Con- 
vergenz  eines  unendlichen  Productes  erfüllt  ist;  es  ist  aber  auch  die 
hiureichende  Bedingung  erfüllt,  welche  bekanntlich  dariu  besteht, 
dass,  wenn  das  Product  auf  die  Form 

(1  + «,)  (1  + .,,) . 

gebracht  ist,  die  Reihe 

mod  M,  +  mod  «;,  + 
eine  cunvergente  sein  mnss.     Setzt  man  nämlich   das  obige  Pmi 
in  die  Form 

®,  (W)  = 


\ 


n  (i-^-)' 


so  folgt,  dass  die  zu  untersuchende  Reihe  der  Modulu  für  den  Zähler 
aus  Gliedern  von  der  Form 

mod  [5*"  —  2  g*'  cos  2tvjt]  =  mod  ^•'  (g*"  —  2  cos  ?(rsi) 
besteht,  und  dass  der  Quotient  aufeinander  folgender  Glieder 

-"T^'C"""'"""'"  -  "«'i «'  ■  ■»»'1  (jy-'""'«"'' 

mod  5* "(g*"  — 2  cob2ip™)  \    f'  —  io 

fSr  n  =  00,  weil  mod  $  <  1  ist,  offenbar  selbst  kleiner  als  die  Ein- 
heit und  die  Modulreihe  somit  convergent  ist;  genau  dasselbe  gilt 
vom  Nenner,  und  es  ist  somit  der  obige  Productausdruck  couvei^nt, 
und  die  üonvergeuz  des  Zählers  von  sin  am  w  also  erwieseu.  Beror 
wir  nun   den   Convergeuzbeweis  des  Nenners  von  ain  am  w  führen, 


il«r 

I 
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wollen  wir  fQr  9,  (w)  noch  einen  anderen  Ausdruck  in  Form  eines 
unendlichen  Productes  aufstellen,  indem  wir  von  der  oben  gefundenen 
Form 

^   /    V  A     .  rr  8io  »  int  —  to) 

S.  (w)  =  — -  sm  nw  IL  — r-^^ - 


—  y 


ausgehen;  fasst  man  nämlich  wieder  zwei  zusammengehörige  Glieder 
in  ein  Glied  zusammen ;  so  folgt 

^   /    \  Ä     .  rr     Bia  n(nx  —  to)     mnn( — m  —  w) 

»^    ^         2n  -*■*  nnnnx  sm  —  «tir 


Mr=:  1  ...  oo 


i2     .  rw     sin'wnr  —  sin*  ««7 

=  ^r—  sm  iiw       II     .-i 

»=:  1  . . .  oo 

und  somit 

Ö  (m;)  = -— sm  Äf<;       //     (1 ^= )• 

}•=:  1  ...  oo 

Um  nun  die  Convergenz  des  Nenners  von  sin  am  w  herzuleiten 
und  zugleich  eine  ähnliche  Productform  wie  für  den  Zähler  zu  finden, 
1>emerke  man,  dass 

jfj  /- w  \  _  sin  n  ((n  +  j)  r  -  w) 

fjf'"\  m  +  {n  +  i)t/~        smn(n  +  i)t 

ist,  und  dass  somit,  iivenn  wieder  die  Exponentialgrössen  eingeführt 
werden, 

wird;  berücksichtigt  man  ferner,  dass 

für   n  =  —  V — 1,  n  +  i  =  —  ^  —  i> 

fürn  =  -f^;  n  +  ^  =  +  v  +  i 

wird,  so  kann  man 


schreiben,  und  erhalt  also  eine  ganz  ähnliche  Formel  wie  oben,  indem 
nur  H  -|~  i  si^  ^  gesetzt  ist^  so  dass  sich  somit  das  Resultat  in  der 
Form 

'^  ^  n  (i-(z-+o' 

}i  =  0  .  ..  00 

ergaben  wird,  oder  genau  wie  oben 

«•(«')=  n  A — ^i^-\ 

■  =  o..«l  sin«  (2  n  +  1)  ^  I 
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Nachdem  die  Convergenz  des  Zählers  und  Nenners  von  sin  am  tr 
erwiesen  y  und  f&r  ^|<tr;  und  Sf^xw)  zwei  yerschiedene  Formen  ge- 
funden worden,  so  dass 

äiii  am   .  «r  =  '        '* 


J|  =  1...X  «  =  1»...« 


JJ      II  _2g*"  +  »  CO«  2ir« +  </*•  +  *;  7/      (1-4*-/ 

=  u...x  •     n^l ...  SD 

.Q                      y^       /.           sin*  mc  \ 
-— 8in  XU?        //        II -^—z J 


n  =  1  . ..  X 


»  =  0 ...  X  I  sinf  (2  n  +  1)  ^  I 

wjülleu  wir  jetzt  zwischen  dem  Zähler  und  Nenner  ö,  (iv)  und  ^^  (tc) 
selbst  eine  Beziehung  zu  ermitteln  suchen.  Da  nämlich,  wenn  in 
^q(w)  der  zu  f»  =  0,  n  =  0  gehörige  Factor  abgesondert ,  und 

f  17  +  -|-  statt  «7 
substituirt  wird, 


4-»       4-/i 
—  r  —  1    — ^ 

In     lim   \ 

-1     -/u        ^ 

-fr) 

^  —  »  —  1  —  /< 

—  v—l    —n        ^ 

2_77«j  77m  \^^  -  ^ ^ nij 


ist,  wo  nur  jetzt  für  die  Indices  der  Producte  die  Combination  m  =0, 
n  =  0  auszuschliessen  ist,  so  wird  es  zur  Auffindung  der  Beziehung 
zwischen  jenen  beiden  Functionen  nur  nöthig  sein,  die  beiden  un- 
endlichen Producte 

«'  ll  fl  (1  -  „r;^..)  und  JJ  ff^  (1  -  ----J 

mit  einander  zu  vergleichen.  Da  nun  in  beiden  Fällen  erst  das  Pro- 
duct  nach  m  genommen  werden  soll,  so  wird  die  Verschiedenartig- 
keit  nur  in  dem  nachher  nach  n  zu  nehmenden  Producte   eintreten 
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können;  und  es  wird  sich  somit  nach  der  letzten  in  der  zwölften 
Vorlesung  hergeleiteten  Formel  um  die  Vergleichung  der  Ausdrücke 

6m  nio     y^  sin  »  (nr  —  tt?)  ,      sin  nw  rwsmn(nt  —  w) 

//_ i- und    IL  -    . ' 

—  V  —  1  —  r 

handeln,  wo  der  Werth  n  =  0  in  beiden  Producten  ausgeschlossen  ist. 
Da  nun  die  Reihenfolge  der  n  in  dem  ersten  Producte 

—  1;  +1,  —  2;  2,  —  3,  ...  v,  —  v  —  1;  ... 

dagegen  in  dem  zweiten  Producte 

1,  —  1;  2,  —  2;  3,  —  3,  ...i/,  —  v;  ... 

ist;  so  sieht  man,  dass,  wie  gross  man  auch  die  Zahl  v  wählen  mag, 
das  erste  Product  immer  einen  Factor  mehr  enthält  als  das  zweite, 
und  es  wird  somit  der  Quotient  jener  unendlichen  Producte  erhalten 
werden ;  wenn  man  in 

sin  n  (nr  —  w) 
sin  nnx 

för  n  die  Zahl  —  v  —  1  setzt  und  v  unendlich  gross  werden  lässt. 
Der  Werth  dieses  Quotienten  ist  aber,  wie  aus  der  oben  angestellten 
Rechnung,  in  der  wir  den  dort  überflüssigen  Factor  für  die  vor- 
liegende Betrachtung  beibehalten  haben,  hervorgeht, 

-  niw 


SO  dass  der  Zähler  von  &q  («;  +  ~)  in 


2 

—  ttiw 


®1  0*0   •  ^ 

übergeht;  ebenso  ergiebt  sich  für  den  Nenner  jenes  Ausdruckes 


und  es  folgt  daher 
oder  wenn  statt  tc 


, —  n  I  w 

"'2 
2' 


t 

to 

2 


ffesetzt  wird,  die  nachfolgende  Beziehung  zwischen  dem  Zähler  und 
Nenner  von  sin  am  w 


«.(-y) 


so  dass  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  von  sin  am  w  zurück- 
gefQhrt  ist  auf  die  Untersuchung  der  Transcendenten  &^  (w). 

Es  wird  nun  leicht  sein,  aus  dem  für  ^,  (w)  gefundenen  unend- 
lichen  Producte   zwei   Functional^leichuugen    herzuleiten,    vermittels 

K5Bigtb«rg«r,  «llipt.  Fanot.  21 
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deren  die  für  jene  Function  gültige  Fourrier'sche  Reiheneutwicke- 
lung  sich  wird  aufstellen  lassen.  Gehen  wir  nämlich  von  dem  oben 
gefundenen  Ausdrucke 


(■).«,  (»)-Ä(^^^^i^^^./?. 


00 


C^'*"*— C 


,—  nint 


^i (—  «r  —  „)  __  ^—  Äf  (_  «t  -  «) 
- — nin% g^«**' 

aus,  SO  sieht  man  zuerst  unmittelbar ,  dass,  wenn  w  um  die  Einheit 
vermehrt  wird;  die  Exponentialgrössen  nur  ihr  Zeichen  ändern ^  mid 
somit 

(2) ®,  (w^  +  1)  =  —  ©,  (w) 

folgt.  Lässt  man  femer  das  Argument  in  (1)  um  z  zunehmen  ^  so 
wird  sich 

(3)  @,(w;  +  r)  =  - ^.^.--__-   //-^ ^in.^^^nTT. 

ergeben y  und  die  Vergleichung  von  (1)  mit  (3)  zeigt,  indem  man 
bis  zu  einem  beliebigen  n  hin  untersucht,  welche  Factoren  in  (3) 
mehr  oder  weniger  enthalten  sind  als  in  (l),  und  dass,  wenn  n  noch 
eine  endliche  aber  beliebige  Zahl  ist;  das  auf  der  rechten  Seite  von 
(1)  befindliche  Product  noch  mit 

gÄi  [nr  —  w\ « —  fti  {nt  —  «p] 

multiplicirt  werden  muss,  um  das  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  be- 
findliche Product  zu  geben-,  es  folgt  somit,  da  dieser  Multiplicator, 
wie  unmittelbar  klar,  sich  in  die  Form 

1  __-,2/ri[(ii-hl)«+«e) 
p—^v)rti     p—tni    *        ^  

setzen  lässt,  dasS;  wenn  n  =  oo  gesetzt  und  berücksichtigt  wird,  dass 

mod  g  <  1 
ist; 


oder 

(4) 0^{w  +  r)  =  —  r-(2«  +  t)ir< ,  0^  (ii;) 

ist.     Führt  man  nun  zur  Vereinfachung  der  Functionalgleichangen 

(2)  und  (4)  die  Function 

(5)  .  .  .  .     03(«;)=-e*(*'"*"^)'"öi(t^- J  +  ^r) 

eiu;  so  folgen  aus  (2)  und  (4)  unmittelbar  die  beiden   Fancücnal- 
gleichungen 


J 
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(6) S,(w  +  l)  =  &,(w), 

(7) ®3(t€?  +  T)  =  e-(^'^  +  *)''»@3(w;), 

aus  denen  sich  leicht  ®3(tc?)  durch  die  Fourrier'sche  Reihe  wird 
entwickeln  lassen.  Da  nämlich  diese  Function  eine  in  der  ganzen 
?r-Ebene  endliche  und  eindeutige  ist,  welche  die  Periode  1  hat,  so 
wird  sich  dieselbe  nach  den  in  der  elften  Vorlesung  gemachten  Aus- 
einandersetzungen in  einer  für  die  ganze  Ebene  gültigen  Form  nach 
positiven  und  negativen  Potenzen  von 

^  UjTti 

entwickeln  lassen,  so  dass 

(8) ®3  W  =     ^'     Cy.  e^''«-''» 

ist. 

Setzt  man  in  (8)  statt  w  w  -^  r,  so  folgt  mit  Berücksichtigung 

der  Gleichung  (7) 

—  «...  +  *  ^ao...-f"<» 

oder 

woraus,  wenn  man  auf  der  linken  Seite  statt  des  Substitutionsindex 
V  den  Index  v  —  1  setzt  und  die  Coefficienten  von 

einander  gleich  setzt,  was  erlaubt  ist,  da  jene  Entwickelung,  als  aus 
der  Potenzentwickelung  hervorgegangen,  nur  auf  eine  Weise  möglich 
war,  die  nachstehende  Relation  zwischen  den  zu  bestimmenden  lleihen- 
coefficienten  folgt: 

oder 

d.  b.  diese  Grösse  ist  von  v  imabhlingig,  und  es  wird  somit,  wenn 
C'o  eine  Constante  bedeutet 

a  =  Co  .  ^*^* 
sein  9  so  dass  sich  für  @^  (w)  die  Form  crgiebt 

—  00. ..-|-«  — ao...-4-» 

—  flO    .  .  .  -|-  X 

oder  wenn 

q  =  e^fi 

eingeführt  wird, 
fr)  =  (\,      ^      3*'  ^ '"""^  =-  Co      2      ^''  f ^^s  2 1/  fr  ;r  +  t  sin  2  v  t(;  jr) , 

21^ 
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so  dass  endlich,  wenn  man  berticksichtigt,  dass  in  Folge  entgegen- 
gesetzter Summationsindices  die  sinns- Glieder  fortfallen,  die  Ent- 
wickelung  folgt 

(9)'  ®^(w)  =  Co(l  +  2g^eüs 2w7C  +  2q*  cos 4w7C  +  2g' cos 6u;x  -| ), 

in  welcher  noch  Cq  zu  bestimmen  sein  wird. 

Die  Herleitung  dieser  Form  der  Function  9^  (w)  unmittelbar  aus 
den  Bedingungen ;  dass  dieselbe  eine  in  der  ganzen  Ebene  endliche 
und  eindeutige  Function  sei  und  den  Bedingungen  (6)  und  (7)  ge- 
nügt und  nur  diesen,  zeigt,  dass  jede  in  der  ganzen  Ebene  endliche 
und  eindeutige  Function  F(w),  welche  den  beiden  •Fonctional- 
gleichungen 

F{w  +  t)  =  e-(«'^  +  *)*<  J'(te?) 

genügt;  das  Product  aus  einem  constanten  Factor  in  die  Fonction 
©3  {iv)  sein  muss. 
Setzt  man  nun 

(10)   -O-j  (tv)  =     ^    e"'*^»  e^»'«'/»^  =  1  -f  2  g  cos  2  WÄ  +  2  gr*  cos  4  t<?3r  + 

OD   ...  4-  « 

defiuirt  man  femer  eine  neue  Function  durch  die  Gleichung 

so  wird  vermöge  der  Gleichung  (5) 

(11) %^{w) c*  ^"""^  ^^  *'  »,  (u>-\  +  \x) 

und  daher,  wie  leicht  zu  sehen, 

(12)  *,(«,)=      2'      e(^+*)*'"'e*('+*^("-«'" 

—  00  ...  -f-  « 

=  2  g^*^  sin  WTC  —  2  gt  sin  3  wie  +  2  g  *   sin  5  war  —  ... 

Setzt  man  ferner 

(13)  .  .   *o  (w)  =  *,(«;-  i)  =  »>,  {w  -  -1)  €-*'* .  e*"", 
so  dass 


(14) ©0  W  = /-i 


ist,  so  ergiebt  sich  leicht 
■  (15)   »oW—     2     e'"*«'e*"("'-i)'"  =  l  — 23COs2«'fl:  +  2g<cos4iP«— • 

—  oo  ...  -f-  * 

und  aus  der  Gleichung 

sin  am  -  iv  =     ';  , 

folgt  mit  Berücksichtigung  des  für  C^  aus  (9)  sich  ergebenden  Werthea 

•ß  .„         rjL  /m     -^0  (0)     ^1  («7) 


(16) sin  am  y  w  =  6^3  (0)  •  ^ 


(0)    ^oW 


• 

Die  Umkehrung  des  elliptischen  lutegrales  erster  Gattung.  325 

Setzt  man  fOr  den  Augenblick 

M 

♦.(0) 


«3(0)1^  =  «', 


80  wird  sich  aus  der  Gleichung 

Sl  •d'i  (w) 

oder  wemi  w  statt  -^  ^  gesetzt  wird ,  aus  der  Gleichung 


(17) sin  am  te?  s=  c 


•.(¥) 


»^ 


(^) 


der  Werth  der  Constanten  c  leicht  durch  den  Integralmodul  ^  aus- 
drücken lassen.    Da  nämlich;  wie  früher  gezeigt  worden ^ 


i 


>  V{1  —  z^)  (l  —  %*  is^j 

0 

ist,  so  wird,  • 

.    i.=  8mam(-4.-iÄ)  =  8inam(4-+-J), 
und  somit  die  Gleichung  (16);  wenn 

to  = — 

2      »      4 

gesetzt  wird;  in 

as)  -^-  =  c  -^^^^  =  c  ^^ 


-fr- 


(i  +  y) 


2 

übergehen;  wie  aus  der  zwischen  den  Functionen 

d'Q  {to)   und   ^i  {w) 

bestehenden  Relation  (die  man  unmittelbar  findet ,  da  beide  oben 
darch  ^^(w)  ausgedrückt  sind)  leicht  hervorgeht.'*)  Da  ausserdem 
rermoge  der  Gleichung 


a 


0 


für  ur  <=  -7-  die  sin  am  to  der  Einheit  gleich  wird,  so  folgt  wiederum 
aus  (17) 


_.^1] 

und  somit 


(>^) •••    iT^^o(i) 


^  in  einer  der  folgenden  Vorleeangen  wird  die  Verwandlungstabelle  der 
^•FoDctionen  in  einander  dieae  Relationen  sämmtlich  liefern. 


'^  »•(¥) 
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oder  wie  sich  aus  Multiplication  von  (18)  und  (19)  ergiebig 

(2.^) ^  =  Ä' 

wo  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  aus  x  durch  die  Gleichung 

(22)---. v^=iM 

bestimmt  ist,  so  dass 

(23) sinamM;=   ^      '^^ 

ist. 

Der  Ausdruck  für  }/x  lässt  sich  jedoch  auch  durch  ^-Functionen 
für  die  NuUwerthe  des  Argumentes  ausdrücken^  wenn  wir  ausser 
den  drei  vorher  betrachteten  'd'-Functionen  noch  eine  vierte  vermöge 
der  Definitionsgleichung 

^,(«,)==e^(-  +  l)'">3  («,+  !)        , 

einführen,  für  welche  aus  den  oben  für  d'^(iv)  gegebeneu  Formen 
der  Ausdruck  folgt 

^^2  W  =      ^      &     ^'       e  ^     '' 

=  2  q*  COS  iV7t  -}-  2  q*  cos  3  wtc  +  2  q*   cos  bwn  -{-  -  -- , 
und  da,  wie  leicht  zu  sehen, 

*1  (i)  =  »2  (0) 

SO  wird  die  Gleichung  (22)  in 

übergehen. - 

Es  mag  hier  nur  noch  bemerkt  werden,  dass  aus  der  Gleichung 

Sich 

^^^^^'-^o  (0)^,(0) 

ergiebt,  und  dass  daher  vermöge  dei;  Gleichung 

fi  ^ 9^{0) ^  Sj  (0) 

für  Co  der  Werth  ' 

r  —      ^»w 

^  ■"   ^0  (0)  ^«  (0) 
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folgt,  welcher  sich  auch,  wie  wir  später  sehen  werdeu;  in  die  Form 

Vi 


y^^i^ 


setzen  lasst. 

Somit  wäre  die  für  diese  Vorlesung  gestellte  Aufgabe,  einen 
analytischen  Ausdruck  für  sin  am  u?  zu  finden;  gelöst ,  und  erkannt 
worden,- dass  als  neue  fundamentale  Transcendenten  die  '^j- Function 
und  drei  mit  ihr  durch  einfache  Substitutionen  zusammenhängende 
^Functionen  eingeführt  werden,  deren  Untersuchung  den  Gegenstand 
einer  der  nächst  folgenden  Vorlesungen  bilden  wird. 


!^ii_:  Lriii  T-r  11  it-r  "EIL  an.  •*  snt  JiaQCDQfi  keimen  gelernt 
i**.i»-a  V-  2-  -iir  ü  OT^:^-  ^  tjn'iniäsä:  'x»esi]aBl,  wollen  wir  nn?, 
'••■"  i:   T-_-    *.:r    -enr-    'r-rTi-rr-    TiOiEsiümnur    öät   Eösenschaften  der- 

^   r  ^'rr-^    «  :!    ttrT  Jtrürdf   üST  PfimiQi   fc&eiiuun»!  näher  priid- 
sj'   LiiL  uirr   :tt':i   iii^^'uiuii   ~iiitS!L  J*nr*DgL>.  iTfiiciK^  wcmi  i2  undÄ' 


r- o 


•i.ijiu^r::  SU  i  iT-T-ss;  .i.^nr»i  örT^ithL  ikOL  i'LUVfiboboi  werden,  «b 
vr.!:j:»t:L  >i:'i  i.i-:  i^-itüTi  iiiT^-'i  BiJciTTf  T«ni22iäxaiff  guser  Molüph 
azCr-.:rTL    r;iSiir..n.'v^rr.r=r'i-L    üSfea.     "^r  wft&SL  im  Fegenden  eine 

.-.•.'*,..»         ».  »»' N*  •      Ji  irr i,?i    >»-^V     -7f-   intici^  jf^oA  Mlf4^ 

•  —  ".  7  •"'  •  •  -  Tr  - ■<  M'  shS»-  J»'Z'#'Ti-«wr  smmmmeM»S^ 
>.  .u-Äi  7^-r  :-i't  j..:.:»:rn»i*r'  «iüs:'i»t  Fiiiict:ii.  säcäi  rwci  Perioden  • 
;:iif  ü  >:>rai.n?r*:  -i^»*?*!.  ::»:  -i  csn^s:  iuMpet  bnixiageiien  Rd«twn 
n   *•:!  ij'i>':   >•"-':■?':  .    vI*ii-fi-£.    vih    ;4i!t»f»rt  iTt   inn  dieses  dorcli  eine 

Lr  5*-!^  r.L'-c^sr  ^fci.ic:  ^iCüta  aas^  rv^ec  umatAamßiffc  Perioden 
'.'.Aivz  :i.i:«:»:;."r:trM:::>:'j:»ia.  £  i.i}.-^.iL  ^':ruisie^  wir  rwed  Penoden  ^' 
?i*jLi'*i  if '..•-•:•:  "Vii.'jtr:  :«:ii»-i:  iv*L»:  ijji*:^  iiamciccaie  RelitioD  W* 
<:*fi^  L.';!*  -1  ••.L»:*ii  T:*:'.. 'to.  *  -'*'"? '*-'^'>^  Ti  i-.3iuiäer  ssebeu  koBnen- 
Inai    5«ej£iL  *r   Li«,    »r    rTf«.  s,ü:i»f    rsDi^osL.  imc  wnde  ineiit  dtf 
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iodpQ  ra  und  a   eiue  faomogeue  lineare  Relation  folgen,   oder,  wie 
dies  auch  aussprechen  kann,  es  würden,  da 


rgebeti  wUrde,  diese  beiden  Perioden  ganzzahhgc  Multipk  eini^r 

Ar^eu  Grösse  S  sein.*)     Ist  dagegen  das  Verhältniss  von  w  und  cj' 

irrationales,  so  kann  man  jenen  Periodenquotieiiten  durch  Abson- 

leirxa-Jig  der  grösateii  Ganzen  iu  einen  unendlichen  elemenftiren  Ketten- 

lr^ac:^^l  entwickelt  denlien,   und   es  wird  dann   nach  einem   bekannten 

b^CsEC   aus   der    Theorie    der    Kettenbrüche    der    absolut    genommene 

arachied    zwischen  dem  Kettenbmche  und  dem    n""   Näherungs- 

lie  also 


a  ,  wenn  M.  und  JV,  Zähler  und  Nenner  des  »"■"  Nülierungs- 
tc^A^rs  darstellen,  und  t  kleiner  als  die  Einheit  ist;  da  hieraus 

*Kfc.y  so  sieht  mau,  dass.  weil  Zähler  und  Neuner  der  Nüherungs- 
F^*iÄ!ie  eines  Kettenbruches  mit  wachsendem  n  ins  LTnendüche  wach- 
f^t  «eil  zwei  ganze  Zahlen  M„  und  N„  bestimmen  lassen  so,  dass 
4«    Modul  von 

-V,  ra'  -  Jlf.  w 

W\eib«r  als  eine  beliebig  klein  vorgelegte  Zahl  wird,  Da  aber  dieser 
Awlruck  als  eine  Zusammensetzung  von  ganzen  Mnlliplen  der  Perio- 
den wiederum  eine  Periode  der  F'nnction  vorstellt,  so  würde  sieh 
«omit  «ine  Periode  der  Function  von  einem  unendlich  kleinen  ah- 
iolut«a  VVerthe  ergeben,  diese  Ftmction  also  längs  allen  Linien, 
irelche  der  Perioden richtnng  parallel  sind,  constant  sein,  was  mit 
dem  Begriffe  der  Functionen,  die  nach  den  ersten  Vorlesungen  un- 
Betrachtuagen  zu  (iruude  gelegt  werden,  nicht  verträglicli  ist. 
Nachdem  gezeigt  worden,  dass  der  Quotient  irgend  zweier  von 
iouider  unabhängiger  Perioden  einer  <loppelt  periodischen  J'^unction 
l  ein«  reelle  Grösse   sein  darf,  oder  was  dasselbe   ist,   dass  die 

")  Dm«  die  Orösse  8  selbst  wieder  eine  Periode  ist,  nnd  die  beiden  Perioden 
jnit   nichti   anderes   nU   gAUEe  MultipU  derselben  Periode   aind.  geht  einfach 
hervor,  dass  man  fi  und  v  aU  relativ  priin  betruofaUn  und  daher  iwei 
m  und   n  dernrt  lietitimnieii  kann,  dus 

\;  denn  darau«  folgt 
k  d  i*t  eine  Periode. 
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zwei  von  emaader  unabhängige  Perioden  darstellenden  Liuien  nid 
In  dieselbe  Richtung  fallen  dürfen,  und  sich  somit  ein  Perioden- 
parallel  ogramm  conatruiren  lassen  masa,  wollen  wir  jetzt  diejenigen 
Perioden  einer  doppeltperiodischen  Function  hervorheben,  aus  denen 
mit  UQlfe  einer  additiven  Zusammenstellung  von  ganzzabligen  Mul- 
tiplen derselben  aich  die  allgemeinen  Perioden  dieser  Function  dar- 
stellen lasse«. 

Seien  il  und  H'  zwei  von  einander  unabhängige  Perioden  einer 
Function,  deren  Definition  allein  die  war,  dass  die  Vertnebrung  des 
Argumentes  um  diese  Grössen  den  Function alwerth  nicht  änderte,  und 
dass  sie  nicht  beide  ganze  Multiple  ein  und  derselben  dritten  Grösse 
sind,  und'  setzt  man 

P.  =  A-{-Bi,      ß  =  .i+£'i,  ^M 

80  stellt  bekanntlich  der  Ausdruck  ^^| 

(Äjr  —  AB)  ^B 

oder  der  absolute  Werth  von  AB"  —  AB"  den  Inhalt  des  von  den 
beiden  Grössen  ß  und  £1'  als  Seiten  begränzten  Periodenparaüelo- 
gramms  dar.  dessen  eine  Ecke  der  Nullpunkt  ist,  und  es  wird  dieser 
Inhalt  nach  der  Wahl  der  unabliängigen  Perioden  der  Function 
variiren.  Da  derselbe  aber  nie  verschwinden  kann,  weil  sonst  die 
beiden  die  Perioden  darstellenden  Linien  in  einander  fielen,  die 
Perioden  also  ein  reelles  Verhältniss  haben  müssten,  so  wird  boA» 
wendig  ein  von  Null  verschiedenes  Minimum  dieses  Inhaltes  existireii, 
und  wir  werden  i-in  <iws<t>i  Minimum  tntsprechendes  ParaSeiofframm 
nin  ElcmentarparaUelogramm  und  alle  diejeinpen  Paare  von  PerioAm, 
für  weiche  dar  Ausdruck 

(AR-A'B) 
dicseit  Minimabverth  annimmt,  Elementarperioden  tiennen. 

Es  wird  nun  behauptet,  dasa  sich  sämmtlicfae  Perioden  einer 
Function  als  Summe  ganzzahliger  Multipla  je  zweier  Elemenfor- 
perioden  darstellen  lassen.  Denn  sei  w  irgend  eine  andere  Periode 
der  Function,  dann  wird  nach  der  Definition  der  doppeltperiodisirhra 
Functionen  zwischen  den  Grössen  ta,  Sl,  ß'  eine  Gleichung  der  Form 
bestehen  müssen 

m,ra  +  m.^Sl  +  m^Sl' =  0, 

aus  der  leicht  die  Abhängigkeit  dieser  drei  Werthe  von  zwei  m>ii«i 
Grössen  wird  gefolgert  werden  können.  Bezeichnet  nämlich  li  den 
grössten  gemeinsamen  Theüer  zwischen  ni,  und  tn^,  wobei  man  an- 
nehmen darf,  dass  die  drei  Zahlen  m,,  m,,  m^  keinen  genieiusamen 
Tbeiler  mehr  haben,  so  wird  es  möglich  aein,  zwei  ganze  Zahlen  itj 
und  H,  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der  Gleichung 

"d  "'  "'"  'rf'  "s  ^  ^ 
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genilgen.    Setzt  man  dann  die  identischen  Gleichungen  au 

•  d 

so  lassen  sich,  wenn 

-V  =  ü| ,     »3  Ä  —  no  ii'  =  ^i' 

gesetzt  wird,  die  drei  Perioden  m,  Sl,  Sl'  als  ganzzablige  Multipla 
der  beiden  Grössen  Sl^  und  A/  in  der  Form 

ft'«=    —    MgtWi  Ä,    ^^   iß/ 

ausdrücken,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  Sl^  und  i2/  wieder  Perioden 
der  Function  sind;  denn  es  ist 

tind  bildet  man  den  Ausdruck 

so  kann  man,  weil  d  zu  m|  relativ  prim  ist,  k^  und  Z^j  ^^  bestim- 
men, dass 

Jc^d  —  ÄjWi  =  1, 
also 

ist,  und  es  wird  somit,  da  die  rechte  Seite  eine  Summe  von  ganz- 
zahligen  Multiplen  von  (o,  Sl,  Sl'  ist,  Sli  eine  Periode  der  Function 
sein;  ebenso  ist 

ßj'=  n^Sl  —  n2Sl' 

eine  solche,  und  es  geht  somit  aus  jener  ganzzahligen  homogenen 
Belation  zwischen  den  drei  Perioden  o,  Sl,  Sl'  unmittelbar  hervor, 
dass  sich  diese  durch  ganzzahlige  Multipla  zweier  andrer  Perioden 
der  Function  ausdrücken  lassen.  Was  den  Inhalt  des  von  den  Perio- 
den A|  und  1^2/  gebildeten  Parallelogramms  betrifiEt,  so  wird,  wenn 

-vrieder 

Sl  =  Ä  +  Bi,    Sl'=Ä'+B'i 

gesetzt  wird,  in  Folge  der  Beziehungen 
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^y    CO  *'^   j? Wj  ^'  ^   :^ ^   j^'  _J_    '  ( !?!   5 ••■i 

'"'^  d  d    f»!         d     fiix  d    my        d     1»!  "■"     V       d    mi        ^ 

derselbe  durch  den  Ausdruck 

(a :: + 1 3  (^^'  -  ^'^))  -=  (^.— ) 

gegeben  sein,  indem  wir  durch  die  Klammem  den  absoluten  Wertb 

der  eingeklammerten  Ausdrücke  andeuten  wollen.     Nehmen  wir  nun 

an^  dass  Sl  und  ^'  ein  System  von  Elementarperioden  bilden,  dass 

also 

{AB  -  AB) 

das  Minimum  des  Inhalts  aller  Periodenparallelogramme  angiebt,  so 
folgt,  da  Sl^  und  ß/  ebenfalls  Perioden  der  Function,  und  m,  eine 
ganze  Zahl ,  dass  m,  =  1  ist,  und  die  Perioden  £1^  und  Sl(  somit 
ebenfalls  Elementarperioden  sind;  femer  geht  aber  jene  homogene 
lineare  Relation  für  diesen  Fall  in 

über,  d.  h.  es  lässt  sich  jede  Periode  als  Summe  ganzeahUger  MuUipla 
zweier  Element<irperioden  ausdrücken. 

Für  die  Beziehung  zweier  Systeme  von  Elementarperioden  za 
einander  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  zunächst  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze,  wie  fiir  beliebige  Perioden, 

Ä^  =  GqSI  +  ^i^' 

sein  muss,  worin  a^,  /»j,  Iq,  &|  ganze  positive  oder  negative  Zahlen 
bedeuten;  ferner  geht  aber  aus  den  Ausdrücken 

weiter  hervor,  dass  die  SuhstituHansdeterminanie 

sein  muss,  und  umgekehrt,  dass,  wenn  diese  Bedingung  erftült  ist, 
•ßj  und  ii/  Elementarperioden  sein  werden,  weil 

Sly  =  a^A  +  a,-4'+  i{aQB  +  OjJB') 

ii;=  h,A  +  b,A'+  i{h,B  +  l,B), 

und  daher  der  Inhalt  des  von  den  Perioden  Äj  und  ß/  gebiU«*^ 
Parallelogramms 

(K&i  -  «1  ^o)  (^^  —  ^4'-B))  =  {AB  -  ^'B) 
ist. 

Es  wird  nun  für  die  in  dieser  Vorlesung  noch  weiter  zu  be- 
sprechenden allgemeinen  Eigenschaften  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen wie  für  die  später  zu  behandelnde  Transformation  der  ellip* 


i 
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jeudenteti  wesentlich  sein,  nachzuweisen,  dass  mau 
ystem  von  Elomentarperioden  durch  succes^ive  Wiederholuiijf 
einfacher  additiver  und  subtractiver  Verbindangeu ,  welche 
Eleiiientarperiodeu  erzeugen ,  aus  zwei  gegebeneu  Elementar- 
D  herleiten  kann.  Seien  nämlich  £i  und  £1'  die  beiden  ge- 
Elemeutar Perioden  und  ^|  und  .Q,'  zwei  beliebige  andere, 
rch  die  Gleichungen  verbunden  seien 
il  =  a^Si,  +  M,.«2,' 

a„h,  -«,6^  =  + 1 
U33,  90  wird  sich,  wenn  Slf  und  Si,'  mit  einem  neuen  Systeme 
ementarperioden  £1^  und  ß/  durch  die  Gleichungen  verbündet) 

dien  ebenfalls 

^.A  -«./*«  =  + 1 

rch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  vorigen  Gleichungen 

n,  woriD 

»,«.  +  «iW  C'.-«i  +  iM  -  (%«,  +  "M  (K".  +  t.ß.) 

-(a,6,-»,6.)(..ft -«,«-  + 1 
igleich  zeigt  sich  aus  der  Form  der  zuBammeugesetzten  Trans- 
ion,    dass,   wenn    man  die  Transformationszahleu*)  in  Form 
tterminanten 

I     *<!     ^1        '  I     ^0    /5.      I 

i,  die  durch  successive  Zusammensetzung  dieser  beiden  Trana- 
iont-n  resultirende  Tranaformation  durch  das  Product  dieser 
jjOrt^inanteu    . 

mkea  wir  uns  nun  für  die  obige  Annahme,  doss  a^,  a,,  h^,  h, 
lansformationszBblen  bedeuten,  welche  der  Bedingung 

«„6,  --a,i„  =  +  1 

iadem  wir  luu  hier  ichon  ohne  weitere  BcgrQnduug  für  die  üebernilirunff 
meDtarperioden  in  einander  eines  Ausdruckes  bedienen  wollen,  dessen 
ihe  Uedeutung  erst  spiiter  in  der  allgfrmeiuen  Tnuisforuiatinnstheorle 
cb  win  wird. 


334 


Siebzehnte  Vorlesung. 


genügen  (wobei  wir  fiir's  erste  den  Fall  ausschliessen;  in  welchem 
a^  oder  a^  verschwinden),  den  Bruch  —  so  in  einen  Kettenbruch  ver- 
wandelt ^  dass  das  erste  Element  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  oder  Null  ist,  s'ämmtliche  folgenden  Theilnenner  aber  ganze 
positive  Zahlen^  die  Theilzähler  die  positive  Einheit  sind,  und  die 
Anzahl  der  Stellen  des  Kettenbruches  eine  gerade  oder  ungerade  ist, 
je  nachdem 

ao &1  —  cLi^Q'^  —  1     oder    öq &i  —  «i 6©  "^  4"  ^ 

ist  (was  stets  zu  erreichen,  da,  wenn  es  nicht  von  selbst  der  Fall 
sein  sollte,  statt  des  letzten  Theilnenners,  den  wir  für  den  Augen- 
blick mit  ß  bezeichnen  wollen,  nur 


ß 


'+T 


ZU  setzen  ist,  weil,  wie  aus  der  Entwickelungsweise  selbst  hervor- 
geht,  fs  mindestens  2  sein  muss),  so  mag  —  die  Form  haben 


«0 


a«  ,     1 


3+1    , 


+    * 

T+1. 
t 


Bezeichnet  man  nun  die  Näherungswerthe  dieses  Kettenbraches 
allgemein  durch 


so  dass 


rq  +  l  Ns 


1 

pq+J. 

a 


u.  s.  w.  ist,  SO  wird  die  Zusammensetzung  der  einzelnen,  mit  der 
Substitutionsdeterminante  1  versehenen,  also  zu  Elementarperiodeu 
gehörigen  Transformationen 


«0   «1 

• 

1 

P 

1 

0 

1       r 

6o  6, 

0 

1  , 

3 

1 

0       1 

nach  den  oben  festgestellten  Regeln  ausgeführt  mit  Hülfe  der  obigen 
Bezeichnungen  der  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe  das 
nachfolgende  Gleichungssystem  liefern 


«0     «I 


1  —p     ^  ■   ao  —      aoP  +  Oi 


«0  —     «0-3^1  +  a,2V", 


K  - 
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saö 


«0 

—  OoJf,  + 

a,N^ 

1  0 

1 

bo 

6,jf,  +-&,jr, 

-2  1 

a^JlTj  —  «1-^2 

6,Jf,-6,iVj 

— 

=     "o 

Jlfj- 

fi 

t,N,     - 

-r{ 

«0  +  ff  K-^i  —  »i  -^i)  —  «0-^1  +  ^iN, 
6,  +  q{ioM^  -  6,2^,)  -  b,M,  +  h^N, 

a^M^  —  «1 N,^      —  «o-^i  +  ^1^1  ' 
1,31,^  b^N,      -b,M,  +  b,N,  !' 

—  üqM^  -}-  üiNi        1  —  r 
b^M^  +  b^N^       0        1 

üqM^  —  a^N^      —  floJIfa  +  a,  iSTg 

und  da  die  Anzahl  der  Elemente  des  Kettenbruehes  eine 
gerade  oder  ungerade  sein  kann,  so  wird  die  zuletzt  erhaltene  Trans- 
formation die  Form  annehmen 

OoMik  —  a^N^k      —aQM2k-i  +  a^N2k-i 

—  b^Mik^i  +  biNik-i 


u.  s.  w. 


oder 


b^Mik  —  b^Nik 


—  «0^2*4-1  +  a,^2*  +  i 

—  b^M2k  +  i  +  biN2k  +  i 


af^Mtk  —  a^N'2k 

bQM2k  —  b^N2k 
da  aber  im  ersten  Falle 

Jf2*  =  ai,     J^2*  =  ^o> 
im  zweiten  Falle 

Jtf2*  +  l«=«l>       ^tk-hl^  ^0 

ist,  ausserdem  die  Gleichungen  bestehen 

IfsA-i  ^2*  —  M2k  Nik-i  =  —  1     oder    Jfg*  Nik-^i  —  Nik  Mik+i  =  +  1 1 
also 

a^Mtk-i  —  a,^2*-i'=  —  1     oder    a^M2k  —  «,J^8t  =  +  I7 
so  wird  in  Folge  der  resp.  Beziehungen 

Oo&i  —  a,  6„  =  —  1  *  oder    a^fc,  —  «r,  6,^  =  -f.  1 , 


oder 


'0 


N2k^i  +  nia^,    &,  =  M2k-i  +  wa, 


60  =  N2k  +  mao ,        h  =  -Mg*  +  wa, 

sein  müssen ;  worin  tn  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet, und  es  wird  somit  die  zuletzt  erhaltene  Transformation  im 
ersten  Falle  in 

im  zweiten  Falle  in 

I  a„  (&,  —  wa,)  —  a,  (6«  —  woo)      —  «o^i  +  «i ^'0    ^ 


0  1 

1  m 

1  0 
m  1 
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übergehen.  Bilden  daher  b^  und  &{  selbst  Zähler  und  Nenner  des 
vorletzten  Näherungswerthes  des  Eettenbruches  --,  oder  ist,  was 
dasselbe  sagt,  m  =  0,  so  würde  die  resultirende  Transformation 


0  1 

1  0 


oder 


1  0 
0  1 


sein;  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  wird  die  weitere  Anwendung 
der  Transformationen 


1 

0 


m 
1 


oder 


l  0 
—  ml 


auf  die  eine  oder  andere  der  vorher  erhaltenen  ebenfalls  das  gesuchte 
Resultat 


oder 


0  1 

1  m 

1   0 
m  1 


1  - 

io 

r 

1 

'  —  m 


m 
1 

1 

0  1 

1  0 

0 

1  0 

1 

1   

0  1 

liefern,  und  hieraus  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  in  allen  Fallen,  wie 
auch  die  Transformationszahlen  a^y  a^,  &o>  ^i  l>eschaffen  sein  mögen, 
eine  successive  Anwendung  von  linearen  Transformationen  der  Form 


'0  1 


und 


1  0 
V  1 


in  welchen  /t  und  v  positive  oder  negative  ganze  Zahlen   bedeuten, 
eine  resultirende  Transformation  von  der  Form 

1  0  :       ,         Ol 


\  0  1 


oder 


1  0 


liefern* 

Behandeln   wir   endlich   noch   den  oben  ausgeschlossenen  Fall, 
dass  a,  oder  a^  den  Werth  Null  haben,  so  wird 

entweder    aj  =  0,     a«  =  +  1,     i!>i  =  +  1;    ^o  =  &o 
oder    ao  =  0,    a,  =  +  1»    &o  =  +  l/^i  =  6i 
sein,  wo  keine  Correspondenz  der  Zeichen  stattzufinden  braucht,  und 
da  im  ersten  Falle 


+  1        0 

1  +  1       0 

1 

0 

K  +1 

0  +1 

±h  1 

im  zweiten  Falle 

0  +  1 

• 

0  +1 

1    0 

+  1       \ 

+  1        0 

+  6,  1 

ist,  so  wird  also  vennoge  der  Substitutionen 

;  +  i 

i       OH 

0 

hl 

und 

0 

+  1 

+  1 
0 
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die  vorgelegte  Transformation  in  eine  von  der  Form 

1  0  : 

V  1   I 

übergehen,    welche    durch    Zusammensetzung   mit   der    ähnlich   ge- 
stalteten 

1  0 

-vi 


wiederum  in 


1  0 
0  1 


abergebt. 

Es  lässt  sich  aber  femer  jede  in  den  Formen 


1^ 
0  1 


und 


1  0 

V    1 


enthaltene  Transformation  aus  einfacheren  Elementartransformatioueu 
zusammengesetzt  betrachten;  denn  vermöge  der  unmittelbar  ersicht- 
lichen Zusammensetzungen 


1  ,t-l 

1   1 

1  ^ 

• 

0            1 

0  1 

0  1 

J 

1   0 

1  0 

1  0 

• 

V-  1    1 

1   1 

V    1 

7 

1  ^  +  1 

1 

1—1 

1  ^ 

0           1 

0        1 

f)  1 

1  0 

10;       1  1  0 

v+  1    1 

11.1 

V    1 

schliesst  man  sogleich,  dass  man  für  positive  und  negative  ganz- 
zahlige ft  und  V  die  beiden  in  Betracht  kommenden  Transformationen 
durch  successive  Anwendung  einer  der  vier  folgenden 


1    1 

0  1 


1 
0 


1 
1 


1  u 

1  1 


1   0 

—  1  1 


entstanden  denken  kann,  oder  dass  man  mit  Hinzuziehung  des  oben 
gefundenen  Resultates  durch  successive  Anwendimg  der  Substitutionen 


l   ±1 
0        1 


1    0 
-f  1    1 


auf  die  ursprüngliche 


zu  der  Transformation 


gelangen  kann. 


+  1         0 
0  4-  l 


«0  '"i 

ba  6, 

1  0 

0  l 


0    -1-  1 


+  1 


0 


") 


')  da 


itiL 


0  1 

1  0 


I        I 


0  1 

1  0 


K^inigaberiT«'«  elli|»t.  Funct 


1    0 
0    1 


22 
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Berücksichtigt  man  endlich,  dass 


1+1  0    1     _ 

0      1 :  !  +  1  0  ' 

ist,  dass  ferner 

10  1 

11  —  1 
0    1 


1    1 

+  1    0 


und  weiter 


1    1 

4-10 


1    0 
—  1   1 


0 

1 


0  1 

1  0 


—  1    0 


1  0 

0  1 

—  1  0 
0    1 

1        0  j 

0  —1  ' 


1       I 


1  0 
0   1 


0-1 
1        0 

0  —  1   : 

-1      o| 

—  1 

0 


0    1 
-  1   0 
0    1 
-10 
0 

—  1  , 


;i  0 

0  1 

1 


0—1 


ist,    so   folgt,    dass   man   durch   successive  Anwendung   der  beL< 
Substitutionen 


auf 

(a) 


1   0 
1   1 


und 


«0  o, 


6,   b 


0    1 
—  1  0 


zu  einer  der  in  dem  Schema 


±  1       0 
0   ±1 

enthaltenen  Transformationen  oder  durch  successive  Anwendung     ^ 
Transformationen 


(1) 


>     •     • 


1   0 
—  1    1 


0   1 

1 

Ol 

1 

-1        0 

1   0 

0   - 

1 

-1 

0    -1 

auf  (a)  zu  der  Transformation 


1   0 
0   1 


geführt  wird.    Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen ^  dass  die  Zusammen- 
setzung der  beiden  Substitutionen 


«0  a,  . 
fco   fci  : 


^1    —  «1 


-6. 


a 


0 


oder 


I 


-\ 


a« 


6o    —  «0 


von  denen  die  zweiten  die  supplementären  der  ersten  genannt  wer- 
den^ auf  die  Substitution 

!   1   0 

j  <^   1 
führt,  je  nachdem 

ist,  und  dass  somit  die  Ausübung  der  Substitution 


1),    —  a, 


oder 


—  h 


a 


1 


a 


0 


\    —  «0 


r  periodische  Functiouen  im  ÄllgetneiiieD. 

Ausübung   der   Substitutionen    (1)    ersetzt   werden " 
■UD.      berücksichtigt  man  aber  ferner,  dass  nus  den  Gleichungen 

ß'=  b^il^  -\-  b,Sl{, 

Jt  Hfcolidem  «ofr,  —  «!&(,  =  +  1  oder  ^  ^  1  ist,  sich  zwischen  die- 

Wi  beiden  Sj^temen  von  Elenieutarperiodeu  die  Beziehungen  ergeben 

St,  =       b,il  —  n,a',     fl,'  =  -  b„Sl  +  a„Sl\ 

«,  =  —  &,«  + a,Ö',     iJ,"  =       b^il  —  agit, 

du«  ausserdem   die   vier  Substitutionen   (1)   immer  wieder,    da   : 

J^elerminanten  die  positive  oder  die  negative  Einheit  sind,  auf  Systeme 

von  Elüiiieatarjjeriodeu  führen,  die  uus  dem  vorhergehenden  Systeme 

Aarcb   Zeiehenänderung  der  Perioden   oder  durch  Vertauschung  der- 

elhvo  oder  endlich  für  eine  derselben  durch  eine  einfache  subtractive 

'erliindung  der  beiden  gegebenen  entstehen*),  so  folgt  unmittelbar, 

lias-t  mein  von  dem  Syst-i^tu:  ihr  Ektnentarperioiien  ii  iitiil  SV 

zu    Innern    beliebigen    andern   Nj/stetne    von   FJanaitarpfiriodeti 

Sif   und  ß,'  ffdattf/en  kann,  nulem  man  von  deii.  Period/^  Sl 

Httd  il'  ausgelietid  atvts  durch  succesdvc  Zeichenänderung  der 

Periodeti,  oder  Vertauschung  ders^en,  oder  einfache  sxihtrac- 

tive   VtTbintiung  für  ci?te  dersethen,   indem  die  ändert:  »nver- 

änderi  bleibt,   durch  eine  Rethf  von  einfachen  Systemen  von 

Ekmenlarperiodeti  himlurdtgeht ,  bis  wton  tu  ilem  verlangkn 

Systeme  kommt. 

Wir  werden  diesen  Satz,  in  etwas  anderer  Form  ausgespruchen, 

der  IVansformationstheorie  zu  G-ninde  legen;  für  jetA  wollen 

Um  benutzen,   um   ein  Eiutheilungsprincip  für  die  doppeltperio- 

len    Fum^tioüen    zu   entwickeln,    nachdem   wir   erat   noch    einige 

leiue  Eigenschaften    der   doppelt    periodischen   Functionen    be- 

irocfaen  haben  werden. 

Es  »t  vor  Allem  leicht  ersichtlich,  dnss  eine  eindeutig'^  doppelt- 
riodisckc  Function  iu  jedem  Pcriodcnparallelogramme  Jeden  Werth 
•e  gUiche  Anjsahl  mal  annimmt,  vorausyescUt ,  dass  dieselbe  inner- 
iBt  tiiesea  Parallelogmmtm  keinen   Werth  nnemßieh  oft  erlangt,**) 


*)  IBiIflln  jene  vier  t^iibitittitioueD  die 
üj  — a,  a,  =-Sl\ 

B,"  —  -  a  +  a".    a/  =  -  n, 

^)  Ba  nug  tiemerkt  werden,  daiid 


IteiichuDgiiU    lipfüni 

a,  =  a,        Ä,  =  —  jj, 
a;^-  a',    fi,'  =  -a". 

1  der  Thut  fär  Alle  Werthe  der  Vtt,- 


nkb«lo  ouid«ul)){e  Functionun  gieitt.  die  iu  ilirem  PeriodeDpArallelograuiiue  jedaii 
Wartli  unvndlicti  oFt,  aDn(>hiii>in,  wie  x,  B. 


iadem  die  Fiuiction  akb  niulit  iLudcrt,  t 
L  TOB  8  9  •  v«r*chiedeii  itt. 


I  TOB   8  9  •   v>n 


B  uia  ganie  Vmlt'xulii' 
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Denn  sei 
jene  Function,  so  wird 


2^7   /  d  log  9  (w)  =  m  —  n 


sein,   wenn    das  Integral   über   den   Umfang    des    PeriodenparalleL^ 
gramms  genommen*)  wird,  und  m  die  Anzahl  der  Nullen,  n  die  d^ 
Unendlichen    erster   Ordnung    in    diesem    Parallelogramm   bedeutet;. 
Da  aber 

'^  log  «P  (-)  =  ^^ 

offenbar  ebenfalls  eine  doppeltperiodische  Function  mit  denselben 
Perioden  ist,  so  werden  sich  die  über  die  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Parallelogramms  vollzogenen  Integrationen  wegen  der  gleiche.!! 
Functionalwerthe  und  der  verschiedenen  Integrationsrichtung  zer- 
stören, und  es  wird  somit  m  =  n  sein,  d.  h.  die  Function  in  jenexn 
Parallelogramm  ebenso  oft  Null  als  unendlich  von  der  ersten  Or<l- 
nung  werden  und  daher  nach  einer  schon  oft  gemachten  Schlnss- 
weise  jeden  Werth  eine  gleiche  Anzahl  mal  annehmen^  indem 

worin  A  eine  willkührliche  constante  Grosse  bedeutet,  dieselben  bei- 
den Perioden  wie  q)  {w)  hat,  und  in  denselben  Punkten  wie  diese 
innerhalb  desselben  Periodenparallelogramms  unendlich  wird. 

Aber  die  Werfhe  von  w,  für  welche  die  Function  z^=^  q)  (w)  inner- 
halb eines  Periodenparallelogramms  denselben  Werth  annimmi,  kben^ 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  Summe ^  welches  auch  der  entsprechende  ^ 
Werth  ist,  von  ganzzahligen  Multiplen  der  Perioden  abgesehen  conr 
stant  ist, 
wie  wir  für  sin  am  w  die  Congruenz 

W^  +   14)^  =  - 

gefunden  haben. 

Um  dies  einzusehen,  mögen  die  einem  z  zugehörigen,  in  dem  oben 
betrachteten  Periodenparallelogramm  befindlichen  t<7-Werthe  mit 

M'l  j    W2,    '  .  .    Wn 

bezeichnet  werden,  es  wird  dann  die  Summe  dieser  Werthe 

als  Function  von  z  aufgefasst  jedenfalls  eine  unendlich  vieldeutig 

*)  Wir  wollen  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  man  annehmen  darft  ^ 
(p  (w)  auf  dem  Kande  des  Parallelogramms  weder  Null  noch  unendhch  *i^ 
da,  wenn  dies  der  Fall  ist,  man  auf  beiden  Seiten  parallele  krumme  Aitf' 
biegungen  nehmen  kann,  für  welche  die  folgenden  Schlüsse  sämmtlich  beltebeo 
bleiben. 


Ueber  poriodisclie  Punttioden  i 

tion,  da  einem  r  uneadlicb  viele  f{ß)  entspreclieu,  die  sich  jedoch 
tÜich  Ton  den  in  einem  Periudenparallelogramm  erlangten  Wer- 
iim  ganze  Vieli'acbe  der  Perioden  unterscheiden.     Bildet  man 

dJW  _  die,    ,    dtv,  d«'„ 

!  dt  rfi  "T    ,/j   ">"■*■  "t"    ,/j    ' 

Igt  aas  dieser  Gleichnng  leicht,,  daas 
df{.') 
d% 
atig  und  ftlr  kein  s  unendlich  sein  kann.     Denn  vor  allen  Din- 
Bt  klar,   dass   diese  Grösse   eine  eindeutige  Function  von  2  ist, 
bem   beliebigen   aber  bestimmten  Werthe  von  z  nur  «  Wertlie 
f.^,  ...  w,  und    die  durch  Perioden   von    diesen    verschiedenen 
be  zugehSren,  während  filr  die  Ableitungen  offenbar  nur  jedem 
\ts  TOD  e  die  «  Werthe 


rachen,  so  daSK  die  aus  der  t^umme  dieser  Grössen  bestehende 
letrische  Function  bei  einem  geschlossenen  Wege  der  Variabeln 
lernndert  bleibt,  alau  eine  eindeutige  t'unction  von  z  ist.  Wlre 
lies«  eindeutige  Function  von  z  in  einem  Punkte  s  ^  a  unend- 
iso  wflrde  die  Entwicklung  in  der  Umgebung  von  e  =  « 

r^'  -  ■  ■  ■  +  i^ + ,^  +  ,1. + -1 ,  (.  -  .1  + . .  ■ 

bnd  man  sieht  daraus  unmittelbar,  dass  dann  das  Integral  dieser 
■-,  also  f(x)  jedenfalls  auch  m  z  =  a  unendlich  gross  würde, 
[jcht  der  Fall  sein  kann,  da  w,,  m,,  .  .  .  w„  Werthe  der  Varia- 
bi'  einem  im  Endlichen  gelegenen  Penoden  parallelogramm  sein 
■;  ebensowenig  wird  '  ,^  für  ein  uneudlich  grosses  -e  unend- 
^erden  können,  weil  sonst  die  Entwickelung  dieser  auch  in  der 
llichkeit  eindeutigen  Function  lauten  würde 

I  '2-  —  +  ^>''  +  ^.' + ^ + ^.  »-'  +  ■■• , 

Uer  f{t)  fT)r  2  =  00  unendlich  gross  sein  würde,  was  ans  dem- 
\  Grunde  nicht  angeht.  Da  somit  die  fiir  alle  endlichen  und 
(liehen  b  eindeutige  Function  }-■  för  kein  endliches  oder  un- 
Itbcs  £  unendlich  gross  sein  kann,  so  muss  sie  bekanntlich  eine 
baute  c  sein,  und  es  wäre  somit 

]  /■(«}  =  fÄ  4- f,, 

Idie  Coiutanteu  in  verschiedenen  Bereichen  der  «-Ebene  auch 

Üiedeoe  Werthe  haben  können,  indem  ^(i')  eine  unstetige  Func- 

1  B  aein  darfj   da  aber  f{z)  i^x  e  ^  00  endlich  war,  so  muss 

und  daher  f{s)  eine  Oonstante,  die  jedoch  von  Bereich 
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zu  Bereich  sich  ändern  kann.    Berücksichtigt  man  jedoch^  dass  zu 
jedem  z  nicht  bloss  die  n  Werthe  w^y  w^^  ,  ,  ,  Wn  gehören,  sondern 
auch  noch   alle  diejenigen,    welche  sich   durch  ganze  Vielfache  der 
Periodicitätsmoduln  von   diesen   unterscheiden,  dass  somit  f(ß)  eine 
unendlich  vieldeutige  Function  von  z  ist,    deren  Werthe  sich  aber 
nur  um  Perioden  unterscheiden  können,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
jene  Constanten,  welche  f{£)  in  verschiedenen  Bereichen  darstellen, 
sich  ebenfalls  nur  um  Perioden  unterscheiden  können,  weil  soDst  in 
den  Punkten,  in  welchen  zwei  solche  Bereiche  an  einander  stossen, 
/  {z)  nicht  bloss  um  Perioden  verschiedene  Werthe  haben  würde,  was 
nicht  angeht;  somit  wird  die  Summe  der  w  von  Periodicitätsmoduln 
abgesehen  eine  constante  sein,  oder 

«;,  +  w'i  +  •  •  •  +  *<^»  ^  ^ 
werden.^) 

*)  Es  mag  bemerkt  werden ,  dass  man  diesen  Satz  auch  vermögfe  der  in 
der  siebenten  Vorlesung  gefundenen  Beziehung 

?  =      r^  /X'rr-  •"  '*«' 

^  2mnt   /    f{w) 


nni]    f\ 

^ i_  c 

2  nni  J 


TM      , 

j,,    ,    wdw 

beweisen  kann,  indem  sich  das  über  das  Periodenparallelogramm  genomxa^ 
Integral 


ni  J    f\ 


w  dw 


^nij    f{w) 
nach  bekannten  Sätzen  in  der  Form  ergiebt 

1    _  (*f{w)    ,,15,  rr[w)    , 

iß)  («) 

woraus  mit  Hülfe  der  obigen  Beziehungen  * 


2  n  %j    t  (w') 


folgt,  und  das  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  befindliche  Integral  Aber  den 
Umfang  des  Periodenparallelogramms  zu  nehmen  ist.  Berücksichtigt  man  ^^ 
dass  in  dem  Integrale,  über  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  Parallelogrti^ 

genommen,  in  entsprechenden  Punkten  ^.^      denselben  Werth  annimmt, «  ■** 

nur*  um  eine  Periode  unterscheidet  und  die  bis  auf  das  Zeichen  gleich  is^i  ^ 
folgt,  dass  die  Integrale  über  die  beiden  Seiten  in  entgegengesetzte  BichhB« 
genommen  das  Resultat  geben 


8'  Cf 

'2niJ    f 


-■>it? "-. 


worin  das  Integral   über  die  eine  Seite  des  Parallelogramms  zu  nehmen 
ebenso  folgt  für  die  beiden  andern  Integrale 

'Inij    f  {w) 


dto 


Ij'eliei-  periodiiche  Functionen  im  Allgemeinen.  H4.'> 

dieser  Eigenschaften  der  doppelt  per  iodiscbea  i'^nctioneii 
ijer  oben  in  Betrefi'  der  Herleitung  eines  Systemea  von  Elementar- 
den  aus  jedem  andern  aufgestelUsn  SUtze,  wird  es  möglich  sein, 
BintlieiluDgspriocip  für  die  doppeltperiodischen  Functionen  zu 
ickelfi.  Einerseits  ist  uämlich  gezeigt  worden,  dass  jede  doppelt 
dtache  Fnnctiou  in  irgend  einem  Periodenparallelogramm  jeden 
h  eine  gleiche  Anzahl  mal  annimmt,  wenn  sie  ilherhaupt  alle 
ibe  in  diesem  Parallelogramm  nur  eine  endliche  Anzahl  mal  er- 
i,  andercrseita  läsat  sich  aber  aus  den  obigen  Untersuchungen 
dass  eine  doppelt  periodische  Function  in  allen  Elementar- 
lelogrammeu  jeden  Werth  ein  und  dieselbe  Anzahl  mal  annimmt. 
i  da  sich,  wenn  wir  zwei  beliebige  Klementarparallelogramme 
eichen,   nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  das  eine  aus  dem  an- 

herluiton  lässt,  indem  man  das  erstere  successive  durch  Ver* 
lg  der  Richtung  der  Seiten  in  die  entgegengesetzte  oder  durch 
Ltischong  der  Seiten  ändert,  also  nur  dasselbe  Parallelogramm 
derer  Lage  betrachtet,  oder  statt  des  Parallelogrammes  {Sl,  Sl') 
'oralielogramm  (Sl,  —  ß  -f  ■ß )  substituirt,  wodurch  nur  die 
des  Parallelogrammes  cougruent  mit  sich  verschoben  wird,  so 
b«t  unmittelbar  ein,  dass  in  jedem  dieser  successive  entstehenden 

ntorparallelogranime,  sowie  in  dem  zuletzt  sich  ergebenden,  das 
lern  vorgelegten  rergUcheu  werden  soll,  die  Anzahl  der  Nullen 
Uwmdlkhiii,  diso  auch  die  Viel/aciiheit  alter  Werthe  für  die  vw- 
enen  Elemetttarjtaralleloyramme  dieselbe  %sK 

Folge  davon  können  wir  die  doppelt  periodischen   Functionen 
llgemeinen   nach    der   Anzahl    der   Wertlie    der   Variabein   ein- 


I  ander»  Seite  den  i'arallelograiumo»  Kouommon,     Ou  aber 

■rM. 


J 


TW--  ■""' 


(«d)  Ini  AoAuig*'  und  Endpunkte  einer  Seite  de*  Parallel ogrammes  den- 
Worth  uminimt  und  nnitcrdem  eindeutig  iit,    nenn  f(vi)^t  geietxt 


/' 


dlügi 


tit,  welcbM  S  Fist  Oller  i)  ist,  woon  fi  eine  gaose  Zahl  bedeutet,  je  n&ch- 
'  gMchloMMie  Umfang*  der  ^-Variable  den  Punkt  /'(tc)°~0  oder  «c  ein- 
,  oder  diM»  Piuüite  nicht  in  eich  enthäJt.  ho  ergiebt  «ich 

iit  die  Summe  aller  der  Werthe,  für  welche  die  Kunotioo  von  der  enten 
lg  luieiidlicli  ist,  von  der  Summe  derjenigen  Wertlie.  füc  nelchc  sie  Null 
Ua  nm  ganze  Vielfache  der  Perioden  unterschieden.  Bet^a(^ht«t  man  uon- 
be  Function  ^l,u>)  —  A,  so  aiiid  die  w- Werthe,  für  welche  diese  uneudlich 

onerholb   desselben  Periodenparallelogrsmuis  dieielbcn.   und  datier  die 

der  w,  für  welche  f(w)^A=^0  oder  /'(u'l  =  A  wird,  ebenfalli  jener 

nach  den  Periodicit&tamodutn  congruent. 
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theilen,  ffir  welche  die  Fuoctiou  iuuerholb  eines  Elemeutarpu 
gramnies  deoBelbca  Werth  annimmt,  und  ist  diese  Zahl  n,  m  sult 
die  doj)peUperiodischc  Function  eine  Function  n'"  Ortinung  gmotint 
loerden. 

Indem  wir  nun  anf  Grand  dieser  Eintheilimg  dazu  übergehen, 
die  allgemeinsten  doppelt  periodischen  Functionen  zu  bilden,  wrfehe 
in  jedem  Periodenparallelogramm  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von 
Wertheu  denselben  Werth  annehmen  und  zu  jedem  Werthe  der  Va- 
riabein nur  eine  endliche  Anzahl  von  l'\inctionalwertbeu  liefern,  m^ 
vor  allen  Dingen  bemerkt  werden,  daas  es  nur  nöthig  sein  wird,  die 
Untersuchung  der  eindeutigen  doppelt  periodischen  Functionen  dareli- 
zuführen,  da,  wenn  e  eine  »-deutige  Function  von  w  ist,  sich  nacli 
früheren  Auseinandersetzungen  e  als  die  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  n""  Grades  darstellen  läsat,  deren  Coefficieuten  eindeutige 
doppelt  periodische  Functionen  sind. 

Was  nun  die  eindeutigen  doppelt  periodischen  Functionen  «!■ 
geht,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  es  solche  von  der  ersten  Ordnuni) 
äierhaapt  nicht  <jiebt.     Denn  sei  2  jene  Function  und  bildet  man 


s- 


dw 


über  den  Umfang  des  Elemeutarparallelogramms  genommen,' su  ist 
der  Werth  dieses  Integrales  in  jedem  Falle  Null,  da  die  Integrale 
über  die  gegenüberliegenden  ijeiteii  des  Parallelogramms  genommt^u 
sich  aufheben;  gäbe  es  also  nur  einen  Punkt  «  im  Innern  deaaelben, 
für  den  die  Function  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  ist,  so  mSatl« 
auch  das  unendlich  kleine  Currenintegral  um  diesen  Punkt  g 
verschwinden;  da  aber  für  Werthe  in  der  Umgebung  von  n 


-  C{w 


«)  +  - 


A  ,2ni 


=  0, 


also  A  =  0  sein  müssen,  in  welchem  Falle  die  eindeutige  Fnoctioa 
z  in  dem  Periodenparallelogramm  also  überhaupt  nicht  unecillicli, 
also  eine  Constante  sein  würde. 

Von  den  eindeutigen  doppelt  periodiascben  Functionen  iwfitw 
Ordnung  haben  wir  bereits  die  sin  am  w  kennen  gelernt,  es  fug* 
sich  jetzt,  ob  es  noch  andere  giobt,  und  in  welcher  Form  sich  to 
analytische  Ausdruck  derselben  darstellt. 

Sei  z  eine  solche  Function  zweiter  Ordnung  von  w,  welche  i" 
irgend  einem  beliebig  gewählten  Elementarparallelogramm  mit  d«" 
Elementarperioden  Sl  und  Sl'  in  den  Punkten  a  und  ß  von  der  anten 
Ordnung  unendlich  werden  mag,  so  wird,  wenn  wir  die  Entwicklimp- 
güeder  von  b  in  der  Nähe  der  Punkte  a  und  ß  abziehen,  eine  in  dein 
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Periodeiiparallelogramme  endliche  Function  9  (w)  übrig  bleiben,  und 
es  wird  sich 

JS  = 5  +  w  (w) , 

oder  da  wieder  durch  Integration   über  den  Umfang  des  Perioden- 

parallelogrammes 

A.27ti  +  B.2ni  =  0 
oder 

B  =  —  A 
folgt, 

W ^  =  ;r^-sr^  +  9>(^) 

ergeben. 

Da  nun    die  Entwicklung  der  rechten  Seite  in   der  Nähe  von 

tc  =  a 

z  =  A(tv  —  a)-^  +  Co  +  C^{zv  —  a)  -\ 

oder 

z  =  A{w-  «)-'  {1  +  J  (w  -  «)  +  J  {tv  -  «)^  +  .  .  .} 
lautet,  und  daher 

=  (t(;  ~«)  {1  +  Do  (t^ -«)  +  ...} 

ist,  so  folgt  nach  früheren  Betrachtungen,  dass  w  —  a,  nach  Poten- 
zen von  0  in  der  Nähe  des  unendlich  entfernten  Punktes  entwickelt, 

lautet 

w-.a  =  Az-^  +  Bz-^  +  Cz-''  H , 

und  da  aus  der  Gleichung  (1)  durch  Differentiation  nach  w 

dz A ,         A       _,      '  c   \ 

dw~         (t£7  -  ~aY  ■*"  {w  -"^)«  "t"  9  W 

folgt,  so  wird,  da  q/ (to)  als   Ableitung  einer  in  w  =  a  endlichen 
und  eindeutigen  Function  wieder  endlich  ist,  die  Entwicklung  von 

^—  nach  steigenden  Potenzen  von  w  —  a  lauten 

^  =  -A{w  -  a)-'  +  Do  +  AC«'  -«)  +  ••  • 

dz 
und  somit,  wenn  ^  -   als  Function  von  0  aufgefasst  wird,   vermöge 

der  obigen  Entwicklung  von  w  —  a  nach  negativen  Potenzen  von  z 
die  Form  annehmen 

Aber  j —  ist  keine  eindeutige  Function  von  Z]  zu  jedem  z  gehören 

nämlich  unendlich   viele  Werthe  von  w,    die  sich   theils  um   ganze 
Vielfache  der  Perioden  unterscheiden,  theils  in  bestimmten  Bereichen 
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zu  je  zweien  eine  eonstante  Summe  ^c  geben^  so  dass^  wenn  zwei 
solche  Werthe  mit  w^  und  W2  bezeichnet  werden, 

^1  +  ^2  ^  ^ 
ist,   und  die  Werthe  von  c  für  die  verschiedenen  Bereiche  sich  nur 
um  Vielfache  von  Perioden  unterscheiden.    Für  die  nur  um  Vielfache 

der  Perioden   verschiedenen  Werthe  des  w  ist  es  klar,   dass  -^  für 


dasselbe  0  denselbeu  Werth  haben  muss,  weil  die  beiden  in  Betracht 
kommenden  uneüdlich  benachbarten  m; -Werthe  für  das  eine  und  das 
andere  Paar  sich  um  dieselben  Vielfachen  der  Perioden  unterscheiden; 
für  zwei  Werthe  w^  und  w^  jedoch  der  zweiten  Art  wird  imierhalb 
eines  der  betrachteten  Bereiche  jedenfalls 

^*?j  4_  ^*??  =i==  ü    oder     ^*??  =  —  ^ 
dz    '     dz  dz  de 

sein  müssen;  lässt  man  jedoch  das  dw  innerhalb  eines  Elementar- 
parallelogramms von  einem  Bereiche  in  den  andern  hinübergreifen, 
so  dass  der  neue  Werth  w^  dem  w^  unendlich  benachbart,  aber  der 
zugehörige  Werth  W2,  welcher  die  für  den  nächsten  Bereich  eon- 
stante Summe  c  liefert,  von  W2  um  Endliches  verschieden  ist,  so  wird 

w;/  4"  ^2  =  ^' 
sein,   wo  c    sich  von  c  um  Vielfache    der   Perioden   unterscheidet; 
bringt  man  nun  diese  Gleichung  auf  die  Form 

so  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  obigen ,  dass  W2"  ^^ 
von  W2  auch  nur  um  unendlich  wenig  unterscheidet*),  und  dass  daher 
auch  für  das  betreffende  da 

dwi  dwf 

dz  "^        dz 

sein  muss,  während  sich  für  alle  übrigen  wieder  derselbe  Werth  der 

Ableitung  ergiebt,  und  es  wird   daher  ^— ,    also  auch   -?—  für  die 

Werthe  Wi  und  W2,  also  für  dasselbe  0  nur  zwei  dem  absolute^ 
Werthe  nach  gleiche,  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe 
haben,  so  dass 

(ß±y 

\dwJ^ 
als  Function  von  0  aufgefasst,  für  alle  0  eindeutig  ist  und  für  kei^ 
endliches  0  unendlich  werden  kann,  da,  wenn  dieses  endliche  z  eine^^ 
unendlichen  w  entspräche,  es  auch  der  Functionalwerth  der  dopp^-*^ 
periodischen  Function  2  für  ein  endliches  w  sein  müsste,  dann  ate^^ 
wie  bekannt,    die  Ableitung  einer   eindeutigen  Function   für  ein^^ 


•)  wodurch  gezeigt  ißt,  dass  sich  auch  stets  ein  Periodenparallelogran^^ 
bilden  lässt,  innerhalb  dessen  die  Summe  der  beiden  «; -Werthe  dieselbe  ist 


i 
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liehen  Werth  der  Variabein  nur  mit  der  Function  selbst  uneud- 
gross   werden  kann.     Daraus   folgt   aber,    dass,    da   nach  dem 
gen 

;?^^)  =  A'^  z^  +  F,z'  +  F.y^  +  7>  +  n  +  i^-i  ^-*  +  •  •  • 
also  (^  ,)    für  ;sf  =  cx>  von  der  vierten  Ordnung  unendlich  ist, 


•      •      •      • 


(£)  ^A-^{z-  a)  {z  -  ß)  {z  -  r)  {z  -^d), 
''"  =  i  V{^-  «)  («  -  ^)(ß  -  V)  l"  -  <5), 


die         Ä 

eine  Differentialgleichung,  deren  Integral  eine  lineare  Function 
in  der  letzten  Vorlesung  behandelten  doppelt  periodischen  Func- 
.  war. 

Um  die  Grossen  a,  ß^  y,  S  durch  die  xf-Werthe  für  bestimmte 
;uläre  Punkte  auszudrücken,  mag  die  constante  Grösse,  welcher 
Summe  je  zweier  demselben  ;e?-Werthe  entsprechender  tv-Werihe 
jruent  ist,  mit  c  bezeichnet  werden,  dann  wird,  wenn 

g  =  (p  (w) 

}tzt  wird,  weil  die  Ableitungen  in  zwei  solchen  w;-Werthen  ent- 
engesetzte Zeichen  hatten, 

(p'  (w)  =  —  9?'  (c  —  w) 

I.     Setzt  mau  nun  w  =   - ,  so  dass 


80  ergiebt  sich 


f'i{)  =  9»'  (1)' 


C.'^       c=0; 
ititairt  man  ebenso  in  (3) 


rgiebt  sich 

^  \i  +  , J  =  -  9>  ti  -  2>/  =  -  9»  U  +  J. 


*)  Es  kann   nicht  9>'(  o-)  =  «>    sein,   weil  sonst   auch    g>  f -)  =  oo    sein 

tef  da  9  {w)  als  eindeutige   Function  von  w  vorausgesetzt  war,  und  wenn 
^er  Fall  wäre,  der  zweite  Werth  von  tu,  der  von  Perioden  abgesehen  den 

^en  zu  c  ergänzen  müsste,  ebenfalls       wäre,  was  der  Annahme  widerspräche, 

die  Function  in  jedem  Periodenparallelogramme  für  zwei  verschiedene  Werthe 
^dlich  von  der  ersten  Ordnung  wurde. 
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also  wieder 

und  genau  ebenso 
und 

.•(T  +  l  +  f)-»  '-"  (l^)„4.|.f-"' 

so  dass  in  der  Gleichung  (2)  die  rechte  Seite  auch  für  die  Tier  eben 
hervorgehobenen  Werthe  von  w  verschwinden  muss,  und  daher  die 
Grössen  a,  ßj  y,  ^  nichts  anderes  als  die  j?- Werthe  für  eben  diese  w 
sind  *) ,  wenn  noch  gezeigt  sein  wird,  dass  ilie  Werthe  der  Function 
z  für  jene  betrachteten  vier  Werthe  der  Variabein  w  von  einander 
verschieden  sind;  da  aber  nur  solche  w -Werthe  gleiche  Werthe  von 
z  liefern^  welche  sich  zu  c  ergänzen,  oder  deren  Summe  sich  von  c 
nur  durch  ganze  Vielfache  der  Perioden  £1  und  Sl'  unterscheidet, 
dies  aber  für  die  Werthe 

nicht  der  Fall  ist,  so  ist  die  Verschiedenheit  der  Werthe  von  z  für 
diese  Argumente  unmittelbar  klar;  die  Gleichung  (2)  nimmt  somit 
die  Form  an 


(4)   .   ;   .     W  = 


/• Ade^ 

Für  den  Fall,  dass  die  beiden  Punkte  a  und  ß  zusammenfallen, 
und  die  Function  z  also  in  einem  £lementarparallelogranun  nur  in 
einem  Punkte  a  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich  wird; 
hat  z  die  Form 

oder  in  der  Nahe  von  w  =  a 


*)  Die  Werthe  —  1,  +1,  -   *  ,  +  -i-  lieferten  im  elliptischen  l^orvd' 

X  X 

integral  die  Werthe  der  sin  Q,mw  für  die  oben  bezeichneten  t<;- Grössen. 
**)  Dass  z  nicht  die  Form  haben  kann 

(jc  —  aV     '    w  —  tt    '    ^  ^    ' 

ersieht  man  unmittelbar  wieder  daraus,  dass  die  geschlossene  IntegrtitioD  ^^^ 

J  zdw 
über  den  Umfang  des  Periodenparallelogramms  genommen  B=^0  ergeben  würde. 
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oder 

g=  A{w^  ay^h  +  ^{w  —  ay-i } 

™d  daraus 

Ä^e"'^  =  {w  —  a)il-{-^(w  —  ay  +  "  .}"* 

Merans  folgt  aber 

^d  da  sich  aus  der  oben  für  z  angenommenen  Form 

^ 2A{w-a)-'  +  <p'{w) 

^^ebt^  so  folgt  durch  Einsetzen 

|J  =  -  2^~*ij*  +  D,z^  +  D,z^  +  Do  +  2>-i£r-*  +  .  .  . , 
Dud  weil  genau  wie  oben    t—  wiederum  als  Function  yon  e  aufge- 

fasst  zweideutig,  also  \j-)   eindeutig  ist,  femer  für  kein  endliches 

s  unendlich  gross  ist  und  nach  der  gefundenen  Entwicklung  für 
^  -»  ao  von  der  dritten  Ordnung  unendlich  wird,  so  wird  sich  die 
Form  af^eben 

oder 

w=^}/A r ^'  -^-^.. 

Drückt  man  genau  wie  oben  tt,  ß,  y  durch  die  jer-Werthe  für 
specieUe  Punkte  des  Periodenparallelogramms  aus,  so  ergiebt  sich 

(5)    tr  =  i,/3/'-^:^:.=^=_=^?._.^.^  __     „ 


7/F 


'-('>|+f]  ['-^^'+-f][^-^^^f+^f] 


und  wir  sehen  somit  aus  (4)  und  (5),  dass  sich  in  beiden  Fällen  w 
als  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ausdrückt,  und,  weil  jedes 
elliptische  Integral  erster  Gattung  sich  durch  eine  lineare  Substitu- 
tion  auf  die  Form 

«;=ir M 

»  J  VvT^t')  (1  -  X«  t«) 

xorfickf&hren  laset,  somit 

jede  eindeutige  doppelt  periodische  Function  saveiter  Ordnung 
eine  lineare  Function  von  sin  am  £{w  —  Wq)  sein  wird,  worin 
€  und  Wq  Constanten  bedeuten. 
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Es  wird  sich  nun  darum  handeln ,  diesen  Ausdruck  wirklich  za 
bilden  und  die  Grössen  s,  w^j  k  vermöge  der  gegebenen  Elemente 
der  doppelt  periodischen  Function  darzustellen. 

Sei  also  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function  zu  bilden; 
für  welche  ein  System  von  unabhängigen  Perioden  ft  und  ß'*)  von 
der  Beschaffenheit^  dass  die  Function  innerhalb  des  von  diesen  beiden 
gebildeten    Parallelogrammes   jeden    Werth   nur    zweimal    annimmt, 
ferner  zwei  Werthe  a,  und  a^  gegeben  sind,  für  die  sie  verschwin- 
den, und  zwei  Werthe  a,  und  a^,  für  die  sie  unendlich  werden  soll, 
die  sich  jedoch  nicht  nur  durch  Vielfache  der  Perioden  von  einandex 
unterscheiden  dürfen   und  die   der  nach  Früherem  für  die  Eiistenz» 
der  Function  nothwendigen  Bedingung 

«1  +  «2  =z  «1  +  a.^ 

genügen  müssen,  so  darf  von  den  beiden  Perioden  i2  und  il'  ao.^^ 

nommen  werden,  dass  der  rein  imaginäre  Theil  von 


*)  Es  mag  hier  bemerkt  werden,  dass,  wenn  eine  eindeutige  doppelt  perio- 
dische Function  innerhalb  eines  von  den  Perioden  Sl  und  Sl'  gebildeten  Par^^ll^- 
logrammes  jeden  Werth  nur  zweimal  annimmt,   dieses  Parallelogramm  kio'^^- 
wendig  ein  Elementarparallelogramm  sein  muss.     Wenn  sich  dies  anch  aus    <l6r 
oben  zu  entwickelnden  Form  unmittelbar  wird  einsehen  lassen,  so  wird  es  dodi 
zweckmässig  sein,  diese  Behauptung  auch  direct  zu  erweisen.    Wären  nänxlicli 
Sl  und  Sl'  nicht  Elementarperiodeu,  sondern  mit  zwei  solchen  Sl^  und  A/  daxTcli 
die  Beziehungen  verbunden 

worin 

«0^1  —  a,6o  =*  w 

ist  und  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  sich  zxait 
Hülfe  der  am  Anfange  dieser  Vorlesung  vermöge  der  KettenbmchseDtwickli>^^% 

von  -*  gefundenen  Substitutionen,  wie  leicht  aus  den  dort  aufgestellten  B^^^ 

tionen  zu  ersehen 


;  «0  «1 

I  h  &i 


1  -1) 
0        1 


1   0 

-3  1 


1  —f 


10  ,01; 

.    oder   :  * 

m  n  •  I  n  « 


0         1    i 

ergeben,  so  dass,  wenn  auf  iß|,  Sl^'  successive  weiter  lineare  Substitutionen  ^^^' 
geübt  werden,  man  schliesslich  auf  die  Form 

Ü  =  .ßx  ,        Sl'  =  mSlx  +  nSlx' 
oder 

Ä  =  P.x\        Sl'  =  nÄx  +  m  Slx 

kommt^  worin  Slx  und  Slx'  Elementarperioden  sind.  Aus  der  Form  dieser  A^** 
drücke  geht  aber  unmittelbar  hervor,  dass,  wie  eine  leicht  zu  entwerfende  H^^ 
zeigt,  die  doppelt  periodische  Function  in  dem  von  Sl  und  ß'  gebildeten  Pa^^' 
lelogramm  jeden  Werth  mehr  als  zweimal  annehmen  müsste,  da  dieselbe  ib&  ^ 
dem  von  den  Elementarperioden  bestimmten  Elementarparallelogramm  nacß 
dem  Früheren  mindestens  zweimal  annehmen  wird. 
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Ä 
*^iiu  CoefBcienten   von  i  eine  wesentlich  positive  Grösse  hat,  indem 
unabhängige  Perioden  keinen  reellen  Quotienten  haben  können,  und 
^«un  jener  Coefficient  von  i  negativ   ist,  man  nur  das   System  der 
Perioden  Sl  und  —  Sl'  zu  betrachten  braucht.     Setzt  man  nun 

dann  wird  nach  den  Resultaten  der  letzten  Vorlesung  ein  Integral- 
iBodul  durch  den  Ausdruck 

bestimmt  und  somit  bekannt  sein,  da  die  '&- Functionen  durch  den 
Afodul  r  vermöge  der  oben  gefundenen  Beiheneutmcklungen  gegeben 
And,  und  es  ist  dann 

eine  eindeutige  Function  mit  den  Perioden  Sl  und  i^'.    Setzt  man  nun 

__  Ä        a,  +  a, 

so  wird  behauptet,  dass  die  Function 

f{U>  +  <f)  —  fiai  +  ü) 

in  den  Punkten  a^  und  a^  verschwindet  und  in  a,  und  a,  unendlich 
wird,  und  nur  in  diesen;  denn  da  sie  nur  Null  werden  kann,  wenn 
der   Zähler  Null  wird,  und 

f(w  +  6)  =  f{a^  +  a) 

nacb  den  früheren  Auseinandersetzungen  nur  befriedigt  wird,  wenn 

w  -{-  ö  ^  a^  -\-  a    und    w;  +  <t  ^   - —  a,  +  ^ 
oder 
tv  ^  «1  und  «?  ^  -  —  a,  —  2  <y 

=  Y  —  a,  —  ,^  +  («1  +  «2)  =  —  «I  +  «1  +  «2  =  «2 

istj  so  wird  die  erste  der  Bedingungen  erfüllt  sein,  dass  die  Func- 
üon  in  den  Punkten  a,  und  ^2  verschwindet.  Da  femer  das  Ver- 
sehenden des  obigen  Nenners  nur  durch  die  Wertbe 

f£7  ^  ivi     und    m;  =  2  --  «1  —  2  <J  =  ,^  —  «1  —  .j  +  «1  +  «2  =  «2 

beding  wird,  so  folgt,  dass  die  oben  gebildete  Function  in  den  ver- 
langten Werthen  Null  imd  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird, 
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und  da  sie  mit  der  vorgelegten  Function  dasselbe  Periodenparallelo- 
gramm besitzt;  so  wird  der  Quotient  dieser  beiden  Functionen  offenbar 
für  keinen  Werth  in  der  Ebene  unendlich  werden  und  daher  eine 
Constante  sein^  so  dass  die  gesuchte  Function  tp  (w)  die  Form  hat 


rp  (w)  =  C  •  V  -—?— N  r)-   -^  { 9 


worin  C  eine  Constante  bedeutet. 

Mit  Hülfe  der  allgemeinen  Form  der  eindeutigen  doppelt  perio- 
dischen Functionen  zweiter  Ordnung,  wird  es  nun  leicht  sein,  die- 
jenige der  Fimctionen  n^^^  Ordnung  unmittelbar  zu  entwickeln. 

Sei  jetzt  nämlich  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Foiiciaox^ 
zu  bestimmen  mit  den  Perioden  i^  und  Sl\  in  deren  Parallelogramicsi 
dieselbe  in  den  n  Punkten 


1  }       2  f    '  '  '      ^ 


verschwinden  und  in  den  n  Punkten 

unendlich  werden  soll  (welche  Punkte  sich  jedoch  nicht  bloss  ».'»i 
Perioden  unterscheiden  sollen),  so  wird  nach  dem  oben  bewiesen^^n 
Satze  von  der  constanten  Summe  der  w;-Werthe,  welche  denselb^^n 
Functionalwerth  geben,  die  Congruenz  befriedigt  sein  müssen 

«1  +  «2  H f-  «n  =  «1  +  «2  H h  ««> 

wenn  überhaupt  eine  solche  Function  existiren  soll;  ist  diese  jed(^^ 
erfüllt,  so  werden  wir  zeigen,  dass  für  beliebige  Werthe  von 

Slj    Sl\    a, ,    «2;    •  •  •    ^n,    «l;    «2;    •  •  •    ^»f 

wenn  nur  der  Quotient  von  -^  nicht  reell,  d.  h.  die  Perioden  Ton 

einander  unabhängig  sind,  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Puii<J- 
tion  existirt,  und  wie  sie  durch  f(w)  sich  ausdrücken  läset. 

Bildet  man  nämlich  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function 
zweiter  Ordnung  mit  den  Perioden  Sl  und  Sl\  den  Unendlichen  ^i 
und  «2;  ^®^  Nullen  a^  und  a,',  wo  a/  durch  die  Congruenz  b^ 
stimmt  ist 

(kl) «I  +  «2  =  «1  +  <? 

so  erhält  man  nach  dem  Vorigen,  wenn 

(u «^.^f-H- 

gesetzt  wird,  eine  solche  in  der  Form 

/rr,    ^  f{^  +  ?l)  —  />!  +_?) 

^     1^ f{^v+aO-f{cct+ö)' 

Bildet  man  ferner  eine  doppelt  periodische  Function  zweiter  OrdnnD? 
mit  denselben  beiden  Perioden  Sl  und  Sl\  den  Unendlichen  «3  "osA 
a/,  den  Nullen  a^  und  «2';  ^^  ^2'  durch  die  Congruenz  g^ben  is* 


üeber  periodische  Functionen  im  Allgemeinen.  353 

«3  +  «i'  =  «2  +  «2'; 

eselbe^  wenn 

24  2 

man  eine  doppelt  periodische  Function  zweiter  Ordnung 
rioden  Sl  und  Sl\  den  beiden  Unendlichen  a„  und  aj,-» 
lUen  ttn-i  und  aj,_i  bestimmt ^  für  welche 


•  •  • 


a«  +  ÖJn  -  2  ^  «« -1  +  ^  - 1 
Iche  die  Form  hat,  wenn 

o«  _  1  =  ^  2 

/'(tg+gn-l)-/'K-.l  +  ^n~l) 
/'(«<^+^«-l)-/'K  +  ^«-l) 

icirt  man  nun  alle  die  Ausdrücke  (mj),  (mj),  ...  (m„«2); 

zu  sehen,  dass,  weil  (mj)  im  Punkte  a/  von  der  ersten 
all,  (mj)  im  Punkte  a/  von  der  ersten  Ordnung  unend- 

das  Product  in  a/  endlich  sein  wird,  u.  s.  w. ,  so  dass 
itproduct  in  den  neu  eingeführten  Punkten  ' 


'    -  '  -' 


wird,  nur  in  dem  neu  hinzutretenden  Punkte  aj,  _  1  wird 
inden,  der  jedoch,  wie  man  aus  der  Summe  aller  Con- 

1),  (kj),  ...  (kn-i) 

«2  +  •  •  •  +  «n  ^  «1  +  <*2  + h  öt«-l  +  «i-1 

'  die  Existenz  der  gesuchten  Function  nothwendigen  Be- 

f-  «2  -j f-  a»  ^  aj  +  aj  +  •  • '  +  ««-1  +  «n 

3   anderes   als  a»  ist,   und   es   wird   somit  die  gesuchte 


+  ^i)  fiio  +  c,)  -  fiot  +  ö,)  f(to  +  ff._i)  -  /-(g^^i  +  g,-!) 


•  • 


wie  man  sich  durch  Einsetzen  der  einzelnen  Congruenzen 
.  in  die  nächst  folgenden  leicht  überzeugt ,  die  Grossen 
Congruenzen  bestinmit  sind 

gar,  rllipt.  Funoi.  28 
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uud  aoiuit  der  Auedruck  für  die  allgemeinste  eindeutige  düppelt  jieriu- 
diache  t'uuctiou  n^"  Orduung  durch  eine  solche  zweiter  Ordnung 
gefimdeii,  in  welchem  die  periodische  Function  f{w)  vcrsehieiaie 
Argumente  hat, 

Wir  wollen  nun  für  die  allgemeine  doppelt  periodische  Fimcticm 
n'"  Ordnung  eine  Beziehung  zu  den  doppelt  periodischen  Functionen 
zweiter  Ordnimg  und  deren  Ableitung  aui'stelleu,  die  sich  freilich  mit 
Hülfe  des  später  zu  entwickelnden  AdditionsUieorems  för  /'(>(«« 
dem  vorher  gefundenen  Ausdrucke  würde  herleiten  lassen,  hier  jedoch 
oJine  Rücksieht  auf  die  ermittelte  analytische  Foim  dieser  Funclimi 
entwickelt  werden  soll. 

Sei  rp  («■)  eine  eindeutige  doppolt  periodische  l-Vnction  vnu  « 
mit  den  Perioden  ß  und  Si'  mid  zwar  von  der  w""  Ordnung,  ani 
V  (w)  eine  ebensolche  Function  mit  denselben  Perioden  von  der  zwei- 
ten Ordnung,  dann  wird  innerhalb  des  von  den  Perioden  ß  und  H 
gebildeten  Elementaqiarallelogramms  die  Function  91  (tv)  für  n  »a* 
achiedeue  Werthe  des  tv  denselben  Werth  annehmen,  während  ('(*) 
im  Allgemeinen  für  diese  h  Werthe  von  to  auch  «  vcrsclii*den< 
Werthe  erlangen  wird;  daraus  folgt  aber,  dase,  wenn  (t  (w)  idsfoBC- 
tion  von  fp  (w)  betrachtet  wird,  im  Allgemeinen  zu  jedem  ffertW 
von  <p{u')  n  Werthe  von  ^(w)  gehören  werden  und  nur  w  VVertiA 
denn  jeder  wettere  Werth  von  ip  (tv)  müsste  einem  w  enlspreclis"! 
für  welchen  (p  (w)  denselben  Werth  annimmt,  dies  ist  aber  nur  ItU 
jene  m  Werthe  im  Elemeatarparallelogramm  der  Fall  oder  für  Wertift 
welche  sich  von  diesen  um  ganze  Vielfache  der  Perioden  unterscJi'^ 
den,  aber  für  diese  nimmt  auch  ^('(w),  welches  dieselben  PerioJai 
hat,  einen  der  früheren  Werthe  an,  und  es  wird  somit  vi(to)  '"' 
Lösung  einer  Gleichung  «'"  Grades  sein,  deren  Coefficifuten  f"' 
deutige  Functionen  von  y  {iv)  sind.  Aber  diese  Coefßtienton  sii» 
oSeubar  ratioaale  Functionen  von  ip  {fv);  denn  es  wird  (('  (w)  uffeub" 
nur  unendlich  für  zwei  Punkte  des  Parallelogramms  und  für  all'  i"'* 
andern  Punkte,  welche  sich  von  diesen  durch  ganze  Vielfaclie  "" 
Perioden  luiterscheiden ;  da  aber  9  (w)  für  alle  diese  Punkte  wsg*" 
der  Gleichheit  der  I'erioden  beider  Functionen  auch  nur  zw«  tM- 
schiedene  Werthe  hat^  so  folgt,  dass  ^  (ic)  nur  für  eine  ondliclie  An- 
zahl von  Werthen  von  <p  («')  unendlich  wird,  und  daher  jene  Coefl* 
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II  ratiouiilo  Functiouen  vou  <pitü)  siud.  Betrachtet  man  aber 
rU  Puiictiuii  vou  it  (k).  80  orgiebt  sich,  dass  jedem  Werthe 
'(«)  zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  ip(w)  zugehören,  so  dass 
idie  Lösung  einer  algebraischeu  Gleichung  zweiten  Oratles  ist, 
',CoeFScicat«u  rationale  Fuuctionen  von  ii'{tt')  sind,  uud  aus 
^deu  Resultaten  ergiebt  sich  die  Gleichung 

I Mq>  (w)'  -\-2N<p  (w)  -{-  P  =  0, 

[eher  M,  N,  P  ganze  Functionen  »""  Gradea  von  %•  (w)  be- 
L  Da  die  Ableitung  v'(w).  als  Function  von  V  ('^)  aufgefaast, 
ten  bei  der  Herltiitnug  der  allgemeinsten  eindeutigen  doppelt 
Sschea  Function  »weiter  Ordnung  gezeigt  war,  filr  dasselbe 
'  xwei  entgegengesetzte  Wertlie  annimmt  und  zwar  filr  die 
welche  sich  zur  coustanten  Kumme  für  die  4>  (u')-Kuuction 
I,  ferner  aber  auch,  wie  aus  der  Auflösung  der  Gleichung  (a) 


Keht,  die  Function 

Mtp  (fr)  +  N 
iS>  (w)   zwei  entgegengesetzte   Wertlie  hat   und    zwar  auch 
I  beiden  eben  betrachteten  »o-Wertlie,  so  wird 
j»9  {w)  +  A" 

len  WerÜi  von  ^  (w)  im  Zähler  und  Neuner  nur  das  eine  oder 

)  Voneeichen  balwn  köuneti;  da  aber  diese  verschiedenen  Werthe 

w  den  beiden  betrachteten   w-Wertheu  hurrtihrtiu ,  und  für  die 

I  Werthe  Ziihler  und  Nenner  zugleich  das  Zeichen  ändern,   so 

es  dieser  Quotient  eine  eindeutige  Function  von    it>{w)   ist, 

lHB»t  sich  auch  leicht  einsehen,   dass  dieser  ciudttuHge  fjuo-* 

keinen  endlichen   Wcrth  von  t^(w)  unendlich  ist;   denn  der 

f  kanu  nicht  unendlich  werden ,  weil 


{M<p{w)^Vy^N-'  -  PM 

Function  von  il^  {w)  nicht  für  ein  endliches  ii  (w)  uueud- 

Kwg  werden  kann,  und  es  wird  daher  nur  zu  untersuchen  sein, 

Quotient  dadurch  unendlich  werden  kann,  dass  der  Nenner 

■rindet.     Nun   wird  aber  i))'  (w),   wie  auch  früher  gezeigt  wor- 

M'Kttll  für 

idor^veits  sieht  mau,  dass  die  hier  verzeichneten  ic-Werthe 
sind,  für  welche  die  zweiten  (P-Werthe,  welche  denselben 

Werth  im  Elementarparallelogramjn  gelten  müssen  und  diese 
einer  der  Gross«  c  congruenten  Summe  ergänzen,  mit  den 
Mmmenfallen,  so  dass  also  diesen   !(•(({)) -Wertben  nur  fr» 
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qj  (M')-WerÜi  entsprechen,   somit  für   diese  V(w)   die  obige  ( 
tische  Gleichung  (a)  in  9)  (w)  gleiche  Wurzeln  haben  und  daher 

M(p  (w)  +  JV  =  yK'  ^~YM  =  0 
sein  wird.  Wir  aehen  somit,  dass  diejenigen  if'(w)-Wert:he,  welche 
1I/ (w)  zu  NuU  machen  und  zwar  von  der  ^'"  Ordnung,  wie  aus  )4l 
hervorgeht,  auch  M<p  (w)  -\-  N  verschwinden  lassen  und  mindestens 
von  der  J""  Ordnung,  so  dass  also  jener  Quotient  nicht  anendlicli 
wird.     £a  ist  daher 

Jtfy  {«>)  +  K 

eine   eindeutige   Function   von    t{tf),    welche    für  keinen  endlicbsn 
Werth  von  ^  («')  unendlich  wird,  und  da  für  unendlich  grosse  (■()'') 

Mip  (w)  +  JV=  /N^  -  PJtf 
von   der  n""   Ordnung,    und   <(''(«■),   wie  oben  gezeigt  worden,  alf 
Function  von  4'  («0  aufgefaast,   für  unendlich    grosse   ip  ('f)  Ton  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  wird,  so  ist 

*'(«')       ~^ 
eine    eindeutige,    für   alle   endlichen   V  ('"')  endliche,    ffir   uneDiIlicb 
grosse  ^  (mj)   unendlich  von  der  n  —  2"°  Ordnung  werdende  Func- 
tion,  d.  h.  eine  ganze  Function   «  —  2'"  Grades  von  (!'(it')  werden, 
so  daSs 

,(,„)  =  SiM:=^ 

ist  und  somit 

je^e  thppcll  periodiscltc  eindeutige  Funetion  der  «"'"  Ociäib«? 
tp  (w)  als  rationaler  Bruch  der  doppelt  periodischen  FuMlit» 
zweiter  Ordtmru/  (p  (w)  mit  denselben  Perioden  und  deren  J!^ 
leitung  ausgedrückt,  in  welchem  N  und  M  gansv.  f«nd»«* 
«""  Grades  und  Q  eine  gamc  Funetion  n  —  2"*  Grades  »■ 
*(w)  ist. 
Wie  wir  nun  oben  für  die  doppelt  periodischen  Functionen  iww- 
ter   Ordnung   die   Gleichung  ermittelt   haben,    welche  zwischen  dff 
Function   und  ihrer  Ableitung  besteht,  uud  welche   die   Differenti«!- 
gleichung  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung  war,   sn  soll  « 
nunmehr  unsere  Aufgabe  sein,  auch  für  die  eindeutigen  doi)pelt  perio- 
dischen   Functionen    n"'  Ordnung    eiue   solche   DilTerentialgleicbnDg 
aufzustellen.     Sei  s  eine  solche   Function  von  u?,   und  die  in  einem 
Elementorparaltelogramm   liegenden  Punkte  w,  für  welche  b 
lieh  vou  der  ersten  Ordnung  wird 


so  wird 


:H l-,r=v +  »(«') 
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,  wo  qs  {w)  eine  in  jenem  Parallelogramm  endlich  bleibende  Pimc- 
bedeutet.  Daraus  folgt  nieder  nach  schuu  dageweseneii  Scblfis- 
dass  tf  —  «i  in  der  Umgebiing  von  ^  =  00  nach  fallenden  Po- 
in  von  s  entwickelt,  als  erstes  Entwicklungsglied  s~*  haben 
f  und  dass  somit  die  Entwicklung  von 

ji--(^^-i;ir^V- (,^^.+  '''W 

huiction  Ton  g  aofgefasst^  mit  s'^  begiiuiea  wird,  und  somit  jeder 
\g  der  vieldeutigen  Function    .-     von  z  für  « =  oc  von  der  zwei- 
Ordnung  unendlich  ist.     Da  aber  jedem  ^-Wertbe  in  jedem  Ele- 
tarparallelügramm  n  verschiedene  u'-Werthe  entsprechen,  und  alle 
la  von  diesen  nur  um  Vielfache  der  Perioden  unterschieden  sind, 
rden,  wenn  man  diese  n  Werthe  in  einem  Elementarparallelo- 
a  mit 
_.  W,,   Wj,   .  .  •   w„ 

Eehnet, 

(.").+ (Ä) +  -■  +  (.").-.  ='■■'"' 


(^).:.(Äb„(^)„.= 


/.(«) 


itjge  Functionen  von  e  sein,  da  ^~  eine  periodische  Function 
'iß  mit  denselben  Perioden  ist.     Aussenlem  können  diese   Func- 

I  für   kein  endliches  2  unendlich   werden,   da  j—   als  Ableitung 

(nndeutigeo  Function  nicht  unendlich  werden  kann,  wenn  nicht 
^nction  e  selbst  unendlich  wird.    Endlich  wird  nach  dem  Obigen 

(Or  j  =  00  höchstens  von  der  zweiten  Ordnung,  f.^  (s)  höchstens 
der  vierten  Ordnung  u.  s.  w.,  /",  (a)  höchstens  von  der  2«"" 
unendlich,  so  dass  aus  alle  dem  folgt,  dass  f^  {b)  eitie  ganie 
Hon  höchstens  vom  zweiten,  /!,  [s)  höchstens  vom  vierten,  u.  s.  w., 

eine  sfanzc  Fundion  hächstena  vom  2  w'""  Grade  ist,  und  somit 

ie  Lösung  der  algebraischen  Gleichung 

±f.-<W§i  +  f.i')-o 

welche   die   gesuchte   Beziehung    zwischen   einer   doppelt  jierio- 
eiudentigen    Function    «'"    Ordnung    und    ihrer    Ableitung 
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•  

Es  mag  noch  bemerkt  werden;  dass  in  jedem  Falle 
sein  muss;  denn  da 

««'l  +  ^2  H h  ^n  =  C, 

WO  c  eine  Constante  bedeutet,  so  ist,  wie  früher  für  die  doppelt  perio- 
dischen Functionen  zweiter  Ordnung  entwickelt  worden, 


^  4.  ^!  j l.-^J 

dz    ^     de     *  *     dz 


oder 


4.  _J_ +  ...  +  _» Ll-zi^^o 


0 


dz^  ^^_  dz^        •    /),  («) 

für  jedes  0,  also  /'n  _  1  (;?)  =  0. 

Die  vorigen  Schlüsse  bleiben  dieselben,  wenn  die  Function  i?  in 
einzelnen  Punkten  des  Periodenparallelogrammes  von  einer  höheren 
als  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird.     Sei  nämlich 

= ?i_l  j ?L k  .  •  •  -J ^ I -•'—  A +  g)(»l 

für  die  Punkte  irgend  eines  Elementarparallelogrammes,  so  wird  sich 

w  —  «1  nach  ganzen  steigenden  positiven  Potenzen  von  ss  '»  ent- 
wickeln lassen,  und  diese  Entwicklung  mit  eben  diesem  Gliede  an- 
fangen.   Da  nun 

il Ai.?[j (^1  -  ^)  "*' "^iSl L  «,'(«;) 

ist,  so  wird  ^  als  Function  von  z  aufgefasst  nach  fallenden  Poten- 

5i±i    ■ 
zen  dieser  Variabeln  entwickelt  mit  z  **     beginnen,  und  daher  wieder 

dz    ,     dz    i  .dz 

+  ;nrH r 


dwi    "^  dWf  y"  "^  dw^ 

als  eindeutige  Function  von  ;er,  welche  für  endliche  0  nicht  unendlich 
wird,  dagegen  für  unendliche  z  höchstens  von  der 

»ti+i  =  1  4.  i.'*" 

Ordnung,  also  von  der  0*«"  oder  1*®»*  oder  höchstens  von  der  zweit«! 
Ordnung  unendlich,  wieder  eine  ganze  Function  höchstens  vom  zwd- 
ten  Grade  sein;  ähnliches  gilt  von  den  übrigen  Coefficienten ,  die 
ganze  Functionen  höchstens  des  4*«°,  6^®",  ...  2 n*«^**^  Grades  sein 
werden. 

Nachdem  gezeigt  worden,  dass  die  eindeutigen  doppelt  perio- 
dischen Functionen  n*"  Ordnung  DifiFerentialgleichungen  erster  Ord- 
nung und  n*«°  Grades  genügen,  in  denen  die  unabhängige  Variable 
nicht  enthalten  ist,  und  deren  Coefficienten  Functionen  von  jf  sind^  die 
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t.  iea  zweiten,  vierteu,  .  .  ,  2»»"'"  Griul  nicht  übersteigen,  wollen 
iterituchea,  welches  die  hiureicheuileu  Bedingungen  sind,  unter 
len  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  2  und  w, 
Iche  die  Variable  K  selbst  nicht  expücite  euthalt,  ein  für  alle  im 
diicben  gelegenen  fc  eindeutiges  Integral  bat,  und  wenn  alle  diese 
"erentialgleichungen  charakterisirt  sind,  weiter  fragen,  welcher  Art 
le  eindeutigen  Integrale  sind. 
Die  erste  Untersuchung  wird  sich  unmittelbar  vermöge  der  für 
Differentialgleichung 

der  achten  Vorlesung*)  gegebeneu  Critenen  für  die  Eindeutigkeit 
durch  dieselben  definirten  Fuuctiuueu  durchl'ühreu  lassen,  nach 
sheii  die  als  endlich  vieldeutig  vorausgesetzte  Function  /'(£),  fUr 
0  endlichen  Werth.  ^„  entwickelt,   für  welchen  der  Aufaiigsexpo- 

it  der  Entwicklung  <  I  ist,  ein  Aufaugsglicd  von  der  Form 

':   nach  fallenden  Potenzen  von  2  entwickelt,   weun  der  Anfaugs- 
t>&eut  >  t  ist,  ein  Änfaugsglied  von  der  Form 


lu  muHs,  oder,  wie  wir  diese  letzte  Bedingung  nach  den  dort  ge- 
tavii  Äusftihruugcu  auch  aussprechen  können,  es  muss,  weuu 
gesetzt  wird,  auch  die  neue  Differentiulgleicbuug 


-vr(') 


eben  fttr  die  gegebene  Differentialgleichung  festgesetzte  Eigen- 
ift  haben.  Ucbertragen  wir  dies  nun  auf  eine  DifferentJalglei- 
Ig  der  Form 

rertlen  sich  somit  nus  diesen  Criterieii  als  nothwendige  und  hiu- 

lende  Bediuguugea  dafür, 

dass  s  eine  ßr  alle  im  Endlichen  gelegenen  tv  eimkutige 
Function  dieser  Variabein  ist,  die  erffeben,  das»,  te&m  die 
algebraische  Ghichiing  in  BeXMg  auf  -r—  und  i  fiir  j—  citie 
nach  früher  angestellUn  Bdrachtungen  hcrtuhUende  Entmcklnng 
itatk  steigenden  Potenten  von  s  ^  e„  liefert,  wo  e^  jeden  belic- 
bigen  endlichen  Werth  bedeutet,  d<ren  AnfangscxfiMicnl  <  1 

L.inU  Aenderung  der  Bcieichaung  der  Tuciabeln. 
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Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  in  jedem  Falle 

sein  mu3s:  denn  da 

rr,  +  ^r,  H f-  ir,  ^  c, 

wo  c  eine  Constante  bedeutet,  so  ist,  wie  früher  fQr  die  doppelt  perio- 
dischen Functionen  zweiter  Ordnung  entwickelt  worden, 

^ «^1  4- '1^-1 U  ''"'-  =  0 

dz  ^  dz  ^         ^  ds 

oder 

dz     ^      dz        '  ^       dz  f^[3)  ^ 

Jw,  dWf  rfw^ 

für  jedes  r,  also  /,  -  i  (r   =  0. 

Die  voriiren  Schlüsse  bleiben  dieselben,  wenn  die  Function  z  in 
einzelneu  Punkten  des  Perioden  parallel ogrammes  von  einer  höheren 
als  der  ersten  Ordnunir  unendlich  wird.     Sei  nämlich 

= :!!_- i!i I 1* I ?•'  -^  -1 L  «( 

für  die  Punkte  irgend  eines  Elementarparallelogrammes,  so  wird  sich 

_  _i 
fr  —  ßj   nach    ganzen   steigenden  positiven  Potenzen   von  e    '»■  ent- 
wickeln lassen,  und  diese  Entwicklung  mit  eben  diesem  Gliede  an- 
fangen.    Da  nun 

ist .  Sv>  wird  .  \  als  Function  von  z  aufgefasst  nach  fallenden  Poten- 
:on  dieser  Variabein  entwickelt  mit  r   *-     bc^nnen,  und  daher  wieder 

(ir     .      iir     ,  ,      dz 

als  oindeutiire  Fur^itioi:  von  r.  welche  für  endliche  g  nicht  unendlich 
winl,  Ja^rogou  ^'^r  wzciisSiicho  z  höchstens  von  der 

*.  —  ^  .    1 1« 

-^^ :  =  1  -;-  - 

Ordnung,  al^i^  ^.^r.  o.tr  >••  cnier  T"  oder  höchstens  von  der  zweiten 
iVilnunc  unci^riich.  "«usitT  eine  iranze  Function  höchstens  vom  zwei- 
ton  iinuJo  >c"in;  ;ih:.'*u:*.c'S  gi^t  von  den  übrigen  Coefficienten ,  die 
crtU7o  Kur.iiionc)!  hXlvsuiis  Jes  4".  6 •■■....  2 n^"- Grades  sein 
x\oi\lon. 

Nachdem  j2>^roigl  w^r.ii:;.  dass  die  eindeutigen  doppelt  perio- 
diychon  F-.«u-l\^ncu  *i  Orr.::;:r.g  I>lfferentialgleichungen  erster  Ord- 
nung und  V''-  tiradf*  cciv^gfr. ,  ::.  denen  die  unabhängige  Variable 
nicht  enthahou  i*ts  v.v.d  derer,  C.t'f^denten  Functionen  von  M  sind,  die 
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ttfjh  ^en  i!ireit«n,  vierten,  .  .  .  2»'*"  GraJ  nicht  übersteigen,  wolIeD 
vir  imtcr^ucbea,  welches  die  hiureichenilcu  Bedingimgeii  eiud,  unter 
detien  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  «  und  10, 
\  weJche  die  Variable  w  selbst  nicht  explicite  enthält,  ein  für  olle  im 
I  £adlichen  gelegenen  w  eindeutiges  Jategral  hat,  und  wenn  alle  diese 
J  DJUV-retitialgleicbuDgen  charakterisirt  siud,  weiter  fragen,  welcher  Art 
IdieBe  eindeutigen  Integrale  siud. 

Die  erste  Untersuchung  wird   sich  nnmittelbar  vermöge  der  fttr 
die   Üiffereutialgleicbung 

der  achten  Vorleaung*)  gegeheuen  Criterien  filr  die  Eindeutigkeit 

Her    durch  dieselben  delinirteu  Fnnctiouen  durchrühren  lassen,   nach 

ivelchen  die  als  endlich  vieldeutig  vorausgesetzte  Function  f[£),  filr 

den  eiidIJclitni  Wertli  z^  entwickelt,    für  welchen   der  Aufongsexpo- 

■«nt  der  kjntnicklung  <  1  ist,  ein  Anfangsglieit  von  der  Form 

nd    nach  fallenden   Potenzen  von  z  entwickelt,   weuti  der  Anfnngs- 
l  >■  1  irt,  ein  Autangsglied  von  der  Form 


abtfii  muss,  oder,  wie  wir  diese  letzte  Bedingung  nach  den  dort  ge- 
^benen  AusTübruugeu  auch  aussprecheu  krmueu,  ea  muss,  wenn 
t  *s>  --  g«»et£t  wird,  auch  die  neue  Uifferentialgleichuug 

)x«  eben  nir  die  gegebene  Uiffereiiti  algleichuug  festgesetKte  Eigen- 
ichaft  haben.  Uobertrageii  wir  dies  nnu  auf  eine  Uiffereutialglei- 
;  d«r  Form 

0'-A«o':)+'---±/-.(--)-o, 

I  werden  rieh  somit  uns  diesen  Criterien  als  nothwendige  und  hin- 
0ich«ii(le  Bedingungen  dafttr, 

dass  M  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  10  eituieutige 
Function  dieser  Variat/elti.  ist,  die  ergdieii,  dass,  wen»  die 
älgehraischf,  Gldchtitg  in  licrug  auf'  -r~  und  t  ßr  .-  eine 
nach  friihtr  angestelUai  Betrachturtgen  hcreuleUmde  Entwicklung 
tMch  steigenden  Potemin  von  e  ^  £„  Uffert,  ko  e^  jede»  belie- 
bigen endlichen   Wcrth  bedeutet,   tleren  Änfangsexponntt   <  1 


^  mit  Äendenmi;  der  Beieichnang  der  Tariabeln. 
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geben  kann,  das  Integral  nur  cladurcli  von  einer  unentOiGli  1 
Ordnung  unendlich  werden  ki'inneu,  dass  sich  ein  Lognritlimuf  ki 
der  Integration  ergiebt,  d.  h.  die  Enttvickluug  der  "Function  untei 
dem  Integral  die  negative  erste  Potenz  von  :e  —  £,  wenn  £  ein  »1- 
cher  ainguliirer  Werth  ist,  oder  nach  faltenden  Potenzen  von  »ge- 
ordnet das  EntwickiuDgsglied  -  enthalten  würde,  was  mit  der  Aa- 
nalime  in  Widerspruch  ist,  dass  die  Periodicitätsmoduln  sämmtlich 
verschwinden.  Es  ist  somit  to  eine  »-deutige  Function  von  t  mit 
einer  endliehen  Anzahl  von  Punkten,  in  denen  sie  uneodlich  vuo 
einer  endlichen  Ordnung  wird,  also  eine  algebraische  Fuiictiuii  n"" 
(irades  von  £,  und  daher  auch  ^  eine  algebraische  Function  von  c, 
und  da  e  eine  für  alle  (f  eindeutige  Function  sein  sollte,  eine  ratio- 
nale Function  von  ic.  Htnd  alle  Periodic] tätsmoduln  bis  auf  einen 
Null,  so  erhalten  wir  offenbar  eine  eindeutige  einfach  periodiscbe 
Function,  verschwinden  sie  alle  bis  auf  zwei  von  einander  uuatihin- 
gige  Periodicitätsmoduln,  so  ergiebt  sich  als  Integral  eine  eindeutign 
doppelt  periodische  Function,  es  handelt  sich  also  nur  noch  darum, 
zu  untersuchen,  ob  das  eindeutige  Integral  mehr  als  zwei  Perioden 
haben  kann.  Dass  es  derartige  Functionen  nicht  giebt,  soll  allgi* 
mein  durch  den  Satz  gezeigt  werden,  dass  Oberhaupt  Functionen  tdd 
mehr  als  zwei  Perioden  nicht  existiren,  oder  daas  eine  solche  Func- 
tion eine  unendlich  kleine  Periode  haben  müsstc,  was,  wie  sdion 
froher  gezeigt,  mit  dem  BegritF  der  von  uns  behandelten  Funclionoi 
unvertraglich  ist,  und  es  wird  daher,  wenu  dieser  Satz  bewiesen  «t, 
gezeigt  sein,  dass  das  Integral  eiuer  solchen  Dil^'ereutialgieicliuug, 
wenn  dasselbe  eine  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  le  eindeotig« 
Function  ist,  nur  eine  rationale,  eine  eindeutige  einfach  periodiwli« 
und  eine  eindeutige  doppelt  periodische  Function  sein  kann.*) 

Um  nachzuweisen,    dass   dreifach   periodische  Functionen  finw 
Variabein    nicht   existiren,    oder   dass   die.  Existenz   dreier  Perioden 


*)  Eb  mag  bemerkt  werden,  dass  die  durch  ZugrondelegoDg  der  tklgebni-. 
sehen  Gleit bung 

entspringenden  Integrale 


=/" 


in  denen  f{e,  t)  eine  rationale  Piinetion  von  n  and  i  bedeutet,  eo  bi*.'li»fc'i 
waren,  dass  sie  im  Allgeuteiuen  mehr  ah  swei  von  einander  nnabhILngigi  P'""' 
dici^Umoduln  buben,  und  Aasa  somit  eu  einem  t  unendlith  viele  tc  von  du  Fin" 

gehören,  oder  duBd  s  als  Function  von  w  aufgefaeet  mehr  aIb  zwei  Perioden  habn 
würde,  in  Folge  dessen  und  nach  dem  sogleich  eu  beweitendeo  StUe  i  nn 
Function  von  w  mit  unendlich  kleiner  Periode,  also  nicht  tu  den  von  niu  n  ^ 
trachtenden  Functionen  tu  zählen  wäre. 
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,  ß,  y,  zwischt^a  denen  nach  der  oben  aufgcstellton  DefinitioQ  mehr- 
ach  pi-riodischer  Functionen  keine  ganzsiahlige  homogt^uo  lineare  Glei- 
ifaung  von  der  Form 

w,«  +  m,ß  -f  m^Y  =  0 
«steht,  die  Möglichkeit  nach  sich  zieht,  unendlich  viele  ganze  Zahlen 
t  f*it  f*3  '■^  bestimmen,  welche 

lit«  +  li-iß -i- [t^y 
deiner  macheu  als  jede  noch  so  kleine  gegeliene  Grösse,  wollen  wir 
lerst  eine  Folgerung  aus  der  Annahme  herleiten,  ditss  die  drei  Perio- 
en  «,  ß.  y  von  einander  unabhängig  sind, 
Setzt  man 

..-a,  +  i,i,    ß  =  a,  +  b,i,    y  =  a,-^b,i, 
A,  ^•a^bj  —  Cib.j,    Jj  =  a^t,  —  Cj^i,    jd,  =  0,6;,  —  «j^ii 
>  wird  zuerst  behauptet,  dass  aus  der  Annahme,  dass  zwischen  den 
'eriodeu  a,  ß,  y  keine  homogene  lineare  ganzzablige  Relation  statt- 
ndet,  auch   folgt,    dass   eine  solche   homogene   gaunahlige   lineare 
Sleichung  zwischen  A, ,  A^ ,  A^y  von  der  Form 
i-i^l,  -\-v.iA..-\-v,,A.^  =  '') 

(ajbs  —  a^b^)^  Vjia^b,  —01*3)  +  »'aC«!^!  —  njM-=  0 
icfat  stattfinden  darf. 

Denn  nimmt  man  sechs  beliebige  ganze  Zahlen 
Ci>  Pvi  Pst     '^11  '^it  '^1 
und  bildet  die  Perioden  ausdrücke 
H  +  ti  =  e,  (Pjß  -  Vjy)  —  Q.J  C»'3"  -  »'ly)  +  Ca  ("1«  -  "i/») 

+  •  [Pi  i*'A  —  vM  —  0j  iv.bi  -  p,b.^)  4-  p3  (p.^b^  -  v,bj)] 


90  werden  die  Widen  Perioden  u  ~\-  i'i  und  u,  -^  v, »'  einen  imagina- 
KD  Quotienten  haben  uiilssuu,  weil,  wenn  der  Quotient  reell  würe^ 
ifBr  den  Fall,  dass  derselbe  inconiuiensurabel  ist,  nach  früheren  Be- 
Inc.htungen  dieser  Vorlesung  sich  eine  unendlich  kleine  Periode  der 
^uctiou  ergeben  wilrde,  und  also  die  Nichtexinteuz  derartiger  Func- 
Üonen  damit  »chon  erwiesen  wäre*),  und  wenn  derselbe  commeu- 
mWl   ist,   eine  homogene  ganzzablige   Relation   zwischen  a,  ß,  y 


*)  daraae  folgt  aucb,  daas  vou  iea  Qrösseu  A,,  A,.  A,  keine  verscbwindeo 
',  wül  toiut  der  Qootieat  zweier  Perioden  der  Function  reell  würde. 
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bestehen  würde ;  welcher  Fall  ausgeschlossen  war.     Bildet  man  aber 
den  Ausdruck 


MV,  —  tijt;, 


UV 


UV, — u 


so  ergiebt  sich  durch  unnjittelbare  Ausrechnung  nach  einigen  leichten 
Reductionen 

1  —  ^i^  =  (^1  (92^3  —  9s^2)  —  ^2  (Qi^s  —  9s^\)  +  ^3  (pi^2  "  9t^\))x 
oder 

d.  h.  in  Folge  der  oben  für  die  Grössen  A^,  Ä^,  Ä^  angenommenen 

Relation 

MV|  —  M,v  =  0, 

was  nicht  stattfinden  durfte. 

Da  nun  zwischen  den  Grössen  A^y  A^^  A^  keine  ganzzablige 
homogene  lineare  Gleichung  bestehen,  also  auch  das  Verhältoiss  von 
zweien  dieser  Grössen  nicht  eine  rationale  Zahl  sein  darf,  so  wird 

mau  -r  in   einen   uuendlichen  elementaren  Eettenbruch   entwickeln 

können,  für  den  wieder,  wie  schon  früher  ähnlich  geschlossen  worden, 

oder 

med  {Nn  ^;  -  -afn)  <  ;^ 

ist,  und  man  sieht  somit,  dass,  weil  die  Zähler  und  Nenner  der 
Näherungsbrüche  eines  unendlichen  Kettenbruches  in's  Unendliche 
wachsen,  sich  zwei  Zahlen  e,  und  fj  bestimmen  lassen  so,  dass 

(1) *.x-*2  =  ^ 

dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  eine 


n 


^)  Die  obige  Rechnung  läset  sich  in  Determinantenform  folgendermassen 
schreiben:  wenn 


t*  +  vi 


und 


u,  +  Vi  % 


so  ist 


a   ß   y 

a,  02  as 

6,  6,6, 

Vi  v%  n 

Vi    Vf   Vi 

+  »• 

*!   *«  »» 

Qi  Qi  Qi 

9i  Qt  (f$ 

(1  9t  9t 

a   ß   y 

«1  «t  «s 

hhh 

Vi    Vt   1/j 

— 

Vi    Vf   Vs 

+  »• 

V,   »,  V, 

CTl    Ct  C^ 

<y,  0t  cTj 

«,  «t  «f 

U»,  —  UiV 


Vi   Vf  Vj 

Vi   Vt  v^ 

9i  Ol  99 

• 

«1  (H  aj 

<y,  (Fj  1^8 

&1    &.    &8 

eliebig  kleiu  gegebene  Zahl,  uiiü  e»  ist  Jie  Anzahl  dieser  Zahlen 
]  ij  unendlich  gross,   da  die  folgenden  Zähler  und  Nenner  des 

ettenbrnches  die  obige  Bedingung  um  so  eher  erfüllen.  Bestimmt 
nun  zu  jeder  Combiuation  von  e,  ,  Cj   eine  dritte  ganze  Zahl  C;, 
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-  f ,,  =  zf 


1  absoluten  Werthe  nach  kleiner  oder  gleich  ^  ist,  was  steta  und 
auf  eine  Wei^e  möglich  ist,  da  mau  nach  Bestimmung  von  e^ 
die  an 


duzende  nächst  grössere  resp.  nächst  kleinere  ganze  Zahl  mit  dem 
eichen  dieser  Grösse  tUr  r,  zu  nehmen  braucht,  so  werden  sich 
jrch  Multiplicatiou  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  resp.  o,,  «., 
j,  fc,  und  durch  Addition  derselben  mit  Berücksichtigung  der 
unittelbar  aus  der  DeGnitioD  der  Grössen  A,,  Ä^,  A^  ersichtlichen 
lenti  täten 

{a,j4,  +  OjAj  +  a^Aj  =  0 

le  Beziehungen  ergeben 

I O,«,  +  <*i^i  +  «j^a  =  —  (öj'^  -f-  0;i'^)i 

I Ä,£i  +  Ä2£i  +  i3«3  =  -  {bjJ-i-b.j^), 

d  es  ist  somit,   da  ^  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  und 
r  absolute  Betrag  von  ^'  nicht  grösser  als  ^  ist,  gezeigt,  doss  sich 

sendlich  viele  i^'anze  Zahlen  f,,  t.^,  £g  bestimmen  lassen,  welche  den 

fluten  Betr^  von 

bht  grvsser  als  resp.  mody,    mod    '  machen,  so  daas,  wenn 

. o,  f I  +  Oj  fj  +  aj  fj  =  fl, , 

f)- 6,*,  +  6aSi  +  ft363  =  i, 

BBetzt  wird, 

mod  Oj  <  i  mod  a.^,      mod  b^  <  J  mod  ftj 

Gehen  wir  jetzt  von  dem  Grösseucomplex 
«2»  «a.  «I. 

,   so  ist  vor  allen  Dingen  leicht  einzusehen,  dass  keine  linearen 
miogenen  ganzzahligen  Gleichungän  von  der  Form 
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bestehen  können;  denn  setzt  man  in  die  erste  dieser  Gleichungen 
den  durch  (6)  gegebenen  Ausdruck  für  a^  ein,  so  wird 

f*4  ^1  «1  +  (^2  +  f*4  ^2)  «2  +  (^3  +  f*4  «3)  »3  =  0 

sein,  und  diese  Beziehung  kann  nach  dem  Früheren  nicht  bestehen, 
wenn  die  Gleichung  nicht  identisch  verschwindet;  was  wiederum  nicht 
möglich  ist,  weil  ft^f,  nicht  Null  sein  kann. 

Es  kann  aber  auch  ferner  keine  lineare  Relation  von  der  Form 

^1  («3^4  —  «4^3)  +  ^2  («4^2  —  «2^4)  +  ^3  (ÖJ2&3  —  ^3^2)  =  ^"^ 

bestehen;  denn  setzt  man  auch  hierin  die  durch  (6)  und  (7)  gege- 
benen Werthe  von  a^  und  6^,  so  erhält  man  nach  einer  leichten 
Rechnung 

^1  (^3  —  ^1^2  —  ^2^3)  +  A^l^l   +  ^3^2^f  =  0, 

und  da  diese  nach  dem  Vorigen  nur  bestehen  könnte,  wenn  die 
Coefficienten  von  -4,,  A.^,  ^3  einzeln  verschwinden,  was  aber  offenbar 
nicht  möglich  ist;  so  wird  gezeigt  sein,  dass  die  Grössen 

«2?  «3,  «4,    &2;  hf  ^4 
genau  den  Bedingungen  genügen,  welchen  die  Grössen 

rtj  ,    «2;    ^3>     ^^1»    ^2>    ^3 

in  Folge  der  Eigenschaft  genügen  mussten,  die  reellen  und  imaginä- 
ren Theile  von  drei  unabhängigen  Perioden  «,  /3,  y  einer  periodischen 
Function  zu  sein,  und  es  wird  somit  auch  wieder  zu  schliessen  er- 
laubt sein,  dass  es  unendlich  viele  ganze  Zahlen 

^2>    V3>    Vi 

giebt,  welche,  wenn 

(8) '»?2«2  +  %«3  +  Vi^i  =  «5? 

(9) %'>2  +  %^3  +  ^4^4  =  ^5 

gesetzt  wird, 

mod  «r,  ^  ^  mod  a^ ,     mod  ^5  ^  ^  mod  b^ 

machen.  Da  nun  aus  (6)  und  (8),  resp.  aus  (7)  und  (9)  durch  Eli- 
mination von  a^  und  b^  folgt 

(10)  .  .  .     f,  rj^a^  -t-  (£2i?4  +  V2)  «2  +  (hVi  +  ^3)  «3  =  «5 

(11)    .    .    .       £i7Uh   +  i^'lVi  +  V2)h   +  {hV4  +  V3)h   =  hf 

so  giebt  es  somit  unendlich  viele  ganze  Zahlen 

»i;  fe2>   b3; 


welche,  wenn 


gesetzt  wird. 


machen. 


61  «1  +  52^2  +  S3Ö^3  =  Ö5 
g,6,   +22^2  +  2363  =  ^6 

mod  a^  ^  4"  ^^^  ^4  ^  i  ^^^  ^3; 
mod  65  <  i  mod  64  ^  ^  mod  63 
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Geht  man  jetzt  von  den  Zahlen 

«2;  ^39  öts,    62,  63,  65 
aus  und  so  fort;  so  findet  man^  dass  es  unendlich  viele  ganze  Zahlen 
JPi;  Pzf  JP3  gi®^^^>  f^i"  welche 

PA+P2h  +  Psh 
resp.  kleiner  oder  gleich  sind 

Amoda,,     i-modft^. 

SO  dasSy  wenn  n  unendlich  gross  wird;  jene  Ausdrücke  unendlich 
klein  werden,  da  diese  Grössen  nie  Null  werden  können  vermöge 
der  Annahme  der  Unabhängigkeit  der  Perioden;  es  folgt  hieraus, 
dass  sich  unendlich  viele  ganze  Zahlen  ;;],  j).^,  p-^  angeben  lassen, 
für  welche 

Pl(^\  +  hi)  +  P2(«2  +  hi)+PAß3  +  '^3^  =i>i«  +i^2*  +1^3^ 

unendlich  klein  wird,  d.  h.  dass  in  Folge  der  Annahme  einer  drei- 
fachen Periodicitat  der  Function  dieselbe  eine  unendlich  kleine  Periode 
haben  müsste;  es  giebt  somit  keine  Function,  die  mehr  als  zwei  von 
einander  unabhängige  Perioden  hat. 


Achtzelmte  Vorlesung. 

Entwicklung  der  Eigenschaften  der  'd'-Funotionen. 

Indem  wir  nunmehr  wieder  zur  Untersuchung  der  specieUen 
Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen  zurückkehren,  sollen  im 
Folgenden  zuerst  die  vorzüglichsten  Relationen  der  'd'-Functionen  zu- 
sammengestellt werden,  aus  denen  sich  die  der  elliptischen  Fmic- 
tionen  am  leichtesten  herleiten  lassen. 

Wir  hatten  in  der  sechszehnten  Vorlesung  als  Fundamentaltheta 

(1) *3(«;)=.^c'<*«+**>*' 


—  00 


=  1  +  2g  cos  2w7t  +  2g*  cos  4«?ä  +  2^^  cos  öwtc  + 
definirt,  in  welcher 


und  der  reelle  Theil  von 


2  — e     , 


wesentlich  positiv  war. 

Es  war  dort  gezeigt  worden,  dass  die  für  diese  Functionen  cha- 
rakteristischen Bedingungen 


(2) 


.,(u,+  1)  =  «.,(«,), 

■,(«;  +  r)  =  c-^''+*""#,(ir) 


sind,  so  dass  jede  andere  eindeutige,  im  Endlichen  stets  endliche 
Functiou,  welche  diesen  beiden  Gleichungen  genügt,  von  einer  im 
Allgemeinen  noch  vod  t  abhängigen  Constanten  abgesehen  diese  ^- 
Fimction  ist.  Wir  können  -  aber  die  Klasse  dieser  jenen  Gleichungen 
genügenden  Functionen  noch  einschränken,  wenn  wir  sie  der  Bedin- 
gung unterwerfen,  einer  partiellen  Differentialgleichung  za  genügen, 
welcher  die  'd'-Function  genügt,  und  die  wir  folgendermassen  herleiten. 
Differentiirt  man  (1)  nach  w,  so  erhält  man,  da  die  Exponentialreihe 
aus  der  Maclaurin'schen  Reihe  hergeleitet  worden  und  somit  jedes 
Glied  einzeln  difi'erentiirt  werden  darf, 

dw  jLJ 

und 
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und  durch  DiflFerentiation  derselben  Reihe  nach  r 

+  00 
d^3  jW)    ^     '^t,2;jj/(2  «'  +  »'*)«»• 

00 

so  dass  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
(3) ^|^  =  4«i^i^ 

^  ^  dw*  dt 

folgt. 

Wenn  nun  die  den  Gleichungen  (2)  unterworfene  Function  F  (w) 

die  Form 

F(w)  =  Cd'^(w) 

hat,  in  der  C  noch  von  r  abhängen  kann,  und  nun  noch  der  eben 
gefundenen  Differentialgleichung  (3)  genügen  soll,  so  muss 

oder  vermöge  (3) 

dz         ^' 

d.  h.  C  eine  von  r  unabhängige  Gonstante  sein  für  alle  eindeutigen 
und  endlichen  Functionen ;  welche  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ge- 
nügen sollen. 

Ausser  dem  Fundamentaltheta  hatten  wir  noch  drei  andere  Func- 
tionen 

(4) »o(«')=2^''""«"^"~^^'" 


—  QO 


«=  1  —  2  q  cos  2  wn  -\-  2  q*  cos  4  wjt  —  •  •  • 

4-  ao 

(5) -  .     *,(«;)=  '>eC+*)'^'"c'('  +  l)  ("-*)"'• 


00 


a^  2  g*  sin  wn  —  2  q*  sin  3  wx  -\-  2  q*  sin  5  wn  —  •  •  • 
(6) »,(w)=^*e^*+iy''"e'('  +  i)'"" 


—  CO 


=  25"*  cos  wn  -{-  2  q*  cos  3wn  -{-  2  q^  cos  öwn  -}-••• 

eingefährt,  von  denen  nur  d'^  (tv)  eine  ungerade  Function  ist,  wäh- 
rend die  drei  andern 

^o(^);     '^2^;     -^aW 
gerade  Functionen  von  w  sind. 

Ordnet  man  die  Zahlen  mx,   ni   dem  Index   der  '9'- Function   A 
derart  zu,  dass 

far    A  =  0,        m^  =  —  1 ,  Wji  =  0, 

A  =  l,        mx  =  —  l,  wa  =  +1, 

A  =  2,        mx=0,  nx=+l, 

A  «s  3;        nix  =0,  nx  =0 

K&olgBberger,  eUipt.  Fnnci.  21 
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ist,  so  zeigt  eine  einfache  Zusammenstellung  der  Substitutionen,  durch 
welche  wir  in  der  sechszehnten  Vorlesung  die  drei  obigen  0"- Func- 
tionen aus  dem  Fundamen taltheta  hergeleitet  haben,  dass 

(7).    ^{w)i  =  e^  ^^      -r    x-T-^  X  1      ^ziwr^- i^mi  +  ^nix) 

ist;  und  ebenso  leicht  findet  man  durch  Benutzung  der  obigen  Fuuc- 
tionalgleichungen  (2)  für  die  Vermehrung  der  ^-Argumente  um  ganze 
Zahlen  und  ganze  Vielfache  von  r*),  wenn  p  und  q  ganze  Zahlen, 
m^  die  Zahlen  0  oder  —  1,  n^  die  Zahlen  0  oder  -(-  1  bedeuten,  die 
nachfolgende  Relation 
(8)     » {w  +  p -\- qt)x  ^  {-  l)P'»^  +  9*»ie-9(2«'  +  «.)«.-^f^^^»,) 

^)  oder  wie  man  sich  auch  ausdrückt,  für  die  Vermehrung  der  ^/Arga- 
mente  um  ganze  Perioden,  indem  1  eine  Periode  des  Fundamentaltheta*B,  und 
eine  Vermehrung  des  Argumentes  um  %  diese  Function  von  einer  Exponential- 
grosse  abgesehen  auf  sich  selbst  zurückfuhrt. 

**)  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  aus  (8)  folgenden  Bedingungsgleichongen 

^(«;  +  l);i=(~ir^^(w)^, 

^  (t(7  +  T);i  =  (- 1;»"^  c-<*'"  +  *^'">(ti;);i 

für  die  'O'-Fuuction  mit  dem  Index  X  charakteristisch  sind,  d.  h.  dass  jede  andere 
in  der  ganzen  Ebene  endliche  und  eindeutige  Function,  welche  eben  diesen  Be- 
dingungen genügt,  sich  TOn  9'[w)i  nur  durch  eine  multiplicatorische  Constante 
unterscheiden  kann.    Denn  setzt  man  jene  Function 

SO  ergeben  sich  für  die  Function  f  (to)  aus  den  beiden  obigen  Bedingungen  leicht 
die  folgenden: 

f{w)='(p  (u;') 

(p{w'+  1)  =  9(m;'), 
tp  («;'  +  r)  =  c-  <2  ^'  +  ^)  ^>  («,'), 
welches  nach  dem  Früheren  die  für 

charakteristischen  Bedingungsgleichungen  sind,  so  dass 

oder 

sein  muss,  wobei  der  Index  l  dieser  <9-- Function  durch  die  in  den  Functional- 
gleichungen  gegebenen  Werthe 

(-  1)"^     und  (~  1)"^ 
fest  bestimmt  ist. 


oder  wenn 

f{w  +  t)'-e    L 

'  '*^x    .    '^X 

gesetzt  wird. 

«         .                .                                    .          m 
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i  durch  unmittelbare  Substitution    aus   (7)    mit   Hülfe    von   Glei- 
«fanng  (8) 


Irorin  Wt  and  it,  durch  die  Gougruenzen 

m,  ^mx  -i-  tHf,  (mod  2) ,       ii,  ^  «i  +  «/■  (nJwd  2) 
ip.  auf  die  WertLe  0,    —  l   und  0,    -|-  1   zurückgeführt  werden, 
1  der  Index  v  aus  m,  und  n,  nach  dem  obigen  Schema  bestimmt 
Wrd. 

Um  die  späteren  Rechnungen  leichter  und  Übersichtlicher  aus- 
[Dhrea  zu  können,  wird  es  zweckmÜHäig  sein,  aus  (8)  und  (9)  die 
nachfolgende  Tabelle  zusammenzustellen 


{«'■+y'+^'),-«^'*("+^')- 


■.)-(-<+",.)-, 


0(10),, 


Behrang 


all  Factor  hinzutrete ode 

ExponentialgrOste 


»  +  41« 


9, 


(-1)"' 


Nachdem  nunmehr  die  Beziehungen  der  vier  d- Functionen  zu 
ider  festgestellt  worden,  wird  es  sich  darum  handeln,  die  weseut- 
ihen  Eigenschaften  dieser  Functionen  zu  entwickeln,  aus  denen  sieb 
r  die  entsprochenden  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen 
mmittelbar  werden  herleiten  lassen,  und  zwar  sollen  zuerst  die  Nult- 
irerUie  der  #-Functionen  gefunden  werden,  die  sich  aus  den  Formeln 
der  sechs/.ehnten  Vorlesung  unmittelbar  ergeben.  Da  nämlich,  wie 
fort  ersichtlich,  sich  #,  (tu)  von  9,  («■)  nur  um  eine  Coustante  unter- 
eheidet,  und  diese  Function  für 

,«  =  „  +  ,,, 

itid  nur  fOr  diese  Werthe,  wenn  ni  und  ti  beliebige  ganze  Zahlen 
(raren,  verschwand,  so  werden  auch  in  dieser  Form  alle  Lösungen 
kr  Gleichung  &,  {w)  =  0  enthalten  sein.  Entnimmt  man  nun  aue 
ler  Substitutiunstabelle  die  Formel 


'ii*^), 


folgt,  dass  frj  («■)  verschwinden  wird,  wenn 

"'  +  !-!'-  "  +  »' 
"->»-!  +  ("  +  «' 

,  ODÜ   nur  für  diese  Werthe,  und  verfährt  man  genau  ebenso  für 
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die  anderen  0*- Functionen,   so  erhält  man  für  sämmtliche  Auflosun- 
gen von 

#j  (ii?)  =  0,        w  =  m  -{-  nt , 

^^(w)  =  0,        w;  =  m  +  (w  +  i)  t, 
^2  («^)  =  0,        w  =  m  —  i  -{-  wr, 
-9-3  (iv)  =0,        w  ^=  m  —  i  +  (>*  +  i)  ^' 
Wir  wollen   jedoch  die  Nullwerthe   der  -O*- Functionen  noch  in 
anderer  Weise  bestimmen,  ohne  von  den  Entwicklungen  dieser  Func- 
tionen in  unendliche  Producte  auszugehen. 

Da  nämlich  die  ^3- Function,  wie  aus  den  Functionalgleichun- 
gen  (2)  hervorgeht,  die  Periode  1  hat  und  für  eine  Vermehrung  des 
Argumentes  um  r  in  sich  selbst  übergeht,  multiplicirt  mit  einer  Ex- 
ponentialgrösse,  welche  für  keinen  endlichen  Werth  des  Argumentes 

pig  ßQ  verschwinden   kann,    so   folgt,  dass 

r jfr  die  Nullwerthe    der  Function  d^  (m?) 

/  y/        in    einem    vom  Nullpunkte   aus  mit 

ZX  den  Seiten  1  und  r  construirten  Pa- 
y/                rallelogramme  sämmtliche  Nullwerthe 
_/  dieser  Function  liefern  werden,  wenn 

^  zu  jenen  beliebige  ganze  Zahlen  und 

beliebige  ganze  Vielfache  von  r  hinzuaddirt  werden.  Untersuchen 
wir  nun  zuerst,  wie  oft  ^f^iw)  in  jenem  Parallelogramme  unendlich 
klein  voi;i  der  ersten  Ordnung  wird,  so  giebt  bekanntlich  das  Integral 


^Cdlog^^(w) 


über  den  Umfang  jenes  Parallelogramms  genommen,  diese  Anzahl, 
da  d^.^  (w)  stets  endlich  ist.     Da  sich  aber  dieses  Integral  als  Summe 
von  vier  Integralen  in  der  Form  darstellen  lässt 
1  14-*  t  0 

-'-.J'd  log  *3  {W)  +  ^yjd  log  *3  (W)  +  ^  p  log  «3  (tc)  +  ^  A  log »,(« 

0  1  14-*  « 

oder  vermöge  der  Substitution 

für  das  zweite  und  dritte  Integral  durch 

1  t 

0  0 

0  p 

+  /-ijd  log  *3  {w  +  r)  +  ^J'd  log  *3  (HO 


1  * 

1  t 


«  +  !) 


(10) 
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wird,  da  nach  den  Functionalgleichungen  (2)  und  (3) 

^»f +'^  =  1,     also    d\og^4^+Jl  =  0, 
rner 

^3W      _,(^^  +  ^)»..-      also    d\og^^'^  =  2nidw 

1 


if    A  log  ^3  M  = 


in,  d.  h.  es  mrd  die  eindeutige  Function  in'  diesem  Parallelogramme 
r  in  einem  Punkte  von  der  ersten  Ordnung  unendlich. 

Um  nun  diesen  in  dem  betrachteten  Parallelogramm  gelegenen 
lUwerth  erster  Ordnung  ß  für  die  «ö-g  (ee?)- Function  zu  finden,  he- 
tzen wir  wiederum  den  in  der  siebenten  Vorlesung  bewiesenen 
tz,  wonach,  da  n  =  1  zu  setzen  ist. 


^ = ihß  ^°s  ^^  ("') 


.  w 


rd,  wenn  das  Integral  über  eine  den  Punkt  ß  einschliessende  Curve 
sgedrückt  wird,  die  nicht  noch  andere  Nullen  oder  Unendliche  der 
mction  -9^3  (w)  umschliesst.  Wir  dürfen  somit  zur  Integrationscurv^e 
n  Umfang  des  obigen  Parallelogramms .  wählen  und  erhalten  mit 
^nutzang  der  eben  vorher  gemachten  Substitutionen 

1  1 

ß  =  2h  ß  '^^  '^3  (^)  '^^  —jd  log  -^3  (w  +  t)  .(w  +  r) 


0  0 

t 


+Jd  log  ^3  {w  +  1)  .  (tc;  +  1)  -Jd  log  ^3  {w) 


er  da 

«•s  («'+!)  =  «-3  (w) »    *3  (w  +  1^)  =  e-''"  +  *""  *,  {w) 

9 

\  \  t 

ß ilTiß^  ^^8  *3  ("'^  + /('"  +  ^'>  '^^''  +/''  '"8  *^  ('*)• 

0  0  0 

Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass 

1 

/  d  log  #3  (tv)  =  2  kni, 

-in   k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  weil  ^^{w)  die  Periode   1   hat, 
-^3  (w)  daher  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt,   und  ferner 
h    den  Gleichungen  (2) 

O  log  ^3  {W)  =  [log  ^3  (tv)]  =  log  ^3  (r)  —  log  #3  (0) 7t  Ti 

0 

aehrt  um  geschlossene  Integrale 
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/' 


um  einen  oder  mehrere  der  NuUwerthe  von  d'^  (w)  genommen,  deren 
Werthe,  wie  wieder  unmittelbar  zu  sehen,  da  ^'^{tv)  einen  geschlos- 
senen Weg  beschreibt,  von  der  Form 

2l7ci 

sein  werden;  daher  geht  der  Werth  von  ß  in 

oder  in 

ß  =  ^  +  ^r  +  m'\-nT 

über,  was  auch  oben  gefunden  worden. 

Aus  der  Form  der  Exponentialreihe  der  0*- Function  sieht  man 
ferner  ohne  Schwierigkeit,  dass  sich  das  Product  zweier  ^-Functio- 
nen wieder  als  Summe  ebensolcher  Functionen  darstellen  lasst,  und 
könnte  durch  einfache  Ausführung  dieser  Multiplication  die  zn  dem 
aufzustellenden  Additionstheorem  hinreichenden  Hülfsformeh  ent- 
wickeln. Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  gleich  das 'Product  von  g  sol- 
chen '^'-Functionen  zu  bilden,  um  später  von  diesen  Ausdrücken  noeh 
weitere  Anwendungen  machen  zu  können. 

Sei,  wenn  m^,  ^2,  ...  Mq  ganze  Zahlen,  a^,  ^2;  ••.  a^,  s^,  82f'^ 
beliebige  Grössen  bedeuten, 

a  =  l,  2, ...  ^ 

SO  wird 


iSni 


(11) <p(m;+1)  =  c"''X«;), 

wenn 

(12)  .......    m^s^  4-  ^2^2  + h  m^Sg  =  S 

gesetzt  wird. 

Vermehrt  man  ferner  das  Argument  um  r,  so  folgt  nach  (8) 

(13) 9  0^  +  r)  =  e-<'^"  +  '^  +  ''*^^'9(«7), 

wenn 

(14) mj2  -|-  tn^^  -|-  . . .  -|-  in^2  =  r, 

(15) m^ a,  -f-  ^202  -f-  •  •  •  -f-  %  a^  «=  -4 

gesetzt  wird. 

Da  die  Functionalgfeichungen  (11)  und  (13)  noch  nicht  die  Form 
der  Gleichungen  (1)  haben,  so  setzen  wir 

(16) <pA^)  =  ^-|(2»-..,-.  ^  («.-^^-5.) 

uud  finden  durch  unmittelbares  Einsetzen  in  die  Gleichungen  (U) 
und  (13)  für  g?j  (w)  die  folgenden  Functionalgleichungen 


18)  . 


EatwickluDg  der  EigenscharteD  der  d-Functioneii. 


»,  ("  +  r)  —  ip,  {»)  , 
T,  («■  +  ")- f""-' 


"  Vi  (")■■ 


-«), 


"  f  («■+-")- C  . 


Setzt  man  nuu  endlich  noch 

18) 9,  («■)  -    2    '■'  <"' ' 

werden  die  sich   unmittelbar  aus  (17)   und   (18)   ergebenden   Be- 
iehuiigen 
Kt) 9=3("'  +  l)  =  'Pi("0, 

21) 9.,(».'  +  rT)  =  e-<'"+^'""v,(«-) 

ie   ftlr  das  Fimdamentaltlieta  mit  dem  Modul  rv  charakteristischen 
ledinguugen  sein,  nnd  snoiit 

q>^{w)  =  C .  »siw,  rt) 
ch  eri^ehen,  indem  wir  die  Bezeichnung  des  Moduls  in  die  0-Fuuc- 

iit  mit  aufnehmen.     Mit  Berücksichtigung  von  (19)  und  (16)   folgt 

er  dann  offenbar,  dass 

'"""  '""''^'"^"'  &^{r>i-  +  A  +  St, 

C  Ton  den  in  die  qs-Function  eintretenden  Constanteu  ab- 
Kngt.  Beachtet  man  dud,  doss  die  Gleichung  (22)  erhalten  worden, 
lem  man  nur  von  den  Function nlgleiehungen  (11)  und  (13)  för 
!  qo- Function  ausging  und  durch  auccesaive  Substitution  zu  dieser 
brm  gelangte,  dass  aber  jene  Functioualgleichungen  unverändert 
Itibeu,  wenn  mau  r  und  A  unverrindert  lässt,  jedoch  S  in  S -{- l 
erwsndelt,  wenn  I  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sicli 
imittelbar,  doss  auch  die  Gleichung  (22)  bestehen  bleibt,  wenn 
4-  I  statt  S  gesetzt  wird,  indem  nur  die  Constante,  die  wir  jedem 
Werthe  entsprechend  mit  C,  bezeichnen  wollen,  ihren  Werth  ändert. 
Irtot  man  daher  der  Reihe  nach  fÖr  l  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  f  —  l 
addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

-  5J  Q.t''  '{*"'  +  "'  +  '«-^'")''-  ^^^^,,  ^  j  ^  (S+Dx,  rr); 
rfi<^ichtigt  mau  aber,  dass,  wenn  n  vmi  Null  verschieden  ist, 


iss,  wenn  n  =  0,  der  Werth  diei 
d"  der  linken  Seite  nur 


e  r  ist,  so  folgt,  dass 
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bleibt,  und  dass  somit  die  Verwandlungsforrael  des  Productes  von 
'Ö'-Fuuctionen  in  eine  Summe  durch  Berücksichtigang  des  Werthes 
von  g)  (w)  folgenderraassen  lautet 

(23)  .  .  .     [Je'« ('"«"  +  '"«  +  '« ')'^'>3(ma?e^  +  aa  + 5a r,T) 

Q  =  i,  2,  ...  Q 

er  _1      I 

=  y  ^  (^i '  ^  '^3  {rw-^-  A+{S-\- 1)  T,  n). 

1=0,  1,  ...  r— 1 

Da  die  Grössen  r,  A^  S  durch  die  Gleichungen  definirt  waren 

m,  aj  +  mjttj  +  •  •  •  +  m^^a^  =  A^ 

und  diese  Gleichungen,  ohne  dass  r,  A,  S  ihren  Werth  ändern,  auf 
unendlich  viel  Arten  durch  verschiedene  Wahl  von  m,,  ...  m^,  a^, ...  a^ 
«1,  ...  5p  befriedigt  werden  können,  so  wird  es  möglich  sein,  da 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (23)  von  Ci  abgesehen  nur  von  den 
Grössen  r,  A,  S  abhängt,  unendlich  viele  wie  die  linke  Seite  jener 
Gleichung  gebildete  #-Producte  herzustellen,  für  welche  die  rechte 
Seite  von  den  Constanten  abgesehen  dieselbe  bleibt,  und  es  folgt 
daraus,  dass,  wenn  man  r  +  1  solcher  Gleichungen  aufstellt,  man 
die  r  in  den  rechten  Seiten  linear  enthaltenen  Ausdrücke 

eliminiren  kann,  und  sich  somit  zwischen  je  r  +  1  solchen  ^-Fro- 
duden  eine  Jiomogene  lineare  Belation  ergiebt 

Es  soll  von  diesem  Satze  sogleich  eine  Anwendung  auf  die  Her- 
leitung der  Additionstheoreme  der  -ö"- Functionen  gemacht  werden. 

Setzt  man  nämlich 

m^  =:  m^=\y    also    r  =  2, 

so  dass  man  ^-Producte  von  nur  zwei  Factoren  hat,  setzt  ausserdem 
u  statt  des  Argumentes  w^  ferner 

A  =  iv,     S  =  0, 

so  werden  die  Gleichungen  zu  befriedigen  sein 

aj  -^  a2  =  w, 
Sj  +  ^2  =  0, 

und  da  dieses  dadurch  geschehen  kann,  dass  man 

a^  =  V  +  «^'?     0^2  =  —  ^;  ^i  =  0;         52  =  0, 


«1          -  2     ' 

«2  — «<'         -"2    ' 

«1           2    ' 

^2                     2 

«1=    2'. 

«2  =  ^'^  -   "2^  > 

*'j 
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M™"^  '"it  "'ii  '^"'*''  iiahleii,  welche  0  oder  —  1  eiud,   und  tii 
Zahlen,   welche  n  oder  -\-  1   sind,  bedeuten,  so   wird 
t  den  drei  folgendeu  Producteii  von  je  zwei  #  -  Fimctionen  *) 

».(»  +  «  +  »)».{"-''). 
^■'+vO-».(„  +  'J  +  :;i-.)x 

=  c,  ftj,  (m)  *j,  (m  +  tv), 
liehen  c  und  c,  Constanteii   bezeicbncn,   die  nicht,  toq   t(,  v,  HJ 
ißeu   und  dereit  Heatiminting  unmittelbar  aus  der  Substitutions- 
e  folgt,   hier  aber  unuÖthig  ist,  sich   die  uachfolgeode  homo- 
lineare  Relation  ergeben 

»,(.  +  !.+  .<,•)  »,  (»  -  ")  -  y  W  ft  (")  *  ("  +  "), 

lieber   noch  die  beiden  in  Bezug  auf  n  constanten  GrÖBsen  (>l) 

^i,)  zu  bestimmen  sein  werden. 

dacht  mau  in  dieser  Gleichung  statt  u  die  Substitution 


»  +  i 


1  wird  mich  Gleichung  (9),  wie  leicht 


>B  U,  1,2,^  sein  kann, 

techsen, 

.,(„  +  (.  +  w)  »^(u-v)  =  y  (i)  (-  !)"■>■  V  »^,  (u)  9^x  («  +  w), 

rT 

wir  onter  ßl  den  aus  ^  und  X  zusammen ge-setztcu  oder  durch 
bngroenaea 

mpi  EZ  fB^  +  mj  i^mod  2),     n^,;  =  n^,  -j-  Xj  (mod  2) 
rten  Indes  verstehen,  während  die  Tndices  ß,  iL,  A,   noch  völl- 
ig beliebig  sind,  nur  dass  l  und  d,  nicht  zugleich  den  Index  3 
t*-n  dürfen,  weil  wir  sonst  in  der  homogenen  Relation  (2  i)  nicht 
reTBchiedene  &-Prodocte  hätten, 
lezeichueu  wir  nun  irgcn'l  einen  der  Indices  Ü,  l,  2  mit  i,  und 

der  Index  I*   mit  »;  bezeichnet,  so  wollen  wir,  wenn  l  einen 
igen  Iudex  und  X^  =^  As  bedeutet, 

I  ftU  welche  »teU  der  Modul  i  gelten  soll,  wean  nicht  ein  anderer  be- 
bt die  BueicbuQQg  dieser  Fnaction  mit  nargenomnten  wird. 
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setzen,  dann  werden  die  Indices  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (25) 

ßk  =  \  Bkl  s=  l£  =  iyj 

da  ÄA.=  3  ist.   wie  man  aas  der  Sabstitntionstabelle  ersieht^  indem 
nur  ganze  Perioden  zom  Argument  hinzukommen ,  und 

ßl^  =  1  elJiB  =  1 
sein,  so  dass.  da 

» .», 

die  einzige  ungerade  ^-Function  ist,  die  Gleichung  (25),  wenn  u  »b^ssO 
gesetzt  wird,  für  die  Constante  ik)  die  Bestimmung  liefert 

(26-. -i.  =  .  -  1)"^-^  '.tn^'-pJ^^J^  , 

da 

^,i . _  r  ■  =  (-  r-'"^*  ^^i  »ri  (n  =  (-  !)("' "^  "•^)  ("'  +  "^)  ^,i(«=^^1, 
weil  nur  für  w„i  =  m,;  =  1  die  Function  eine  ungerade  ist,  fei       Jier 

uud 

w,  n,  =  0 

ist.  weil  i;^  nicht  I  sein  kann. 

Da  sich  nun  der  Werth  der  Constanten  (ilj)  nach  der  in  i — ii»og 
auf  A  und  Ay  symmetrischen  Form  der  Gleichung  (25)  ans  dei^^  ^ 
.a)  gefundenen  Ausdrucke  ergeben  mnss,  wenn  dort  statt  ^3  ^^ 
Grosse  a^  =  ä  ;f  eingesetzt  wird«  so  folgt  nach  Einführung  dieser  l^^ieideB 
Constanten  in  die  Gleichung  (24) 

21' &r,  0   ^,  i^o-i  ^3  (M  +  r  +  u?)  ^3  (i*  —  v) 

=  ^_  l-i  -,  ^.  .  H^  ^i  («  +  jr)  d,i (r)  d,i  {v  +  w) 

+  ,  —  1  i'i-  "^  t^i, ,  «^  ^i.  (w  +  <r)  ^,a.  (v)  d,a.  (v  +  tr)  ^^•, 

worin  k  einen  beliebisren  Iudex,  €  einen  der  Indices  0,  1,  2  "^      ^V 
den  aui«  1  und  f  zusammengesetzten  Index  bedeutet;  wenn  uxau^^^  ^^ 
'•  statt  V  und  T  -i-  r  statt  ?f  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich,  ^* 

und  ebenso 

'2r*; ^,j  .0)  1*^,:  \^v  +  <r^  ^^  («  +-t;)  ^3  (u  +  w) 

=  v~  1  »"■*  ''S-  ^i  v'«^  ^i  V"  +  t'  +  w)  O-,!  (v)  d,i  (w) 
+  (-  ir*>*'  (^i.(iA  ^i.(t«  +  V  +  w)  d,a.(t;)  ^,i.(mr^«f). 
Setzt  man  nun  endlich  in  (25) 


statt  r     r  +  y  +  T^' 
statt  fc?    «^  +  -/  +  2  ^» 


i 
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worin  m«  0  oder  —  1 ,  Ua  0  oder  4'  1  ^^i"  ^&on ,  so  ergiebt  sich, 
wie  mau  leicht  aus  den  Formeln  (8)  und  (9)  entnimmt: 

(29) »,(0)  »,„^{«  +  w)  &.{u  +  .;)  »^(«  +  «■) 

™  9,  »A  (m)  ö,,^  (w  +  c  +  «j)  *,jo  (d)  a,j^  («;) 

worin  p,  und  p^  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten;  wir 
fügen  deren  VVertbe,  die  sich  unmittelbar  aus  der  angedeuteten  Rech- 
VtiDg  ergebeu,  nicht  bei,  da  es  in  jedem  Falle  doch  am  besten  ist, 
sich  die  gesuchte  Formel  uiimittelbar  aus  (28)  vermöge  der  Substitu- 
tionstabelte  abzuleiten,  wobei  jede  weitere  Rechnung  vermieden  ist. 

Um   nun   aus  (211)  die  gesuchte  allgemeiue  Additionsformel  der 
^-Function  herzuleiten,  braucht  man  nur 

((•  =    1! 

sU  setzen,  und  erhält  dann 

(30) 9.,  (0)  #,j„^  1,0)  #„  (m  -f  V)  &f  («  —  V) 

=  (-  ir^'i*'''^''p,»i(«)  »z^flM  *,;„(<')  »^ifliv) 

ts  ist  somit  dos  Proäud  der  beiden  &■  Fanditmi^i 

^  eine  Stimrue  vini  Froducteti  von  tt-Functionm  verwandelt,  tvekhe 
»s  Argumente  u  und  v  gesondert  enthalten. 

Da  wir  im  Folgenden  vielfach  die  verachiedeneu  Ädditionsfornielu 
"W  ^-Functionen  brauchen  werden,  so  wird  ea  zweckmässig  sein,  die 
ToliBtiindige   Tabelle  der  wesentlich    verschiedeneii    aus  (30)    hervor- 
I*«eiiden  Relationen  aufzustellen,  wobei  wir  der  Kilrze  halber 
»-  (0)  »fi  (0)  »r  («  +  ")  »'  ("  -  ^)  ""it  [»ßydl 
»a  («)  »,,  (m)  »r  (^)  *  (")  »it  («ßy^^ 
^lehnen  wollen.     Es  ergiebt  sich  sodann  die  folgende  Zusammen- 


I 

i 


'Uui 


e 


-(Uli) 


[IXIOO]  —  ((1000)  - 
[IIOOOl  —  (3333)  - 
tSSOO]  — (0033) +  (2211) 
13300J  — (3300) +  (1122) 
12200]  —  (0O22)  +  (33111 
[2200]  =  (2200)  — (1133) 
[2222] —  12222) -(Uli) 
I  2222]  —  (3333)  -  (0000) 
[3322]  —  (2233)  —  (0011) 
[3322]  — (3322)  — (1100) 
[IXI22J  —  (220O)  -  (3311) 
rO022J  —  ((J022J  —  (1133) 


[(»11]. 
[(«DU]  . 
[3311]. 
[3311]. 
[2211]. 
[2211]. 


:(1100)    -    (0011) 

:  (3322)  —  (2233) 
(1133)  —  (3311) 
:  (0022)  —  (2200) 
:  (1122)  — (2211) 
100^3)  — (3300) 


[3333]  — (33331 +  (1111) 
[3333]  —  l2222|  +  (0000) 
[2233]  —  ia322l  +  (0011) 
[2233]  —  (2233)  +  (UOO) 
[0033]  — 10033)  — (11221 
[0033]  —  (3300)  —  (221 1) 


J 
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[2310]  =  (1023)  +  (2310)  [0220]  =  (0202)  —  (1313) 

[2301 1  =  (1023)  —  (2310)  [0202]  =  (0202)  +  (1313) 

[0330]  =  (0303)  —  (2121)  [0213]  =  (1302)  +  (0213) 

[0303]  =  (0303)  +  (2121)  [0231]  =  (1302)  —  (0213) 

[2323]  =  (3232)  —  (1010)  [0312]  =  (1203)  +  (0312) 

[2332]  =  (3232)  +  (1010)  [0321]  =  (1203)  —  (0312). 

Wir  wollen  von  diesen  Additionsformeln  sogleich  eine  Anwen- 
dung auf  die  Aufstellung  von  Relationen  machen^  welche  zwischen 
den  #- Functionen  und  deren  Ableitungen  für  den  Nullwerth  der 
Variabein  bestehen  und  zur  Abkürzung  von  nun  an 

^a  (0)  mit  d'a 
bezeichnen. 

Man    sieht   leicht,    dass,    wenn    man   u  =  v  =  0   setzt,   wegen 

^j  =  0    aus   allen    obigen   Additionsformeln   sich   nur  eitie  Relation 

und  zwar  aus  der  Gleichung 

[0(X)0]  =  (3333)  —  (2222) 
ergiebt,  nämlich 

(31) ,  .  .    V  + ^  =  '^3^ 

da  nun  früher  zwischen  den  -ö*- Functionen  für  die  Nullwerthe  der 
Variabein  und  dem  zum  Modul  n  der  •ö'-Function  gehörigen  Integral- 
modul k  die  Beziehung  gefunden  war 


so  folgt 

oder  da 
gesetzt  war, 


,    2_   V 

^1    —  ^^4; 


und  daher  zwei  Werthe  der  Grössen  j/k  und  j/k^  durch  die  eindeu- 
tigen -ö"- Functionen  in  der  Form  gegeben 

Wir  leiten  ferner  noch  eine  Beziehung  her,  welche  zwischen  der 
Ableitung  der  ungeraden  'ö'-Functionen  und  den  drei  andern  geraden 
'ö'-Functionen  für  den  Nullwerth  des  Argumentes  besteht,  und  gehen 
zu  dem  Zwecke  väi  der  im  obigen  Schema  enthaltenen  Additions- 
formel aus 

^2^s^\  (w  +  ^)  -^0  (^  —  ^) 

=  ^,  {ti)  ^0  (n)  ^2  W  ^3  W  +  ^2  W  ^3  W  ^0  (V)  ^1  W; 

entwickelt  man  auf  beiden  Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  r, 
dann  liefert  die  Identificirung  der  Coefficienten  der  ersten  Potenzen 
von  V 
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^2^3  (^0  W  ^l'.W   —   ^1  W  ^o'  («))  =  ^0  ^l'  ^2  W  ^3  W, 

d  wenn  dieser  Ausdruck  wieder  nach  Potenzen  von  u  entwickelt 
rdy  indem 

^o(«)=  ^0  +ÄV  +  --- 
«•,  (m)  ==  u»t-\-  YY  *i"'+  •  •  • 
»,  (u)  =  »,  +  ~  K  +  •  •  • 

■^3  («)  =     *3    +  O  ^3"+  •  •  • 

'j  SO  giebt  die  Identificirung  des  Coefficienten  von  u^  auf  beiden 
iten  der  vorigen  Gleichung 


A  '"  A  "  A  "  S\, 


A  '"  A  "  A  "  A  " 

—^  —  —  • 


^1'  ^0  ^a  ^a 

Aber  es  folgt  aus  der  oben  für  die   «ö-g- Function   entwickelten 

ferentialgleichung 

d'^zju)  _^^,  d^,(u) 

'  man  sich  durch  die  Substitution  der  halben  Perioden  oder  durch 
mittelbare  Differentiation  der  für  die  «d"- Functionen  aufgestellten 
iben  überzeugt,  dass  wenn  a  irgend  einen  der  Indices  0,  1;  2^  3 
leutet, 

du*  d  X 

Bedeutet  nun  a  den  Index  einer  geraden  O^- Function,  so  ist 


dr  dt    "*"  1.2     dr     "•    ' 

^d  somit  in  Folge  der  Diffprentialgleichung  (33) 

^) ^."=4«i^?; 

t  ff  jedoch  gleich  1 ,  so  ist 

o 

du*  1      *      ' 

'"  dV  1'   "dt     •"  3!      dz     "•     * 
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so  dass 

(35) »r-^«i^> 

und  es  geht  daher   mit  Benutzung   der  Gleichungen  (34)  und  (35) 

die  oben  gefundene  Beziehung  (32)  in 

dd'i'        dd'Q         dd'f         dd"^ 
dt    dt     y^    dt     ^^    dt 

&i  ^0  ^t  ^1 

über,  so  dass  die  Integration  nach  r 

(36) '9'/=(7'9'o^2^s 

liefert,  worin  C  eine  von  r  unabhängige  Constante  bedeutet. 

Die  Constante  C  wird  leicht  dadurch  bestimmbar  sein,  dass  man 
das  Product  der  Entwicklungen 

d'^  =  2q^  +  2qi  +  2q^  -^ *), 

'9'3=l  +  2(?  +  2g*H 

mit  der  aus  ^ 

d-^  (u)  =  2  g*  sin  M;r  — ;  2  g*  sin  3 uar  +  •  •  • 
oder 

^'^'{u)  =  2  :w:g*  cos  ujc  —  2  .  3  Ttq*  cos  3  U7t  -j-  .  .  • 
abgeleiteten  Entwicklung  von 

»1=  2  7cq^  —  2  .37eqi  -^ 

vergleicht;  und  findet,  dass  die  Identificirung  der  Anfangsglieder  der 
Entwicklung 

2  7cq^=C  .2q^, 
also  C=n  liefert,  so  dass  die  Gleichung  (36)  in 

(37) ^"^  =  7t%Q%'2  'd'j 

übergeht. 

Mit  Hülfe  dieser  Beziehung  wird  es  möglich  sein,  die  Weiik^ 
der  drei  geraden  •^'-Functionen  für  den  NuUwerth  der  Variabeln  ver- 
mittels des  Integralmoduls  und  der  Periodicitatsmoduln  des  zage- 
hörigen elliptischen  Integrales  auszudrücken. 

Es  war  nämlich 

,  sin  am  «(;  =  rF=  — tk-t  =  ^  — tt--<  f 
und  daher 


•)  wobei  zu  bemerken,  das  die  Grösse  g*  eindeutig  durch  den  AosdnÄ 


nit 


€  *    bestimmt  war. 
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«; 
^t 


d  nn  am  w 
dw 

also 

(38) 

da  aber  ausserdem 


^ar^  so  ergiebt  sich 


..  »•©•.■©-•.©••■(¥) 


^ 


•■(¥) 


2 


rd  sin  am 


/a  sm  am  t€\ 
\       dw       ) 


dw 
d  sin  am  w 


=  ?•  K 


2^ 


( 


du; 


1         ^  ^'  2 


tiod  vermöge  der  oben  gefundenen  Relationen 
folgt 

(39) a 

oder 

(40) ^3  = 


2  7Cd'^^ 


1+22  +  23*  + 


wo  das  Quadratwurzelzeichen  vermöge  der  Eindeutigkeit  der  'd'^-Func- 
tion  fest  bestimmt  ist. 
Da  femer 


war,  also 


ist,  80  folgt 


^*~=S 


^1 


d-. 


f    2» 


^0  — A^    2«    ' 


worin  wiederum  die  Quadratwurzel  wegen  der  Eindeutigkeit  von  d'^ 
eiuen  bestimmten  Werth  hat;  benutzt  man  endlich  noch  die  Glei- 
ehoDg 


«•, 


0O  nnd  die  vier   für  das   Folgende   nothwendigen   Beziehungen  er- 
ndtielt:  _ 

(41)....    *o-/fJ,    ^^=f^^    ^3  =  /Ä, 


di'=Ä'^0'^2'^3  =  Y  V~^'' 


Nach  Herleitung  dieser  Relationen  wird  es  nun  aber  möglich 
sein,  die  unendlichen  Productentwicklangen  für  die  vier  «d-  Functionen 
«ifinistellen  und  den  Werth  der  in  der  sechszehnten  Vorlesung  noch 
mbertimmt  gebliebenen  Constanten  zu  ermitteln. 
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Es  war  dort,  wenn 


Sl  Ol  (w) 

sin  am  —  w;  =     ',  : 


gesetzt  wurde, 


-V  -fl 


Ä       .  1 

=  IT-  sin  7CW  — 


4-y     _±JL 


TJ  (l  -  2  5*"  C08  2wn  +  g**) 


J^d-^'^y 


(43) 


^oH=J7W(i-,^rT7^?ü) 


— y  — 1     —  /i 

00 


w  +  (n  +  i) 

7^  (l  -  2  g*"  +  *  C08  2wn  +  3*"  +  *) 

_o 

0 

gefunden  worden.    Da  nun  nach  Gleichung  (14)  jener  Vorlesung  und 
der  oben  erhaltenen  Relation 

ist,  so  wird 

(44)  .  .  .    »,iw)  =  j/^H^  H(l  -  m  +  (r+i)T) 

OD 

i^(l  — 23*"  +  *  CQ8  2tr«  +  5*""^*) 


f      2w 


00 


0 


-F'i?j7(''-..,r'""V 

0      y^  8m«(2n  +  l)  — y 


Es  war  ferner 


wo 


ic=0 


ist,  oder  mit  Hülfe  der  für  S^  (iv)  und  -O-j  (w)  gefundenen  analytische 
Ausdrücke 


C. 


0 


—  V  —fl 


ttf 


^1'«"  +  ^«;^  + 


10 =0 
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ler  vermöge  der  Gleichungen  (41) 

»  dass 

-y       -fi 

CO 

T^f(l  —  2  3^"  008  2wn  +  3^") 

1 

r      2n       2«  l-iV  Bin«  nnx/ 

1 

Um  die  Productentwicklungen  für  die  beiden  andern  -ö'-Funetio- 
m  aufzustellen;  gehe  man  von  der  Beziehung 

9^  dann  ergiebt  sich  vermöge  (44)  leicht 

Da  femer;  wie  aus  der  Productentwicklung  der  sinus-Function 
•vorgeht, 

f^f  f w        \  008  n((n  +  i)t^  tr) 

SO   wird 

nach  einer  der  in  der  sechszehnten  Vorlesung  gemachten  genau 
o^en  Umformung 

nT(l  +  23*"  +  ^  C08  2ir «  +  3^"  +  *) 

^3  (-) = /i  -^  -  - 


0"(i  +  ./-+7 


sich  somit;  wenn  man  für  das  innere  Product  statt  —  ^^  +  ^ 
[ndice»  —  f*  —  ^i  +  f*  setzt,  wodurch  die  Reihenfolge  der  Factoren 
t   geändert  wird,  die  Productentwicklung  ergiebt 
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(46)  .  .  .  *3  H  -fitit^i^-  .t+ttIm:  iw)  = 


OD 


7^(1  +  2a*»  + '  cos  2«o  «  +  g*"  +  *) 


0 

00 


und  genau  ebenso  folgt  für  die  letzte  ^d'-Function  ' 
(47)  ....  *,(.«,)  =  /g  j^  j^  (1  -  ~^J-^-) 


__  V      — ^  — 1 

OD 


cos  «M?     — 


H^^+n' 


1 


■in* 


Um  nun  für  die  ^-Functionen  für  den  Nullwerth  des  Argamen 
tes  ebenfalls  unendliche  Productentwickelungen  aufzustellen,  g^"^ 
wir  von  der  Gleichung  (46)  aus 

aus  welcher  durch  logarithmisches  DifiPerenzüren  folgt 


dd'fitc)  ^ri       —  2«  8in  «w  COS  jrir 


t^Q  C08«(2n  +  1>^  —  sin*  n  w 


2 

und 

n  =  »  _    ^  n=ao 


»T 


wie  leicht  zu  sehen,  wenn  man  statt  cos  (2n  +  1)  "s-  seinen  Ausdn 
durch  g  einführt  und  beachtet^  dass 

dq       d .  e"^^' 
dt  dx  ^ 

ist. 

Da  aber,  wie  oben  gezeigt  worden,  die  partielle  Differentialgleid 
existirt 


Entwicklung  der  Eigenschaften  der  '^'-Functionen.  387 


diu*  dt     ' 

so  wird  die  letzte  Gleichung  in 


«•=00 


abergeheU;  oder  nach  r  integrirt 

gän  +  l  j 


n=QO 


iog*,  =  2_^rf7irM-2;rTT 


liefern,  da  die  Integrationsconstante  verschwinden  muss;  wie  man 
unmittelbar  sieht,  wenn  man  q  =  0  setzt;  indem  dann  die  rechte 
Seite  Null  ist  und  ('^'3)  =  1  wird. 

q=zO 

Bemerkt  man  nuU;  dass 


m=ao 


•"    ^  7/4  =  0 

ist,  und  dass  in  d^r  unendlichen  Doppelreihe 


.(211+1)  (w  +  1) 


«  =  0       7/«=ü  ' 


da  die  Reihe  der  Moduln  couvergeut  ist,  dieselbe  also  unabhängig  von 
der  Reihenfolge  der  Glieder  convergirt,  die  Reihenfolge  der  Summation 
vertauscht  werden  kann,  so  ergiebt  sich 


mtrzQC  11  =  00.         .   ,.^      .   _  m^^cß 


TO=0  «  =  4)  '  m=0  A  "T  ^ 

oder  wenn  statt  des  Summationsindex  m  -{-  l  m  gesetzt  wird 

wenn  die  graden  und  ungraden  Indices  zusanmiengefasst  werden,  und 
daher 

Diesem  Ausdrucke  kann  man  aber  noch  eine  andere  Form  geben. 
Da  nämlich 

ist,  so  wird 


»  =  CD 


3-11  (1-5^*-')" 


oder  da 

26 
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1  -  3""'  = 


1  +  9*'-' 
ist; 


Genau  in  derselben  Weise  erhält  man 


(49)  ..,.*,  =  17;-^;  -  J7(l  -  «*'-')*  (1  -  ^")  =  /H 

»'=1  ^  ~r  2  »-=1 


und  endlich  folgt  nach  der  Gleichung 
dass 


r=oo 


=  2n  pqJJiV  -  «*<*'-")  (1  -  g*t  (1  -  9^0 


Mit  Hülfe  dieser  für  die  -^-Functionen  mit  yerschwindendem  Argu* 
mente   gefundenen   Productent Wicklungen   wird  es   leicht   sein,    die 
unendlichen  Productentwicklungen  fQr  k  und  Jc^  aufzustellen ,  welche 
in  der  weiteren  Theorie  eine  wichtige  Bolle  spielen  werden.     Man 
erhält  nämlich  durch  Division  der  obigen  Gleichungen 


^fc  =  l;  =  2^    " 


QO  CO 


77(1-9*'**+")     17(l  +  9*'~')Ml-9*') 

0  0 

oder  da 

00  OD  QO 

jj(,_34,.+,))  JT  (1 +2*''+«)  TT  (1 -«*('+««) 

0 _  _ü 0 

y  CO  00  gt> 


27  (1  -  g^'C^-"  +  »)  JJ(i  _  2^.)  YI{X  -  «*'*'  +  '>)  7T(l  -  8«') 

0  10  1 

und 

/](l-2«('+i))        ^  J7(»-9*')      . 

=17(»+«**) 


00  00 


J7(i-a-+^)  IJii-,^')     17(1-9*) 
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isty  den  folgenden  Ausdruck 


V  — 1^2 

^  0 

oder  einen  W^rth  der  vierten  Wurzel  aus  h  in  der  Form 


TTii+^'-'y 


^       ^  '^  r  fj        (1  +  3)   (1  +  3')  (1  +  3*) 

Ebenso  folgt  aus  den   oben  aufgestellten  Productentwicklungen 
für  die  'd'-Funetionen  mit  dem  Nullwerthe  des  Arguments 


QO 


0 

und  somit 

Wie  die  zu  einem  gegebenen  W-  und  Iz^  gehörigen  sieben  andern 

Werthe  der  Grossen  Y^k  und  ^fcj  aus  den  eben  gefundenen  Ausdrücken 
durch  Veränderung  des  %  hergeleitet  werden  können ;  wird  in  der 
Theorie  der  linearen  Transformation  der  «d*- Functionen  erörtert  werden. 

Nach  Herleitung  der  unendlichen  Productentwicklungen  für  die 
constanten  ^  wird  sich  unmittelbar  die  Entwicklung  der  Logarithmen 
der  ^-Functionen  nach  Fourri  er 'sehen  Reihen  ergeben;  welche 
spater  der  Entwicklung  der  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Geht  man  nämlich  von  dem  Ausdrucke  (44)  dieser  Vorlesung  aus 


00 


*o(«')  =  *0-- ~- , 

0 

0O  folgt  mit  Benutzung  der  oben  gefundenen  Beziehung 

*o -J7(l -«*""')*  0-3*"), 

1 

daes 

1  n  =  0 

oder  da 

log  (1  -  g*^  +  ^  i'"""^)  und  log  (1  -  ä'^»  +  *  e-^'^*^) 
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für  reelle  Werthc  von  w  sich  in  Potenzreihen  nach 

2inw 

e 
entwickeln  lassen,  weil 

ist; 

log  ^,  («0  =  log  fta  -  r)  -  2  2  2 '-5^'",^^^^^ 

l  n  =  0  m  =  l 

sein;  da  aber  die  reellen  Werthe  von  w  in  der  Fundamentalaclise 
liegen,  und  i^^  (w)  die  reelle  Periode  1  hat,  so  wird  der  Parallelraum, 
welcher  nach  der  elften  Vorlesung  der  Bereich  für  die  Geltung  der 
Fourrier  sehen  Entwicklung  ist,  einerseits  der  reellen  Achse,  der 
Poriodenrichtung,  parallel  sein  müssen,  andererseits,  weil  die  reelle 
Achse  in  ihm  liegen  muss,  begränzt  sein  durch  die  beiden  zur  reellen 
Achse  parallelen  Linien,  welche  durch  die  nächsten  Unstetigkeits-  oder 
Violdoutigkeitspunkte  von  log  ^^  (fr)  gehen,  also  durch  die  nächsten 
Nullpunkte  von  O'q  {ic)  d.  h.  durch 

wi  -f-  ^T  und  m  —  Jr, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  die 
sammtlich  in  denselben  beiden  Parallelen  zur  Fundamentalachse  liegen, 
und  in  diesem  Boreiche  ist  die  obige  Reihe,  weil  aus  der  Maclaurin- 
schen  Entwicklung  entstanden,  unbedingt  convergent,  so  dass  durch 
l  mkehrung  der  Summationsordnung 


m:=x 


.M.  .  log  ,%  ,.r)  =  log  [JkI  -  r)  -  2  ^-^-^-T^*y  *)• 

Genau  eWnso  ergiebt  sich 
,;x>^  log  tr  je    =  log  ll(l^q    '  ""      -^       ~mXl^^) 

v:h^  .    log  {>,  ,fr   =  log  {  2  /  'i  JJn  -  ./■)  I  +  log 


cos  JTW 


O 


1^—  r^*  q'^  cotSwyir 


*  ).<  InMari  kaum  lier  Erwähnung,  dass  man  aus  der  Entwicklung  von 
;*,  '.  -.niiorV.alb  dos^  ober.  r.:.hor  Ivreichneien  Bereiches  die  Entwicklungen  für 
»l*.o  uw  jT.uwo  Y;oif;KV.o  ^v^r.  t  von  eir. Ander  abstehenden  Paz«llelräume  wird  her- 
\c\\c\\  k.'^r.r.on.  -.ndcxn  ir-ar  r.ur  k  =^  ''t  -{-  fc'  zu  setzen  nnd  m  beachten  braacht, 
ortNS  Kv  *^  V*  **-*•  ^•^*"  G'ti^hunc  .M  entwickeln  Vkatt,  da  ir*  innerhalb  jenet 
r.r.rtV.o'r.v,r.v,r#  V.Ojju  uv.*:  vl.vs^*  i^.-  .'"  —  ""t"  sich  nach  der  Snbetitutionstabelle  wieder 
\;\nr.\tt<r;:ir  .v.irv-  i^.  '  A.:*änick:.  «:r  fuhrfa  in  der  nächsten  Torlesung  fir 
su\  i»;.\  t.  r.r.;^  so.xhc  >.;l >r::ut:v -  i y.i^turü^  durch;  für  die  anderen  drei 
I»  r^in^lior.ov,  >'.:*,l  .v.c  rATA'-c>Ä.:r.-.f  .'.ur;h  deren  Xnllwerthe  bestimmt,  wem 
>,M>   doi.  >\i.?vr»*r.    .\*t  -  v.r.;  sir  t •■    aroMehen  wird,   deren  NuUwerthe  auf 
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(57)      log  »,  («;)  =  log  {  ^2  ;  ^fe-y*   S^'~ }  +  ^""S  sin  ^w 

^  S^  T     cos  2mnw 

Es  mag  endlich  noch  zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  eine  für  das 
zweite  logarithmische  Differenzial  der  d'-Function  bestehende  Relation 
hergeleitet  werden,  die  später  der  Behandlung  der  zweiten  und  dritten 
elliptischen  Normalintegrale  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Geht  man  von  der  in  der  obigen  Tabelle  enthaltenen  Additions- 
formel aas 

(58)     V  ^0  (t*  +  v)  #0  0*  -v)  =  ^o  (i^y  ^0  W  -  »1  W  ^1  W, 
80  giebt  die  Entwicklung  der  linken  Seite  nach  steigenden  Potenzen 
▼on  V,  wie  leicht  zu  sehen 

V  ^0  («)^  +  V  ["-t^^  *.  («)  -  C-^^)']  v^  +  --- 

oder 

Die  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (48)  liefert  jedoch^  da 

ist, 

and  die  Identificirung  der  Goefficienten  von  t;^  auf  beiden  Seiten  er- 
gebt somit 

oder 

/*iQ\  <p  log  »B  («)  _  V.  _  /^/y  »,  (tt)' 

^^^'     du«  *„        \V   »oW' 

Genau  ebenso  leitet  man  aus  den  Ädditionsfonneln 

(60)  *o*  ^1  («  +  f)  *i  («-»)  =  *,  (m)2  *o  (vy  -  »0  («)'  *i  (vy, 

(61)  V  *2  («  +  f)  *2  («  -  ^)  =  *2  («)'  ^0  (vy  -  *a  («)'  *i  (vy, 

(62)  V  *3  («  +  f)  *3  («-«)  =  *»  {uy  *„  (r)'  -  *,  («)'  ^1  {vy, 

die  der  Gleichung  (49)  analogen  Beziehungen  ab 

/«a^  *Ü2£*iM  _  ?»"  _  (^^  ^q  (")' 

v**^^     du«        ~~  «►„       Wo-'  *,  (u)«' 

rtiA\  d«  log  »,  (u)  _  V  _  /*/V  ^»  ^">* 

^"*/      du*         ~  »0        Wo''    *t(»)" 

/4tK\  d«  log  »,  (u)  _K_  /i/V  »t  (««)' 

^**''''     du*         ~  »0        Wo/    *,(u)'' 


Neunzehnte  Vorlesung. 

Entwicklung  der  Eigenschaften  der  elliptischen  Funotionen, 
die   verschiedene   Darstellung   dieser   und   der    allgemeinen 

doppelt  periodischen  Functionen. 

Nachdem  Avir  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  vier  d'-Fanc- 
iioiieii  kennen  gelernt^  wird  es  leicht  sein,  die  Eigenschaften  der 
doppolt  periodischen  Functionen  zu  ermittehi,  welchen  die  d*- Func- 
tionen ihre  Eusiehung  geben. 

Die  Function,  von  der  wir  bei  unserer  Betrachtung  ausgingeni 
war  die  sin  oiu  h\  welche  mit  den  ^-Functionen  durch  die  Gleichung 


in 


,  '•(';) 


sm  am  *r  =  -       ^   . 


verbunden  war,  worin 

ist«  und  von  der  Elemeutarperioden 

Sl  und  Ä' 

waren. '"^ 

Mau  sieht  aWr  femer  leicht  aus  der  in  der  letzten  Vorlesung 
aut'gostoltten    v>ub$titutionstabeIle   der   &- Functionen,    dass   jeder  ^- 

v^uotiont 

eine  dv^pjvii  {vr:vxi:>obo  Kuuciion  ist  **  .  und  wir  wählen  Ton  allen 
dit>$en  au^^T  don;  uurxh  die  siu  am  ir  gegebenen  noch  die  beiden 
:>Ii:\?Mder. 


.*  ,.-  j 


X\it   >3    **■.-■     O      •**••'    '-^Tift^    '•*»■*    j. ■*ij'  'l;— ^'j    ^^ 


esupeis^aen  toh  sm  am  %r 


worden,  in  dem 
xwiimil  amuBint^ 
sebsefanten  Tor- 


«  hiniuiretende  Ex- 

dOB 
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durch  welche  drei  Quotienten  sich  offenbar  alle  anderen  wieder  als 
Quotienten  darstellen  lassen. 

Es  ist  aus  der  Substitutionstabelle  leicht  zu  sehen,  dass  die  in 
der  ganzen  u;- Ebene  eindeutige  Function 


<-^) 


die   Perioden  Sl  und  ^  -}~  ^'  ^^^y  indem  dann  d&s  Argument  der 

^-Function  um  2  und  1  +  r  zunimmt.  Aber  wir  werden  nicht  diesen 
'O'-Quotienten  selbst  als  neue  doppelt  periodische  Function  einführen, 
sondern  den  mit  einer  bestimmten  Gonstanten  multiplicirten.  Setzt 
inan  nämlich  in  die  in  der  Zusammenstellung  der  letzten  Vorlesung 
enthaltene  Additionsformel 

=  ^0  00  ^0  (W)  ^2  (V)  ^2  (V)  -  "^1  00  ^I  («)  ^3  M  ^3  (^) 
t7   =1  0,    SO   folgt 

oder  wenn  fQr  m 

2w 

jä" 

gesetzt  wird,  v 


,»  *»(¥)        -       *,'  *•(¥) 


''-.c^y  '  "*'-o(¥)' 


A.  1        xa    V»  =  1  —  Ä V  — .,    V«  =  1  —  sin^  am  w. 


and  man  definirt  deshalb  als  neue  doppelt  periodische  gerade  Function 

^0  ^•(¥) 


cos  am  u;  = 


"•  *.(¥)' 


oder  weil 

(3) A-J 


> 


^vro  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  durch  die  eindeutigen  'd'- Functio- 
nen fest  definirt  ist,  und  cos  am  w  mit  sin  am  w  durch  die  Gleichung 
verknüpft  ist 


394 
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(5) cos^  am  «;  =  1  —  sin^  am  w . 

Gehen  wir  ferner  zur  Aufstellung  der  dritten  elliptischen  Func- 
tion von  der  Additionsformel 

=  ^0  W  ^ü  W  ^3  W  ^3  (^)  —  ^1  W  ^1  («)  ^2  (^)  ^2  W 

aus,  welche  für  t;  =  0  in 

»o'  »3  («)'  =  *3'  *0  («)'  -  *2'  »l  («)' 

oder  in 


j 


^ 
& 


k^  sin^  am  f(; 


2  «7 


übergeht;  wenn  wieder  -^  statt  u  gesetzt  wird,  so  ist,  wenn  man 


z/  am  w;  = 


^. 


^r 


oder 


© 


(6) 


^  am  M?  =  ^/^ 


setzt,  jd  am  w  ebenfalls  eine  in  .der  ganzen  Ebene  eindeutige  und 
gerade  Function  von  w,  welche,  wie  wieder  aus  der  Substitutions- 
tabelle ersichtlich  ist,  die  Perioden  —  und  2  Sl'  hat  und  mit  sin  am  w 

durch  die  Beziehung  verbunden  ist 

(7) ^2  am  «;  =5  1  —  k^  sin^  am  w. 

Dass  die  Periodenpaare  sowie 

für  sin  am  te;      Sl  und  Sl% 
auch 

für  cos  am  w;      Sl  und  ~  +  Ä', 

2' 

Fig.  61. 


für  ^  am  w 


2 

und  2  Sl' 


Elementarperioden  sind,   folgt  unmittelbar  aus  den  durch  die  Glei- 
chungen (5)  und  (7)  gegebenen  Beziehungen  zwischen  den  drei  ellip- 
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tischen  Fiiuctionen  und  aus  dem  Anblick  der  durch  jene  Periodeii 
(lefiiiirten  Periodenparallelogranime ,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
sin'  am  w  in  dem  von  £1  und  il'  gebildeten  Parallelogramme  jeden 
Werth  viermal  annimmt,  und  daher  für  cos'  am  w  und  zf*  am  w  in 
ihren  Parallelogrammen  dasselbe  stattfinden  wird,  cos  am  tv  und 
J  am  w  daher  selbst  jeden  Werth  nur  zweimal  annehmen. 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  den  drei  elliptischen  Functio- 
nen lässt  sich  durch  Entwicklung  der  DilVerentialquotieuten  derselben  ' 
herleiten.     Aus  der  Differentialgleichung 

Ton  welcher 

.E  ^  sin  am  w 
die  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  LSsung  war,  folgt 
j'"-*-  «=  j/|l  —  sin*  am  w)  (\  —  k'  sin'  am  h')  =  ^'  coa'  am  w  .  ^^  &m 

80  dass  sich 

'    d  Bin  um  u^  ,  , 

-  -    -  -      =  +  cos  am  M' .  ^  am  w 

ergiebt.     Da  ntin  aber  sowohl 


»Is  Oifferentialquotient  einer  eindeutigen  Function  als  auch 

cos  am  w,    /i  am  w 
eindeutige  Functionen  von  h.'  sind,  und  für  «;  =  (I 

,  ausserdem  uuch   den  Definitionsgleichungen  von  cos  am  (f  und 
\^  am  tc 

cos  am  0  =  J  aui  0  =  I 

t,  so  würden  die  beiden  Seiten  der  obigen  Gleichung  fCr  w  =  0 
susammcn fallen,  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  das  positive  Zeichen 
gelten  lassen,  und  da  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  ausserdem  von 
indeutigen  Functionen  gebildet  werden,  so  wird  eine  Üebereinatim- 
gnoug  beider  Seiten  für  alle  «'  stattfinden  müssen,  wenn  wir  das 
positive  Speichen  beibehalten,  und  somit  die  Gleichung  folgen 

^ß ) '°^''' —  ^  cos  am  w  .  ji  wca  ic . 

Daraos  ergeben  sich   aber  die  Differentialquotienten   der   beiden  an- 
Icren  Functionen  unmittelbar;  denn  durch  Differentiation  von 

sin'  am  w  -|-  cos-  am  (*■  =  1 
urgicbt  sich 

sin  am  w  -  "^-'''— *?  -|-  cos  am  w  '--  j\        =  ** 
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oder  mit  Benutzung  von  (8) 

OB  a 
dw 


/rk\  d  COS  am  w  .  ^ 

(9) — T =  —  sm  am  w  ^  am  «?, 


und  endlich  aus 

z/'  am  e(?  4"  Ä'  sin^  am  «<;  =  1 

die  Gleichung 

.  dd  am  M?     I     7  9    *  <f  sin  am  w        cv 

^  a.mtv  '  — T h  Ä^  sm  am  w ^ =  0 

dw         '  af^ 

oder 

/M/\\  dd  am  M?  7  0    • 

(10) — ^- =  —  «^  sm  am  w;  cos  am  tc . 

Bevor  wir  auf  die  analytische  Entwicklung  dieser  drei  elliptischen 
Functionen  näher  eingehen,  wollen  wir  die  für  die  Summe  zweier 
Argumente  geltenden  Additionstheoreme  aufstellen  und  gehen  zu  dem 
Zwecke  von  den  in  der  obigen  Zusammenstellung  enthaltenen  Addi- 
tionsformeln der  'ö'-Functionen  aus 

(11) -^2  ^3  "^1  (w  +  ^)  -^0  («*  —  v) 

=  "^1  (^0  ^0  («0  ^2  W  ^3  W  +  ^2  W  ^3  W  ^0  W  ^l  W, 
(12) -^0  -^2  ^2  (W  +  V)  ^0  (W  —  V) 

=  '^0  W  ^2  W  ^0  W  ^2  W  -  -^1  (U)  ^3  (U)  ^,  (V)  ^3  (t;), 
(13) '^0'^3^3(w  +  t^)^0(w-v) 

=  '^0  W  ^3  W  ^0  (^)  ^3  00  -  ^1  W  ^2  W  ^1  W  ^2  W) 

(14) '^o^o^o(^  +  v)^o(^~t') 

=  «^0  («*)  ^0  (w)  ^0  (t^)  ^0  {^)  -  -^1  («^)  ^1  (w)  ^1  (t')  ^l  (t^)- 
Dividirt  man  nämlich   (11)  durch   (14),    so  ergiebt  sich,  wenn 
zugleich  statt  ti  und  v 

->^    und     -^- 
gesetzt  wird, 

!^(_i)  !^)  !^)  ^  »^)  f^)  »M 
..  .4,  ^(3^)  _  ».(¥)  >.(¥)  *-(^)    *•©  *-(t)  O 

».  ».  ».(?(M,.J)  '.g)  *.(f)  ».(^)  ».(f) 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichungen 
sm  am  ^^  =  :^  — —r-^  ,      cosam  w  =  y  j^  — j^—^r  ,     ^  am  m?  =  l/fc,  — — - 

wie  leicht  zu  sehen,  die  folgende 

/ic-N      •  /IN        sin  am  u  cos  am  r  z/ am  t7  4- sin  &Q1  ^  cos  am  u  ^  am  tt 

(15)   sm  am  (m  +  v)  = j,  •  .     ^-s ^=-r 

^     '^  "^      '      /  1  —  k*  sm*  am  u  sin*  am  v  ' 

oder 


IC 


Geuau   ebenso   liefert  die  Division  von  1^12)  uud  (14),  (13)  und 
i)  die  beiden  Additioastbeoreme  ffir  die  coa  am  u>  und  ^  am  w 

)   coa  am  [U  +  r)  =  *^  ?•"  "  '^?''  ^""-^  ^^-^V^Y^n^ni  r  *"  ~  "  *^. 


^). 


Entwickiiing  der  Eigenschiiftea  der  elliptischen  Piinctionen  e 


a(«  +  «)  = 


dv 


i8  lUD  U      d  CO!  Ol 


.(«  +  .) 


-  it'  sin*  am  u  itu'  am  e 


^.„. 

- 

1 
1^ 

dJamu 

d^am 

* 

1  -i' 

in 

'an 

1  H  sin»  am 

o 

)  4:fam(M  +  t')— - 


')  .    <4  am  (ii  +  r)  = 

I  erkennt  hieraus,  daas  sich  die  drei  elliptlscben  Functionen  für 

Snmme   zweier  Argamente    rational  durch   alle   drei   Functionen 

die  einzelneu  Argumente  oder  durch  dieselben  Functionen  nebst 

m  Ableitungeu    uach   beiden  Argumenten  ausdrucken   lassen   und 

m  schon  daraus  scLIiesseii,   dass  dasselbe  l'iir  die  drei  elliptischen 

nctioneu  von  der  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  von  Argumenten 

ttfinden  wird.    Doch  ist  eine  geaetzmässige  Form  für  das  Additions- 

orem  der  elliptischen  Functionen  einer  Sutflme  von  einer  beliebigen 

uhl   von  Argumenten   so   nicht  unmittelbar  zu  orkennen,   und  es 

d   «at  in  einer  der  nächsten  Vorlesungen   sowohl   die   Form   wie 

Bedeutung  dieses  Satzes  für  die  Integralrechnung  durch  Entwick- 

g  des  Abel'schen  Theorems  festgestellt  werden  kSmieu. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle   noch   eine  Zusammenstellung  von 

ig  gebrauchten  Formehi  für  die  Vermehrung  des  Argumentes  der 

i  eltiptiachen  Functionen  um  gewisse  Periodentheile  beifügen,  welche 

nmittelbar  aus  der  obigen  Hubstitutionstabelle   oder  dem  eben 

fgestellten  Additionstheorem  der  drei  Functionen  hergeleitet  werden 

.    Sie  lauten 


sin  ara  (m'  +  ß)  =  sin  am  w, 

CM  am  («.'  +  Ä)  ^  cos  am  u- , 

^  am  ((c  +  Ä)  =  ^  azn  «■, 

sin  am  H  =  0, 

coa  am  i3  :=  1 , 

^  am  ß  =  1 , 


diu  am  \iv  i  -j  )  ^  —  B'u  1 
cos  am  («'  +  ^)  =-  —  cos  I 

z/  am  («'  +      )  =  z/  am  B 

ain  am  V  =  IJ. 
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(19) 


< 


sin  am  (tv  ^j^  2  «^0  =  sin  am  w, 

cos  am  (w  +  2  £1')  =  cos  am  w, 

J  am  {iv  +  2  Ä')  =  ^  am  ?^7, 

sin  am  2  Ä'  =  0, 

cos  am  2ä'=  1, 

^  am  2  Ä'  =  1 , 

sin  am  (^«^  +  »^  i  2«^')  =  sin  am  w^ 


sin  am  {w  +  ß')  =  sin  am  *r, 
cos  am  {\o  +  ß')  =*  —  cos  am  w 

z:/  am  (w  +  ß')  «=  —  -^  am  ?r, 
sin  am  ß'  =  0, 
cos  am  Ä'  =  —  1 , 

^amß'=  — 1; 


(20) 


sm 


2 
2 


cos  am  ir. 


(21) 


in  am  («^  +  y  +  ß')  =  —  sin  am  i 

cos  am  (w;  +  ß  +  2ß')  =  cos  am  w,    cos  ani  (w;  +  ■—  +  "^O 
^  am  (?i?  +  ß  +  2ß')  =  /l  am  w;, 

sinam(ß  +  2ß')  =  0, 

cos  am  (ß  4:2ß')  =  1, 

^am(ß  +  2ß')  =  1; 

.    .            /       I     lAX          I     cos  am  w 
sm  am  ( w  +  ,  )  =  H — ^ , 

(I     i2\        -,-  ^'|  sin  am  f(7 
«i;  +  4  /  =  + 

^  am  (i(;  +  .  )  = 


4  /  '       z/  am  w    ' 

z/  aw  w   ^ ' 


^  am  (?<7  +  y  +  ß')  =  —  z/  am  i 
sinam(f +ß')-=0, 
cos  am  ( y  +  ß')  =  1 , 
^am(f +ß')  =  — 1; 

sin  am  (w  +  -^)  =  r-- > 

\     —    2  /         a:  Bin  am  tr  ' 

cos  am  («;  +  f )  =  +  f  ^»«  '^ 

\     —    2/  »     A;  sin  am  tr 

^  am  (m;  +  -g-)  =  -F 


i  cos  am  ff 


siu  am  tr 


sm  am 


4 


h 


cos  am  :  ==  0, 

4  ' 


sm  am  —  =  <x> , 
cos  am  -g-  =  <x> , 
^  am  —  =  <x>, 


(22) 


^  am  '-  =  Äj , 

m  am  \tv  +  -.  +  --- j  =  ^ , 

\      I     4^1-2/        A;coBamu7' 


sm 


cos  am 


jd  am  w 


4 

4 


tÄ^i 


\       I     4  »j_   2  /  "^  Ä  COS  am  «7  ' 

.         ^       I     «ß    I     ^'\  I    •'^'i  sin  am  w 

V  I     4-1-2/        -^     cosamti?' 

«ß    I    «^'\ zf  am«? 

4—   2/  Ärcosamto' 

V  4  _!_   2  /        -^  *  cos  am  w  ' 

A         t  Sl    ^     9!\         ,    iA^i  sin  am  ti7 

z^  am  (i^  --  +  -;  =  + 


sm  am 
cos 


cos  am  \o    ^ 


sm  am  (^--  ±-^)=  -^ , 

cos  am  (^  + -g-;  =  + -j^S 
z/am(-  + --)  =  0. 


'^)  wo  die  Grössen  A;  und  ki  durch  die  Ausdrücke  bestimmt  sind 


k 


Q^ 
».^' 


h  = 


^3« 
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Nach  Ermittelung  der  wesentlichsteu  Eigenschaften  der  drei 
elliptischen  Functionen  wollen  wir  uns  mit  der  analytischen  Darstel- 
lang  derselben  in  Form  von  unendlichen  Producten,  Partialbrüchen 
and  unendlichen  Reihen  beschäftigen ,  und  werden  in  der  ersteren 
Form  aus  den  in  der  letzten  Vorlesung  aufgestellten  Productentwick- 
lungen  der  vier  -9"- Functionen  für  die  elliptischen  Functionen  als 
Quotienten  der  d'  die  nachfolgende  Darstellung  erhalten 


11    11  V        wfl  +  2nÄV 


(23)  ...    sin  am  «;  = ^ 


7J     fnfft 2u; \ 

11    11  \         wiß  +  (2n4-l)ß/ 

Sl 1 0 


_*_      /  .     ,   2«fO\ 

1      \  8in*n«T/ 


- —  sm  — Tj—  _ 


_»_   /  sin*  —zr-       \ 

t\L Ä — ) 

W         8in«(2n  +  l)  Y/ 


Ö    f^L VP. \ 

(24)  .  .  .    cos  am  «;  <= — ''    


2x10 
cos 


Vi  ii  C  ~  «Ä+ (2^+1)0-) 


|5"(l-2  8»-  +  »coBi^  +  54,  +  2)      JJd  +  ^'f 


t   ^^^ 


Hi.-Z:^ 


2nu)  i    \  C08*nwt 

cos  -75 ^- 

Sl  .  ,2nto 


«     /  sin*  —ß-        \ 

^0-*   V  sin«  (2n  +  J)  ^/ 


(25)  ...    ^  am  u; 


ll     11    V         (m  +  4)a  +  (2fi+l)ß'/ 


11    \  wfl  +  (2n+l)a'/ 


—  »—  1     —  fl 
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0 _o 


0  0 

2nw 


CO       /  Bin'  — z^~        \ 

TJ(i ^ — ) 

^0^   \  c08M2n  +  l)-"-/ 

8in*  — ^^        \ 
1  _  .A ) 

8in«(2n+l)-|^/ 


Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Entwicklung  der  drei  elliptischen 
Functionen  in  Partialbrüche,  indem  wir  von  der  in  der  siebenten 
Vorlesung  gefundenen  Beziehung 

ausgehen,  in  welcher  a^,  a^j  .  .  •  a*  alle  von  der  Curve  c  einge- 
schlossenen ünstetigkeitspunkte  der  Function  f{w)  waren,  und  be- 
rücksichtigen, dass,  wenn  wir 

f(w)  =  sin  am  t(?, 

setzen,  alle  Werthe,  für  welche  diese  Function  unendlich  wird,  in 
der  Form  enthalten  sind 

wie  man  aus  der  Substitutionstabelle  oder  auch  aus  dem  vorher  auf- 
gestellten Productausdrucke  unmittelbar  ersehen  kann. 

Fasst  man  zuerst  als  6?- Curve  ein  Parallelogramm  auf,  dessen 
Seiten   den  Periodenrichtungen   parallel  sind,   und  von  denen   zwei 

gleich  weit  über    -    und  —  --  nach  rechts  und  links  hinausliegen, 

die  beiden  andern  gleich  weit  über  —  und  unter rr-,  hält  die  beiden 

letzten  Parallelen  bei  und  lässt  die  beiden  erstem  zur  Erweiterung 
der  Curve  c  sich  symmetrisch  parallel  bis  ---  und  -7- "ö~;      0     ^^^^ 

3  ß 

u.  s.  w.,    in  ähnlicher  Art,    wie  dies  schon  früher   bei   der 

Productentwicklung  der  -^'-Functionen  besprochen  war,  bewegen,  dann 
wird  in  der  obigen  Integralgleichung  («)  eine  ganz  bestimmte  Reihen- 
folge für  die  um  die  einzelnen  Ünstetigkeitspunkte  genommenen  In- 
tegrale festgesetzt;  lässt  man  nun  ferner  die  beiden  ersten  festgebal- 
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tenen  Parallelen  sich  auch  jetzt  parallel  symmetrisch  so  fortbewegcD, 

dass  sie  gleich  weit  über  and  unter  -—  -  und  —        ,  und 

u.  s.  w.  rücken,  so  wird,  wenn  wir  den  Umfang  des  so  erhaltenen 
unendlichen  Parallelogramms  mit  C  bezeichnen ,  sich  aus  der  obigen 
Gleichung  die  folgende  ergeben 

(p)  .  .   Sin  am  ic  =  - — .  /  -  *-         «^  +  b  -^   >^.'*  ^T  I  —7 ^'^• 

e/  —  r— 1— ii«/ 

Was  nun  das  erste  Integral  angeht,  welches  über  jenes  unend- 
liche Parallelogramm  genommen  ist,  so  ist  soviel  zu  sehen ,<^  dass 
sin  am  t  auf  dem  Integrationswege  stets  endlich  ist,  und  wenn  man 
daher  für  unendlich  grosse  t 


rji«_?'?A  dt=l'^''-p^-  dt  (1  +  ;.  +  i^  -)- . . .) 


<n  {(^ 


/*8inanit     ,,    ,         f^smamt     ■,.    ,       o  /'ein  am  ^    ,,    , 
=  I ^ dt  +  ^(J     -t, dt  +  n-J ^3 (]f  +  . 

setzt,  so  ist  aus  Früherem  ersichtlich,  dass,  wenn  k  >  1  ist, 

mod J«»-- '  dt  =  0 

wird,  und  dass  somit 

/•  sin  am  t     j. /  *  sin  am  t    , . 

ist;  der  Werth  dieses  Integrales  muss  jedoch  nothwendig  verschwin- 
den, weil 

sin  am  t 

t  "^ 

eine  gerade  Function  ist,  und  somit  in  zwei  zum  Mittelpunkt  sym- 
metrischen Punkten  der  Werth  der  Function  unter  dem  Integral  der- 
selbe isty  während  in  entgegengesetzter  Richtung  iutegrirt  wird,  und 
es  folgt  somit  aus  (ß) 

1      ^sT*   ^i      /•  sin  a,m  t     , . 

iy) 8inamt(;  =  .,^.^»^m  /    fz.,,dt, 

(,«^  +  (2«4-i)^;') 

oder,  da  sin  am  t  in  dem  betreffenden  Punkte  nur  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  ist^  und  somit,  wenn  jener  Punkt  mit  «  bezeichnet 
wird,  «in 

K5nitffb«rger,  eUSpt.  Funct.  *20 


402  Neunzehnte  Vorleaung. 

/sin  am  t     , . /•sin  am  t  dt 

t  —  w  I      w  —  a  t  —  cc 

J  tu  —  a 


(«)  (a) 


= I  sin  am  t dt  —  -. rz  / sin  am  tit  —  d)di-\-"' 

alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten  verschwinden ;  auch 

{S)  sin  am  M?  =  —  ^^"S'"* ÖT'' Ä'    A^na™^^^' 

£etzt  man  in  diesen  Ausdruck 

^=wf +  (2n+l)f' +  r, 

so  wird  jedes  der  Integrale  rechts  statt  ein  um  einen  Unstetigkeits- 
punkt  genommenes  um  den  Nullpunkt  zu  nehmen  sein^  und  es  wird 

I  sin  am  t  dt  =  l  sin  am  \ni  v  +  (^  ^  "f"  ^)   o   +  v  ^^^ 

werden.     Da  aber 

sin  am  (m  -    +  (2  «  +  1)   -  +  t) 

=  (-  1)"  sin  am  ((2  w  +  1)  ^  +  r)  =  -i^^"-,. 
V         ^  \^  '      >'   2     '      /         A;  am  am  t 

ist;  wie  man  unmittelbar  aus  der  Substitutionstabelle  der  O*- Func- 
tionen ersehen  kann,  so  geht  (d)  in 

4-»'     4-/*  ^ 

über.  Da  aber  sin  am  f  für  ^'  =  0  von  der  ersten  Ordnung  Null  ist, 
so  wird  der  reciproke  Werth  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  sein, 
und  die  Entwicklung  von 

Sin  am  t  ^     '       "    '       »       ' 

sein^  und  daher^  da  das  um  den  Nullpunkt  genommene  Integral,  wie 
aus  (a)  hervorgeht;  so  durchl&ufen  wird,  dass  man  die  äussere  Fläche 
zur  Linken  hat,  und  desshalb 


Ajf'  =  -2;ri,    jf^df^ 


0 


ist,  der  Ausdruck  (f)  in  den  folgenden  übergehen 

-f-y     4-/i 
(26)  ...     sin  am  w  =  {^^zl'" ^— " 
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'welcher  eine  Darstellung  der  sin  am  tv  als  unendliche  Doppelsumme 
liefert. 

Um  diese  Doppelsumme  in  eine  einfache  unendliche  Summe  zu 
verwandeln,  setzen  wir  sin  am  w  in  die  Form 


sm  am  w  =     ^  ^  n     7  m  -- 

—  v—\    —  fl 


^.  ^, (r»)"' 

2  W  ,^  ..vT 


^-(2«+l)--m 
und  da  bekanntlich 


Bin  z  n        jLmi      z  —  m 
—  M 


z  —  m 
ist,  SO  erhalten  wir  für  sin  am  w  die  einfache  unendliche  Summe 

2 


sm  am  U7  =-  ^ 


5  ^ t 

:^i8m(^   ^-—  (2n+l)-) 


welche,  weil  je  zwei  aufeinanderfolgende  zusammengefasst  den  Sum- 
manden 

^ + ' 

4  Bin  \^-^^J  cos  (2  n  +  1 )     - 
COB  2  (2  n  +  1 )       —  008  — =— 

liefern,  auch  die  Uestalt  annimmt 

o  «         "J^  co8(2n+l)— - 


(27)    •  8in  am  w  =  -^^.  sin  -  ^    2j 


n  =  0    cos  2  (2  n  +  1)  — COB         - 


oder  da 

2ii  +  l 


q    «        =  co8(2n+ l)"^  +  t8in(2n+ 1)^, 

q-  *"«"'  =  cos  (2  n  +  1)  ^  -  i  sin  (2  «  +  1 )  'J, 
also 

2ii4-l  2n-fl 


nnil   ebenso 


cos(2„  +  l)»;=^-'--±/--- 


2»-fl  -(24  +  1) 

cos2(2n  +  l)^  =  «         +^ 


2 

ist, 

(28;     8m  am  ,.  =  ^,- sm    si   Z  \Z^^:^;,,^^^  +  ^n+n 


Sl 


*)  wie  man  leicht  durch  Anwendung  der  soeben  für  die  sin  am  fr  gebrauchten 
Methode  auf  Gleichung  (a)  findet,  wenn  dort  f{tD)  = gesetzt  wird. 


sin  tp 

2G* 
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wonn 


,*  = 


rtti 


ZU  setzen  ist. 

Genau  ebenso  erhält  man 

(29)    cos  am  w  =  —  ^*( —  l)"^,' 


—  r  — 1 


»n  .    _ 
-A«-!      fr 


»n 


Ä' 


4-1- 
-  r  — 1 


2 


-(2W  +  0   , 


/:i2 


»1=00 

cos     ^     ^, 


XT 


(-ir8in{2n  +  l)- 


C08 


«  =  o  COS  2(2n+ 1)    - — CO« -^ 

^  ,-^0  1  -  2  ,»-+>  cos  i^*?  +  r  <"+'*' 


a 


(30) 


und 

,     z/  am  w  =  —  i  ^n  ( —  1)' 


-hr 


'i 


1 


Ul 


—  V 


Ji     ir  —  »»  -    —  (2  n  +  1)  — 


=  -TS(-i)"-t(T-(2«  +  i)V) 


4-» 
i  2Äi    .     2  7rfr    ^TT 

=  1_.    _sm-^-2,-    vr 

"''     sin  (2n  + 1)  — r- Bin 

2 


Ä 


(rjr 

/2xic  '    I 


(—  l)"cot(2n  +  1) 


nx 


^  _     8wt    .    .,  2irtr    ^7  ^ 

—  »  —     Ä    S*^*     a     ^      -  -  ,  ".Vir"  4i~^ 

«  =0  cos  2  (2  n  +  1)    -    —  cos    - 

=  1 -«  ^^"  c;.,2  ?_!L«£  S^  \i  — a**  +  »/ 


.» 


sni' 


Ä"^ 


w'^)  1  —  20*"  +  ^ 


cos 


Anw 


+  g2<s»  +  n 


Wir  stellen  endlieh  noch  die  Fourrier'schen  ReiheneDtwicklan- 
gen  der  drei  elliptischen  Functionen  auf;  indem  wir  von  dem  in  der 
elften  Vorlesung  entwickelten  Satze  ausgehen^  dass  jede  iu  der  gan- 
zen Ebene  eindeutige  Function  mit  der  einen  Periode  Sl  sich  nur 
auf  eine  Weise  in  eine  Reihe  von  der  Form 


f[w)  =  A,  +  A,e  -ß    +A.,r.  -ß    + 


Ainw 


'Ji  nir 


4  i  Tttr 


4-71.-1C      ^^    +  A...e      -J^  '+  .  .  . 

entwickeln   Hlsst;  in  welcher  die  Coefficienten  durch   bestimmte  In- 
tegrale gewisser  Gestalt  darstellbar  sind,  und  die  innerhalb  eines  vou 
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fei  zu  der  i^- Richtung  durch  nächst  gelegene  Unstetigkeitspunkte 
^zogenen  Parallelen  gebildeten  Raumes  couvergent  ist;  so  dass  von 
irallelraum  zu  Parallelraum  die  Form  der  Reihe  dieselbe  bleibt^  und 
ir  die  Werthe  der  Coefficienten  sich  ändern.    Hiemach  wird  also 

2  Jt  i  tr  A  n  i  w 

sin  am  w  =  -4„  +  Ay^e  ^-    +  A^c  ^  "V  '  '  ' 

2  7t  i  in  A  nivD 

id  wenn  man  beriic]^sichtigt;   dass  sin  am  w  eine  ungerade  Func- 

DU  ist, 

Ä A 

-/i/u  —  XI —  in, 

in;  zieht  man  ferner  in  Betracht,  dass 

sin  am  («;  +  o  )  "^  —  ^^"  ^"^  ^^ 
t,  so  folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  dass 

^0  =  ^2  =  ^4  =  ^6  =  •  •  •  =  0 
\j  und  man  erhält  somit  als  vereinfachte  Form  der  obigen  Reihe 

sin  am  fr  =f=  ^  ^2m-hi  \e  ^^  —  e      ^^  /  • 

7/1  =  0 

Die  Darstellung  der  Coefficienten  durch  bestimmte  Integrale  wird 
geschehen  können,  dass  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

2niw..      ,  ,- 

e  " 
iltipliciren  und  zwischen  den  Gränzen  —  '-  und  +  o   geradlinig 

egriren;  es  ist  dann  unmittelbar  zu  sehen'*'),  dass  auf  der  rechten 
ite  alle  Integrale  verschwinden  mit  Ausnahme  von 

•^2  2 

-ife      ^      ^        .  e  ^^      ^       dw  =  —  A^u  +  i  f  div  =  —  A^ft  +  i  Sl , 

2  2 

m 

dass  sich 


0  da 

^  2 


/►  2niyo  ,^       ,    ,, 

sm  am  w  e  •*'  «( 


J  e     ^^      dw  =  0 
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ergiebt;  und  es  sich  jetzt  nur  noch  um  die  Ermittelung  des  Werthes 
dieses  bestimmten  Integrales  handeln  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  uns  dasselbe  als  ein  über  ein  be- 
stimmtes Parallelogramm  genommenes  geschlossenes  Integral  darstel- 
len, das  wir  dann  wieder  durch  die  Summe  derjenigen  Integrale  er- 
setzen wollen;  welche  über  die  innerhalb  dieses  Parallelogramms  ge- 
legenen Unstetigkeitspunkte  genommen  sind. 


o  ^o 

Zieht  mau  nämlich  eine  gerade  Linie  von  —  ~  bis  -j-  --   und 

unmittelbar  hinter  —  und  unmittelbar  vor  —  —  Parallelen  zur  Ä'- 

Richtung;  endlich  durch  Sl'  eine  Parallele  zur  i2-Richtung,  so  liegen 
in  dem  Parallelogramm  aba^h^  für  die  Function 

Sin  am  w  e  ^^ 
nur  die  beiden  Unstetigkeitspunkte 

._  und  y  +  -ä-, 

und  es  wird  das  geschlossene  Integral  über  dieses  Parallelogramm 
genommen  der  Summe  der  über  diese  beiden  Unstetigkeitspunkte  ge- 
nommenen Integrale  gleich  sein.    Lässt  man  die  Parallele  statt  durch 

Sl'  durch  2  Sl'  gehen,  so  treten  die  beiden  Unstetigkeitspunkte  — - 
und  y  -j — "—  hinzu  u.  s.  w.,  so  dasS;  wenn  die  Parallele  durch  nß' 
geht;  und  das  entsprechende  Parallelogramm  mit  P«  bezeichnet  wird, 

'•  2niw 

sm  am  tv  e  ^^  dw 

=  ^    \    I  sinam  WC  ^^  dw  -\-  1  Bin  s^m  we  ^  dw] 


ß 
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ist,  oder  weil 


sin  am  \iv  +  '  )  =  —  sin  am  w,     c       ^ 


2  rtiw 


2 "■■■"■■■  ■■'        ■  " 

also  diese  beiden  Fanctionen  um 

(2v-l)'^'    und     f  +  (2v-l)^ 

herum  för  entsprechende  Werthe  w  entgegengesetzte  Werthe  habeii, 


/' 


sin  am  i(;c  -^      '*        rf«<;  =  2  /^    /  sin  am  we  ^    '  rf?«;. 


Was  das  Integral  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  angeht, 
so  werden  sich  offenbar  die  über  die  zur  i^'- Richtung  parallelen  Sei- 
ten genommenen  Integrationen  zerstören,  da  die  Argumente  sich  um 
die  für  die  l^eiden  Functionen 

2  Ttiw 

—  • 

sin  am  w  und  c  ^^ 

bestehende  Periode  Sl  unterscheiden  und  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung integrirt  wird,  so  dass,  wenn  wir  die  durch  nSl'  gezogene,  zur 
i2-Bichtung  parallele  und  von  den  durch  a  und  h  gezogenen  Paral- 
lelen begränzte  Linie  mit  anin  bezeichnen,  die  obige  Gleichung  in 

J  sin  am  w  e  •'^  dtv  +  J  sm  am  we  ^^  d 


w 

2 


-j.     (2^4-1)   , 

sm  am  we  ^^  dw 


-  2  2  ß 


0— "f) 

übergeht  L^sst  man  nun  die  Linie  a»  hn  in's  Unendliche  rücken, 
ako  n  unendlich  gross  werden,  so  wird,  wenn  man  in  dem  zweiten 
Integral  der  linken  Seite 

gesetzt  denkt,  dasselbe  in 

^  2 


/smamfcc   •"  dw 


3 

8 


übergehen^  welcher  Ausdruck,  da  mod  g  <  1,  für  n  =  oo  verschwin- 
det, und  wir  erhalten  daher  aus  der  obigen  Gleichung 


2 
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/^  2  TT  im,,  .,  ^'--?        X»  2Ä/»r 

I  Sin  am  ?/;c  -^^  atv  =2  ^>      I  sin  am  we  •'-  cnr. 

Wenn  aber 

w  =  (21/  —  1)  ^  +  w' 

gesetzt  wird;  so  erhält  man  nach  einer  der  Gleichungen  (21) 

Sin  am  «i;^''^  dw  =  ,   q  ^     /        .  -- dw . 

k  -^  ^y         sm  am  lo  ' 

oder  da 


(«) 


sin  am  t(; 


r  =  ^^^  +  CIq  +  a^lO  -] . 


StTiio' 

^  ==1+  -  ö- (2/A+  1)  + 


i2 

und  daher 


/ 


Bin  am  w 
ist;  das  Resultat 


2  7riw'  ^      .   IX 

.—  dw'  =^  2ni 


/ 


Sin  am  wc  "  dw  =  -      q  *    , 


SO  dass  die  oben  gefundene  Gleichung  in 


/ 


4-^ 

7i  2  o*..„  «._,  ^«4-1 


- ''''■^•'rf„;=^f':  vV''-^''^'=^"-==i5j  JL  ' 


sni'dMiwe  aw=    .-  ^q 


k    ^  ^  k     i  ^  Q^f*  -fi 

2 

Übergeht. 

In  Folge  dessen  erhält  man  nach  dem  oben  gefundeneu  Ausdrucke 
für  den  Coefficienten  der  Fourrier 'sehen  Reihe 

^2/.  + 1  —  —  1^^  7z:^2|ir+ 1 ' 

und  als  Fourrier'sche  Reihenentwicklung  für  die  sin  am  w,  weil 

e  ii     —  e  ii    -_  2*  sm  (2m  +  1)    -^- 

ist,  die  folgende 


m=:  x> 


(31)       sm  am  it)  =    ^^-i  ^  T_-^«  HM  »in  (2»t  +  1)  -^-  , 


m  =  0 
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welclie   nach    den    oben    geraachten  Auseinandersetzungen   innerhalb 
des  von  den  beiden  zur  .^-Richtung  durch  die  beiden  nächst  gelegenen 

Unstetigkeitspunkte         und —   gezogenen    Parallelen    begränzten 

unendlichen  Raumes  convergent  ist. 

Um  die  Fourrier'sche  Entwicklung  für  jeden  andern  Parallel- 
raum zu  erhalten;  der  zur  i^^-Richtung  parallel  von  zwei  Linien  be- 
kränzt ist;  die  durch  zwei  aufeinander  folgende  Unstetigkeitspunkte^ 
also  durch 

(2r-l)4'un«l(2r+-l)f 

ireheu,  braucht  man  nur  zu  bemerken;  dasS;  wenn 

w  =  rSl'  +  IV 

gesetzt  wird,  w  dann  innerhalb  des  von  den  durch ~  und  +  -> 

«gezogenen  Linien  begränzten  Parallelraumes  liegt,  und  in  Folge  dessen 
uach  dem  Vorigen 


m=  /) 


,         Snyq    '^7  q'"  •     /n         •     ^\   2«/o 

Sin  am  w  ==     ^^^^  2j    i  _  „i^^T  "n  (2  m  +  1  j     ^ 

ist;    da  aber 

sin  am  w'  =  sin  am  (w  —  rSl')  =  sin  am  tv 
und 

sin  (2m  +  1)  -"11^'  =  sin  (2m  +^)^^  (w  -  rSl') 

=  sin  [(2  m  +  1)  ^^^'  -  r  (2m  +  1)717'] 

ist,    so  folgt  für  die  innerhalb  jenes  beliebigen  Streifens  gültige  Ent- 
wicklung 

'Genau  nach  derselben  Methode  findet  man 

(32;.     cosarafi;=    ^a     2;    t:^  l'^'^-^^ ''''^  ^^''' '^  ^^     ß 

für   den  ersten  in  derselben  Weise  wie  für  die  sin  am  w  gewählten 
l'arallelstreifen,  und  wenn  wieder 

w  =  rSl'  4"  ^^ 
gesetzt  wird;  da 

cos  [rSl'  +  '0  =  ( —  ^y  ^^^^  ^^' 
ist,    fÖr  den  Parallelstreifen;  welcher  von  den  durch  die  Punkte 

(2r  -  1)  4  "nd  (2r  +  1)  ^  ' 
gezogenen  Parallelen  begnlnzt  ist; 
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--..  in=  oo 

cosamw 


-^'y'^l^S  T17^-M  cos  [(2m  +  l)^^«-r(2m  +  l),4 

m  =  ü  " 

Verfährt  man  eudlich  für  ^  am  to  genau  ebenso,  indem  man  nur, 
weil  für  diese  -^  eine  Periode  ist,  die  Fourrier'sche  Reihe  zurBe- 

Stimmung  der  Coefficienten  zwischen  den  Granzen —  und  +  — 

integrirt,  so  erhält  man  wieder  fQr  Punkte,  welche  in  jenem  ersten 
Parallelstreifen  liegen 

(33)....    ^an.«,=^^(l  +  4  5"^cosl^) 


und  für  den  zwischen 

•r  —  n 


(2r-l)|-'und(2r+-l)4-' 


liegenden  Parallelstreifen 
zJ  am  tv  ==^  ( — 


Den  Schluss  dieser  Vorlesung  mag  die  verschiedenartige  Dar- 
stellung der  allgemeinen  doppelt  periodischen  Functionen  bilden, 
welche  wir  bereits  in  der  siebzehnten  Vorlesung  mit  Hülfe  der  doppel- 
periodischen Functionen  zweiter  Ordnung  ausgedrückt  hatten. 

Sei  ^  (xo)  eine  eindeutige  doppelperiodische  Function  mit  den 
Perioden*  Sl  und  Sil,  ^)  mit  den  nicht  bloss  um  Perioden  yerschiedenen 
Nullwerthen 

a^,  aj,  .  .  .  dl 
und  den  Unendlichen 


^1 ;  ^2 1  •  •  •  ^A* ; 


für  welche  die  Ordnung  der  Nullen  und  Unendlichen  resp. 

^1 '  ^^2 ;  *  *  *  ^^^^ 
^1 J  ^2 1  *  •  •  ^/< 

ist,  so  muss  bekanntlich,  wenn  überhaupt  eine  solche  Function  existiren 
soll,  die  Anzahl  der  Nullen  gleich  der  Anzahl  der  Unendlichen  d.  h. 

m^  +  'w^  +  .  .  .  +  w^  =  Wj  +  nj  +  •  •  •  +  ♦»A* 
sein,  und  ferner  musste  die  Summe  der  VtTerChe,  welche  denselben 
Werth  von  jF  {ic)  liefern,  bis  auf  Vielfache  der  Perioden  constant  d.  h. 

wij  a^  +  *^2  «2  H h  ^'^  ^^  =  ^i  «1  +  ^2  «2  +. V  ^fi «f€ — mß  —  n.Q' 


*)  für  welche  bekanntlich  aiigenommen  werden  darf,  dass  der  Coefficient 
des  rein  imaginären  Theiles  von 

wesentlich  positiv  ist. 


Kutwitkluiig  <li'.r  Kigcii8i;Iiitlli;ii  der  elliiitischcH  Fuiioliüiiuti  de. 


Witt.     Bildet  man 
deren  Modul 


I  den    folgenden  (Quotienten 


.r'(-^i^),r("-^).... ;.("/')' 

Bü  iat  leicht  zu  sehen,  dass  diese  Function  die   Perioden  Si  und  il' 
hat;  da  nÜmUch 

»■  {^^) = 0-  {-^  +  0  =  (-  •)•  oiC'^") 

aud 

:^-l)=,r(!^  +  .)=(_,)..--C^l^'+.)-.»;(..-<0 

so  folgt  HD  mittelbar,   dass  Sl  eine  Periode  ist,   und  dass  für  die 
Zunalimu  vdu  iv  um  Si'  die  Function  den  Factor 


-e^^+o- 


-,('- 


irfaKlt,  welcher  vermöge  der  oben  zwischen  den  Nullen  und  Unendlichen 
rorausgesetzten  Bedingungsgleicbuugen,  wie  unmittelbar  zu  erkennen, 
ler  Einheit  gleich  ist,  so  daas  jener  Quotient  von  Ö-Funclioncn  in 
ler  That  die  Periode  Sl  und  Sl'  hat.  Da  aber  der  Zähler  verschwindet, 
reua 

w  ^  Of,  a.,,  .  .  .  Ol 
isd  zwar  in  den  reap,  Punkten  von  der  Ordnung 

lu,,  iiK,  .  .  .  nn, 
[Dd  der  Nenner  für 

w  ^=  B^,  a,, .  .  .  «^ 
roll  der  Ordnung 

H|,   »;;,■•    ■  M,r, 

tid  nur  in  diesen  Punkten  von  Perioden  abgesehen,  so  wird  die 
unciioD,  dadie#-Functionen  nur  für  m'  =  oo  unendücb  werden,  in  dem 
jn  Sl  und  Sl'  gebildeten  Parallel  »gram  ni  mit  Fiiv)  dieselben  NuIIgb  und 
ueadlichen  haben  und  sich  somit  von  jener  Function  nur  durch  eine 
onstunte  unterächeiden  können,  so  dass  sich  als  allgemeiner  Ausdruck 
aex  jeden  solchen  oben  näher  definirten  Function  der  folgende  ergiebt 


.)   r{w)^Ce 


■■..„.■.  (»^-.,),p(»-^)...^,(—>) 


Man  kann  aber  auch  die  allgemeinste  eindeutige  doppelperiodische 
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Function  statt  durch  eineii  Quotienten  von  ^••Producten  durch  eine 
Summe  von  logarithmischen  Differentialien  von  ^-Functionen  aus- 
'drücken. 

Da  nämlich 

^^  (t^  +  rn  +  nr)  =  (-  1)"  +  '*  g-M2«;  +  «r)^.-  ^^  ^^^^ 

ist,  worin  wieder 
sein  soll,  so  wird 

d  loj]r  -ö-j  {w  +  m  4-  n  t)  o  ^  ^  ;    i     ^  log  O,  (w) 

dw  '  dw 

sein  und  daher,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  bestehen 

(35)    g  («^  +  m  +  nr)  ==  —  2nni  +  g  («;) 

und  hieraus  folgen 

d''  i  (fH-  »L+  **!)  =  ^_'^  ^  ^ül . 
dw''  dw^ 

Bemerkt  man  ferner,  dass  in  der  Umgebung  von  m;  s=  0 

worin 

[w] 

eine  Reihe  von  Gliedern  mit  nicht  negativen  ganzen  Potenzen  von 
/(;  darstellt,  so  crgiebt  sich 

« 76'  W    ^ 

SO  dass,  wenn  statt  iv 

a 

gesetzt  wird, 

2'  f,,Ci(w  —a)\  1.2         ,    r  1 

a^^  (     ß— )  =  (^Tir-«),  +  [«'-«], 

wird,  und  somit,  wenn 

beliebige    Coefficienten    vorstellen,    durch   Multiplication    mit    diesen 
Grössen  und  Addition  der  so  entstehenden  Gleichungen 
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folgt;  die  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Function 
wird  daher  im  Punkte  w  =  a  unendlich  von  der  r-ten  Ordnung  wie 
der  Ausdruck 

•^1        1 :4«        _i_  I  -^^ 

Ausserdem  hat  aber  diese  Function,  wie  aus  den  den  Gleichungen 
(}^5)  und  (36)  entnommenen 

(^.>_=: «)  +  2 ) = g ('^-- "■) ,     "    g"" c^ ( V-  +  2) -=  5"** c ^'p; "^) > 

unmittelbar  hervorgeht,  die  Periode  Sl  und  nimmt  um 

—  A  AiTii 

ZU,  wenn  w  sich  um  ß'  vermehrt. 

Seien  jetzt 

ayj  a.jy  ,  ,  ,  ax 

l  verschiedene  Punkte,  und  bildet  man 

m  V       V    C-ir-'^,..-2'  (■-■>/-^(«»-a,.)\ 

SO   wird  diese  Function   offenbar  in  den   Punkten  a^,  a.^,  .  ,  .  ox  und 
nur  in  diesen  unendlich  und  zwar  resp.  von  der  Ordnung  r, ,  r.,, .  .  ,rx 
wenn  wir  die  nach  ^  und  Sl'  congruenten  als  gleich  zählen;  ausser- 
dem  hat  die  Function  die   Periode  Sl  und   nimmt,   wenn  w  um  Sl' 
vermehrt  wird,  um 

fl  Sl  "  '  Sl 

zu;  setzt  man  somit  fest,  dass 

-4,1  +  J.^1  +  •  •  •  +  Äxi  =  0 

sein  soll,  so  wäre  jene  Function  eine  eindeutige  doppelperiodische  mit 
den  Perioden  Sl  und  Sl\  Damit  ist  aber  das  Mittel  zur  Darstellung 
einer  beliebigen  eindeutigen  doppelperiodischen  Function  gegeben. 
Denn  sei  F  {tv)  eine  solche  Function  mit  den  Perioden  Sl  und  Sl', 
welche  in  den  Punkten 

die  nicht  etwa  nur  durch  ganze  Vielfache  der  Perioden  von  einander 
sich  unterscheiden,  unendlich  wird  resp.  von  der  Ordnung  r, ,  r.,,  .  .  .  rx 
und  zwar  wie 

Au 
iC 


Au  i  A.2  ^^  i^  yl,  r, 

■    ■        «^Ji»  -—  ^Ji   ■         •         •         •         "   9      I 
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^fi j -^n    •      I    ,  ,  .  _i ^t^t 


I     ran nt  i     i     '  '  '     \ 


ß 


so  folgt  aus  der  unmittelbar  ersichtlichen  Gleichung 

F{w)dw  =  0, 

in  welcher  das  Integral  über  das  Periodenparallelogramm  genoromen 
werden  soll,  die  für  die  Existenz  dieser  Function  nothwendige  Be<lingimg 

^11  +  Ai  H h  ^a  =  o, 

wenn  man  beachtet,  dass 

(a)    ^ 

ist,  und  es  wird  somit  die  oben   gebildete  Doppelsumme  (fc),  deren 
Constanten  aus  den  Daten  der  Function  F  (w)  zu  nehmen  sind,  eine 
doppelperiodische  Function  mit  denselben  Functionen  Sl  und  Sl'  sein, 
welche  in  dem  Periodenparallelogramm  in  denselben  Punkten  und  in 
derselben  Weise   unendlich  wird  wie  F  (w),  und  daher  die  Dififerenz 
von  F  (w)  und  jener  Function  (k)  eine  eindeutige  doppelperiodische 
Function,  welche  in  dem  Periodenparallelogramm  nicht  mehr  unendlich 
wird  und  daher  eine  Constaute  sein  muss;   man  hat  somit^  wenn  für 
g  sein  Werth  eingesetzt  wird, 

.        .  .      d'  log  9,  (ntr-^,0\ 

worin  Cq  eine  Constante  bedeutet,  und  es  ist  daher  jene  oben  ange- 
gebene Darstellung  einer  jeden  eindeutigen  doppelperiodischen  Function 
gefunden. 

Wir  schliessen  hieran  endlich  noch  die  Fourrier'sche  Reihen- 
entwicklung für  jede  eindeutige  doppelperiodische  Function,  welche 
sich  genau  nach  der  für  die  drei  elliptischen  Functionen  angewandten 
Methode  ausführen  lässt*)  Sei  nämlich  jF(m;)  eine  solche  Function  mit 
den  Perioden  Sl  und  Sl\  so  ist  aus  der  elften  Vorlesung  bekannt^  dass 
sich  F(iv)  innerhalb  eines  jeden  Parallelraumes,  welcher  von  zwei  zu 
der  einen  Periode  Sl  parallelen  Linien  begränzt  ist,  die  durch  aufein- 
anderfolgende Unstetigkeitspunkte  gehen,  in  eine  Reihe  von  der  Form 


*)  vorausgesetzt,  wie  dies  immer  angenommen  wird,  dass  die  Function  in 
dem  Periodenparallelogranim  jeden  Werth  nur  eine  endliche  Anzahl  mal  an- 
nimmt. 


Kiit wickln  11«  der  E 
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F(u-)  =  A,  +  A,. 


-i-  A^e  ' 


^  A_,e      i^   -^A-,e     ■"    H 

«jitwickeln  liiest.*)  Um  uuti  die  Entwicklung  iunerlialb  des  den 
l^ullpunkt  einschliessendcu  Parallelrauuies  zu  beatimnien,  multipliciren 
wir  die  Oleichung  mit 


wo  IN  positiv  oder  negativ  sein  mag,  und  erhalten,  wenu  zwischen 
den  Grunzen  —  -^  und  -f-  o  integrirt  wird,  gunau  wie  früher  für  die 
liu  am,  für  poMitive  oder  negative  m 


.J,y>„,or"«"fl 


Zur  Auswerthung  dieses  Integrals  deuken  wir  uns  wieder  die 
ron  —  2  ""  "I"  Y  f'^hrende  Grade,  ferner  zwei  unniitt«lbar  rechts  von 
I  und —  ^  zurß'-RichtunggezogeneParalIeIen,undendlichwiederuni, 
reun  wir  erst  positive  Werthe  des  m  Ubtrachten,  eine  variable  Parallele 
air  5^Kichlnng  durch  —  Si',  —  2  Si' ,  —  3  ß',  u,  s.  w.,  und  ea  mögen 
tie  in  dem  zuerst  verzeichneten  Parallelogramui,  in  welchem  die  zur  • 
2-Kichtung  gezogene  Parallele  durch  —  SI'  geht,  liegenden  Unatetig- 
:eitspanktc  von  F{tv) 

«,,    ttj,    ...  Kr 

ein,  äo  das»  alieUnstetigkeitspunktc  bei  Verschiebung  jener  Parallelen 
is  JLQ  der  durch   —  n  SI'  gehenden  durch 

_(V_   l)ß'  +  «,,_(v_l)J2'  +  K^, |„_])ß'^B, 

llt   werden,  worin  v  >=i  I  .  .  .  »  ist.     Es   wird   somit  aus  den 
ausführlich  entwickelten  Gründen 


1) fF(„-)c~"^'',h, 


F{w)e      ^     dw  +  --i-l  F(tc)e~    i^    , 

1,  weDDi*_a  das  Parallelogramm   bedeutet,  dessen  zur  JJ-Richtung 
~lele  Seite  durch  —  « ü'  geht.     Nun   werden  aber  die  zur  Sl'- 


*)  wobH,  wie  kicht  zu  «eLen,  angcDOinuicii  werden  lUr 
rr  PRiodeDriolituajfcn  Unstetiglteitspimktu  nicht  beÜiideii. 


4 IG  Neunzehnte  Vorlesung. 

Richtung  parallelen  Seiten  des  Parallelogramms  sich  aufhebende  Theile 
des  Integrales  liefern,  und  wenn  n  =  cx>  gesetzt  wird,  wird  das  über 
die  unendlich  entfernte  Seite  genommene  Integral  genau  wie  früher 
verschwinden,  da  auf  dieser  der  Voraussetzung  nach  keine  Unstetig- 
keitspunkte  der  Function  liegen  können,  so  dass  die  linke  Seite  der 
vorhergehenden  Gleichung  in 

/'*  2  III  rt  i  V 

I  F  (tv)  c"     ^^"  (Iw 

'Si 


♦» 


;/>(, 


übergeht.     Was  die  Integrale  der  rechten  Seite  angeht,  so  wird 

w)  e       ^     (hv , 

wenn 

V  ==  —  (i;  —   ])Sr  +  IV  • 

gesetzt  wird,  in 


r  {w )  e. 


itnrtiir' 


Übergehen,  worin 

^  7t  ir 

ist,  und  sich  daher 
lim 


lini„  =  «  V    /  /'  (w)  e~    '"~  dir  =  /  F  («•)  ß"  "'^"  dw  .  lim. ^  „   V  « 

(     (i-l|i2'H-«)  <«^ 

ergeben,    so   dass  die    obige  Gleichung  (w)  für  n  =  oo   die   Gestalt 
annimmt 


/  *  2  »>  ^  /  ?/•  /^ 

/  /'  ur)  f^"  ~^'i  '  ihr  =  -  .J^  ;-    /  F  (w) 

S2  *(a,) 


»* 


und   vermöge  des  oben  für  den   Coefficienten    der   Fourrier'scheii 
Reihenentwicklung  gefundenen  Werthes 
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folgt;  dasselbe  Resultat  erhält  man  für  negative  m,  wenn  man  die 
zur  52-Richtung  parallelen  Seiten  der  successiven  Parallelogramme 
durch  SV,  2PJ ,  .  .  .  zieht.     Giebt  man  endlich  noch  A„^  die  Form 


'imrti  {w  —  c,) 

^~     dtv 


2  mnia. 


j     ...     I 


"iinrntr 


-  -  -^-  -      p  ^  2mfrii^,r  -a^) 

so  folgt,  weil 

/«  =  +  »         ^.^, 

F{w)=  2j    ^-^"'' 
gesetzt  wurde,  dass 

2ftimiu!  —  Ol) 

tu  =  -f- » 

2nim(tr  —  o,) 

')  e      ^^  au 


(m 


(w  —  a,) 

Ö  /^  2mni 


w 


+   y  —, T  /  J^'« 


m  =  +  » 


+ h 


W4  =  —  X 


Ä( 


r  iFOn 

t  -  a"*)  J      ^ 

Cr) 


r7?r 


ist.    Unter  der  Annahme,  dass  ccj,  cr-^y  ...  o^r  Unstetigkeitspuukte  erster 
Ordnung  für  F  {iv)  sind,  wird  für  einen  dieser  Unstetigkeitspunkte  a 

^M  =  ^~ri  +  «0  +  «i  0^  —  «)  H 

2  wiiÄ  (m«  —  a) 

e 


^2  1  2mwt(«'  —  tt)    1 

—  1  —  ^  t- 


•     •     • 


und  somit 

sein^  wenn  -4  den  Coefficienten  der  ersten  negativen  Potenz  von 
fV  —  a  in  der  Entwicklung  von  F  (w)  in  der  Umgebung  von  a  be- 
deutet, so  dass  die  für  diesen  Fall  einfachere  Reihenentwicklung  die 
Form  annimmt 

2  Ttiinitr  -  a,) 


(39) 


F  («0 


O 


Sl 


m=.  +  co 


-\-A 


2  Jt im  (tp  —  tta) 


ii»=r  —  00 


1-g 


i/i 


.       ,  7/1=4-« 

*    ^  1  -    5'" 

2ÄIWI  (»r  —  «^J 
»« =  4-  *  12      " 

W-=^    —  X 


KOnigaberger,  eUipt.  Fnnct. 


1*7 


Zwanzigste  Yorlesang. 

Die  Eigenschaften  der  elliptiBOhen  Normalintegrale  erster,  sweit^^ 

und  dritter  Gkittiing. 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  elliptischen  Normalintegrale 
besteht  darin,  dass  sich  diejenigen  zweiter  und  dritter  Grattung  mit 
Hülfe  von  ^-Functionen  darstellen  lassen,  deren  Argument  das  ellip- 
tische Normalintegral  erster  Gattung  bildet,  das  zu  demselben  Werthe 
der  Yariabeln  gehört 

Aus  Gleichuug  (59)  der  achtzehnten  Vorlesung 

cP  log  »,  (IT)  ^  V  _  /»j_V  ^,j2r)* 

folgt  nämlich^  dass,  wenn  -^  statt  ir  substituirt  und  statt  der  0>Qno- 
tieuteu  der  rechten  Seite  die  sin  am  ic  eingeführt  wird, 

ist,  oder  wenn  zwischen  0  und  tr  integrirt  wird, 

0)  .  .      /  siu-  am  »r  J,c  =  ^_^_  ,r  _  -    -  •  -         ^^      -. 

weil  das  Differenzial  der  ^^-Function  eine  ungerade  Function  also  für 
tc  =  v>  verschwindet. 

Ihk  nun  dais   zweite  elliptische  NormaHntegral  naeh   Legendre 
die  Form  hatte 


i    _         :^  dz 

<ii  wird  « lassei be,  wenn 


i*  dz 


=  tr  also  ^  =  sin  am  ir 
gesetzt  wird,  in 


I  sin*  am  tc  dw 
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nbergehen,  und  somit  Gleichung  (1)  lauten 

Setzt  m«aii  nun 

0 

'worin  die  Integration  auf  der  von  0  nach  l  fülirenden  graden  Linie 
geuommen  werden  soll,  so  wird,  wenn  in  (2)  ;?  =  1  gesetzt  wird, 

(3) £=^:.?5.Ä 

sein,  weil  bekanntlich  für  z  =  \,  wenn  die  Integration  auf  der  graden 

Linie  ausgeführt  wird, 

ß 

und   da 

^•>  (  ä)  ==1-2/?  cos  -^-  +  2q*  cos  - 

,  =  2  •  ^  (/  Sin     .,    —  2  •  -pi  </'  sin      _    -}-... 

€/ir  ß    ^  Sl  Sl    '  ß      ' 

für   w  =  -T-  verschwindet.     Benutzt  man  d^n  aus  (3)  sich  ergebenden 
Werth  von 

und  bemerkt,  dass  nach  den  Gleichungen  (37)  und  (39)  der  achtzehnten 
Vorlesung 

?*  ?iL.  =  _47r«  ^8*^ü*^    =  ^»'  =    ^ 

4'    4^,'«  4  TT«  -£^0*^1*  ^3*  ~    ^2*  ~     X 

ist,   SO  geht  die  Gleichung  (2)  in 

0 

Qber,  und  es  ist  hierdurch  das  zweite  elliptische  Normalintegral  mit 
Hülfe  von  d-Functiouen  durch  das  elliptische  Normal  integral  erster 
Gattung  ausgedrückt. 

Wir   gehen   zur  Lösung   derselben  Aufgabe   für  die  elliptischen 
Normalintegrale  dritter  Gattung  über.     Aus  der  Additionsformel 

^o'  -^0  («  +  n^)  K  («  -  '0  ==  '^0  («)'  ^0  {^^y  -  ^1  («)'  ^1  (^^)' 
folgt  nämlich,  wenn  statt  a  und  w 

gesetzt  und  durch 

27* 
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».  O'  o.  (?)' 


die  Gleichung  dividirt  wird, 

(5)      ^  -  -;,  -  r^t^Ti =  l  -  X»  sin«  am  a  sin»  am  w , 

und  wenn  logarithmirt  und  dann  nach  a  differentiirt  wird, 

2  K*  sin  am  a  sin'  am  a  sin*  am  w 

1  —  H*  sin*  am  a  sin*  am  w       ' 

und  wenn  man  endlich  nach  w  zwischen  den  Gränzen  0  und  w  integriri 

(C\       /  X*  sin  am  a  •  sin'  am  a  sin*  am  fr  dir   2«c      **      "^ ^  i  1        j     *  ^      M 

^  '^       /  1  —  X*  sin*  am  a  sin*  am  M'  il     «.    /2a\    '     ^      »   |   ^  7*("'  +  «'^i 


=  "'         d„         +ilog 


*»  C^V-)1 


Setzt  man  nun  wieder 


j 


0 

80  wird 


Uf 


J         1  —  X*  sin*  am  a  sin*  am  «'  J      1  —  n*  sin*  am  a  •  jer*      |^rm';;j^JYf—  x^ 


0  u 

ein  Integral,  welches  offenbar  nur  in  den  Punkten 

und  ^  ==  — 


X  sin  am  a  ^  x  8Ui  am  u 

und    zwar    in    beiden    Blättern    der    Riemann'schen    Fläche    von 


y\l  —  Z')  (l  —  x'^  z^)  logarithmisch  unendlich  wird,  also  den  Charakter 
desjenigen  Integrales  hat,  welches  wir  in  der  vierzelinteu  Vorlesung 
nach  Legendre  als  Normalintegral  dritter  Gattung  zu  Grunde  ge- 
legt hatten  und  welches  in  die  Form 


j 


• dz 


0 

gesetzt  war. 

Da  nun  das  obige  Integral   (7)  sich   in  der  einfachsten    Weise 
unmittelbar  aus  der  Additionsformel  mit  Hülfe  von  'd'-Funetionen  aus- 
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'ücken  lässt,  deren  Argument  das  elliptisuhe  Normalintegral  erster 
attong  ist;  so  hat  Jacobi  dieses  Integral  als  Normalintegral  dritter 
attung  eingeführt  und 

>  /  X*  sin  am  a  sin'  am  a  sin*  am  tc  d  w  ^;i   n  /^„   ^\ 

^  J     '     l  —  X*  sm*  am  a  sin*  am  w  ^         ^ 

0 

^zeichnet;  a  wird  der  Parameter  dieses  Integrals  genannt 

Da  wir  jedoch  oben  bei  der  Rcduction  des  allgemeinen  elliptischen 
itegrals  die  Legen dre'sche  Form  des  elliptischen  Normalintegrals 
itter  Gattung 

de 


i 


(z^  —  £r,*)  K(l  :-  z^)  (1  —  X«  z*) 


Grunde  legten^  weil  die  Partialbruchzerlegung,  durch  welche  wir 
e  Reduction  bewerkstelligten,  uns  grade  auf  diese  Form  führte^  so 
)llen  wir  noch  hinzufügen,  wie  dieses  dritte  Integral  auf -Ö'-Functionen 

reduciren  ist. 
£s  ist  nämlich 

/x*  sin  am  a  sin  am  a  .  z"^  dz 

1  —  X«  sin«  am  az^  J/(T__^y^l  _  x«!*) 


0 

sin'  am 
sin  am 


«  l'( i i)         ■ 

cc    t  V  1  —  X*  sin*  am  a  .  <s*  /    y^i ^» 

0 


dz 


)  (1  —  X*2^) 


sin' am  a    /*/  dz  \ 

sin  am  a  J    \^  1  —  x*  sin*  am  az^)  ^^^f  ~  ^r«y(Tir^2  2«)7 
u 

Z 

sin'  am  «    /*  dz 

~~  "sin  am  «  J  7  {T^z-^YTT^^^^ 


sin' 
X*  sin 


sin'  am 
sin  am 


am  a        /*  dz 

^     \  x^  sm*  am  a/ 

0 

a    r dz , 

«  J  K(i  — >)  (1  -^^i*)' 


2*)    (1   —  X*2*) 


i,t  man  nun 


i 


X  sm  am  u 


=  Z 


if 


folgt  aus  der  vorigen  Gleichung,  wie  leicht  zu  sehen, 


dz 


r«  — ri«)K(r~ij*)(l-x«2*) 


sm  am  a 


sin' am  a 


Bin  am  a 


r'og 


.>  sin'  am  a    «-.  /         \  «    •   « 

—  x^     -,-^^^  n  (w,  a)  —  x^  sin^  am  a  .  m? 

—  x^  sm^  am  a .  M?  1 1  +  ^  — ^,7-r z^~ 
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Mit  Hülfe  der  eben  gefuDdeneu  Beziehungen  und  der  oben  für 
die  Logarithmen  der  <9^- Functionen  aufgestellten  Reihenentwicklung 
nach  den  cosinus  der  Vielfachen  des  Argumentes  wird  es  nunmehr 
möglich  sein,  für  das  elliptische  Normalintegral  zweiter  und  dritter 
Gattung  die  Fourrier'sche  Reihenentwicklung  herzuleiten. 

Aus  der  Entwicklung  (54)  der  achtzehnten  Vorlesung  ergiebt 
sich  nämlich  durch  Differentiation 

d  log  d'n  {w)         M       "S^l        cT  •     o      — 

dw  ^^     1  _  o^m 

und  daher  folgt  aus  Gleichung  (4)  dieser  Vorlesung 

I   Sin-  am  wdw  =  ^  w ^ ,-  , 

0 

dass  das  zweite  elliptische  Normalintegral  ^  welches  oben  durch  deü 
Ausdruck 

z  w 

I  -, —  -Tr_   —  L^--  =  I  sm^  am  w  dw 

0  u 

definirt  war,  sich  in  folgender  Weise  nach  der  Fourrier'schen  Reihe 
entwickeln  lüsst 

w 

(10)     J  8.ü^  am  10  dw  =  ^  tc  -  „.-^  2j  T^  "'"  ~ä  -  ' 

in  welcher  die  Variable  der  Entwicklung  das  elliptische  Normal- 
integral  erster  Gattung  ist. 

Um  die  Entwicklung  des  dritten  Normalintegrals  zu  finden^  gehen 
wir  von  dem  zweiten  Differential  jenes  Integrals  aus. 

Differentiirt  man  nämlich 

n  f         \        /'  X*  sin  am  a  cos  am  a  J  am  a  sin*  am  w  du? 
J  1  —  x*  »m*  am  a  sin*  am  w 

0 

nach  IV  y  so  erhält  man 

d  n  (?^,  a)        x'  sin  am  cc  cos  am  a  J  am  a  sin*  am  w 


dw 

1 

—  X« 

sin*  am  a 

sin' 

am  w 

und  daraus  wieder 

dm{ii\ 

«)       2x^ 

sin 

am  « 

cos  am  w 
n'  am  a  si 

J  am  w 
iTi^  am  w 

sin 

am  V)  cos  an 

div^ 

1  - 

-  x'  si 

-  x'  sin'  am  t 

oder  wie  man  sich  unmittelbar  aus  den  Additionsformeln  der  sin  am 
überzeugt 

"dir^     ==*''■  \sinam [w  +  a)  —  sinam (iv—a)}  (sin am («?  +  a)  +  sin am(*r— « 
=  i  x^  {sin*-^  am  {iv  +  «)  —  sin^  am  {w  —  «)} . 


Die  Eigenschafien  der  ellipiischen  Normalintegrale  etc.  423 

Wenn  man  aber  die  oben  für  das  Integral  des  Quadrates  der 
sin  am  u;  gefundene  Fourrier'sche  Reihenentwicklung  (10)  differen- 
tiirt,  so  erhält  man 


m  =  00 


sin'  am  t^  =  vr ,-^^    x,  -        .rzr  cos 


und  daher;  indem  man  stutt  w 

w  -\-'  a     und     tv  —  a 


m=  <x> 


einsetzt; 

-d-1 si^  2j^Y^--V''^  si ^^^ -si—-} 

m=.l  -i  ^  ^ 

und  durch  Integration,  da 

N  /  ir=zO 

ist, 

dn  {w,  a)  4  «    "^         g"*        /  .      4mn{w  —  a)  .      4  m^r  («?  +  «)) 

du;        "~'ä    ^,    l-i|2"»   r^^  Ä  ^^'^  Ä~        i 


m  =  ac 


+  TT  2:,  T:f  T^r  «">  -  ß- 

m  =  1    *         i 

und  durch  nochmalige  Integration  nach  w 


m  =  Qc 


/7  (..,  «)  =  -  2^  ^^  _'  ^  „-  {cos ^- cos  — ;j^-:t_| 

wrz:  je 
,      8  TT  "^  g"*  .       4  WITT« 

+   o-  w?   ^,   — -   A   -  sm = 

oder  endlich 

m  =:  CD 

(11) 77  (fr,  «)  =  -^-  te;  ^        3__  sin  — ^~ 

7/t  =  1     1  — -  3 
Wj=:  y  , 

o   "V^          /»»"  4m3ru;    .     4m7ra 

—  2    > ? sm  -^  -  sin  — 0  - 


als  Fourrie rasche  Reihenentwicklung  des  Normalintegrales  dritter 
Gattung. 

Wir  gehen  nun  noch  zur  Entwicklung  einer  fundamentalen 
Eigenschaft  der  elliptischen  Integrale  überhaupt  über^  die  jedoch 
hier  erst  für  die  Normalintegrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
besprochen  werden  soll,  während  sie  von  anderem  Gesichtspunkte 
aus  und  in  allgemeinerer  Weise  betrachtet  den  Gegenstand  der 
nächsten  Vorlesung  bilden  wird. 

Uebertragen  wir  nämlich  das  in  der  neunzehnten  Vorlesung  be- 
-wiesene  Additionstheorem  (15)  für  die  sin  am  auf  das  elliptische 
Normalint^präl  erster  Gattung;  so  wird  offenbar,  wenn 
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^  ü  Ü 

gesetzt  wird,  weil 

^j  =  siu  am  t(,    -2^2  =  ^in  am  v,    x^j  «=  sin  am  (u  +  *^) 
ist,  für  die  Gleichung 

^^^^ jvW>  '^JvW)    JVhw' 

0  0  0 

die  Beziehung  bestehen 

,.ox  ^  _ztyBwi  +  2tVB{i;) 

und  vermöge  der  Gleichungen  (16)  und  (17)  derselben  Vorlesung  zn 
gleicher  Zeit  

(14)  vr^^^^^^'^'^^r^s^;;^'''' ^^^"'^ 

(15)  yx-^^ = ^^^^"^  ^^""V^^^'-''  ^^' 

woraus  wiederum 


(16)  —  .^  rK{z,)  =  }/{i  - V)  (1  -  «'^V)    - 

(1  -  x«xrV*  V)* 

hervorgeht. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  sich  zwei  eUiptiscJie  Normalifdegral^ 
erster  Gattmig  zu  einem  eiiieigen  solchen  NormalintegraX  vcreini^^ 
lassen,  für  ivelches  sowohl  die  obere  Gränze  z^  sowie  die  Irrationalität 

yil  (z.^  sich  rational  dxircfi  die  oberen  Gränzen  z^  und  z^  der  beiden  g^ 

gebe^wn  Integrale  und  deren  Irrationalitäten  }/B{z^)  und  yB[z^  fl<^ 
drücken  lassen,  wobei  zu  beachten  ist,  dass,  weil  nur  der  Werth  vo» 

sin  am  M  =  ^1     und    sin  am  v  =  Tj 

gegeben  war,   ]/Ii{Zi)  und  yR{z^)  beliebig  mit  beiden  Zeichen  gß* 
wühlt  werden  konnten,  dass  aber  in  dem  resultirenden  Integral  ^3 

und  yii{z^  nach  getroflFener  Wahl  jener  Grössen  fest  bestimmt  sind« 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  Ac 

Gleichung  (12)   statthat,    auch  ähnliche  Beziehungen    zwischen  den 

zugehörigen  Normalintegralen  zweiter  und  dritter  Gattung  existiren. 

Geht  man  nämlich  von  den  beiden  Ädditionsformeln  aus 

V  ^1  0^1  +  IC,)  ^,  {w,  ~  w^)  =  ^^  {w,y  ^0  (^2)'  —  ^0  W  ^i  (^^^' 

V  ^0  (^^l   +  l<^'2)  ^0  ('^'1    -    '^'2)  =  ^0  ('«^1)  ^0  ('^2)  —  -^1  0^1)  ^1  K)' 

so  erhält  man,  wenn  wieder  statt  u\  und  W2 

2  «7,  j     2  tr, 

-fl"    "°^    -ÖT 
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ctzt  werden,    durch  Division   der   beiden   Gleichungen  mit  Hülfe 
Beziehungen  zwischen  der  sin  am  und  den  «d*- Functionen 

/         t        \    '  f  \  ßin*  am  tri  —  sin*  am  «r« 

3m  am  iw,  +  vo^  sm  am  \tv.  —  w«)  =  \ ,  •  ,  ^-^ — ^— , 

^    \    ^       i-i  ^    »  if        1  —  X*  sm*  am  w,  sin*  am  M?,' 

T  da 

d  sin  am  tr*   ,     .               d  sin  am  w^ 
sm  am  tri  — 3 4-  «11  an*  w^a j ^ 

sm  am  (?(;,  +  ^^5)  = ; r-^-i ^-t ^ — 

^    *    '       ^'  1  —  X*  sin*  am  %io^  sm*  am  1^2 


<l  sin  am  tr«    ,      .                  d  sm  am  wC\    •  /  \ 

8in  am  u\ -^ +  sui  am  t^;- 3 ^J  sm  am  [Wx  —  w^ 


0' 

i 
^  ^ 

=  sin^  am  w^  —  sin^  am  tv^. 


r  endlich,  wenn  statt  tv\  w^  -f-  W2  gesetzt  und  dann  w^^  mit  W2 
lauscht  wird 

.         ,        N  d  sin  am  t(7i    ,      .                  (2  sin  am  (iCt  4-  Wm)\    . 
am  [ii\  -f-  W2)  — ^5 +  sm  am  w;, d~^^ —  )  ^^^  ^^  ^2 

=  sin^  am  (Wi  +  ^2)  —  s^^^  *™  ^1 


•  •  «  • 


sin  am  «fj  rf  /sin  am  tv^  .  sin  am  (tVi  +  m?^)} 
=  sin^  am  (w^  -f:  w;2)  —  sin^  am  w;, . 

Integrirt  man  nun  diese  Gleichung  nach  w^  zwischen  den  Grän- 
0  und  M,  so  folgt: 

sin  am  w.^  sin  am  u  .  sin  am  (u  -f-  W2) 

u  u 

=  f  sin^  am  (w^  +  '^2)  ^^\  —  /  sin' am  w;,  dtv^ 

0  0 

»•,  wenn  1V2  =  v  gesetzt  und  berücksichtigt  wird,  dass  in   Folge 
Substitution  tCi  -\-  v  =  iv 

U  tt-f  0 

j  sin'  am  (m?,  +  v)  dw^  =  1  sin'  am  wdw 

I»  +  »  V 

=  I  sin'  am  f«;  div  —  /  sin'  am  w  dtv 
0  0 

»i  4*  •  *♦  9 

)  .      /  sin'  am  w  dtv  —  /  sin'  am  w  dtv  —  /  sin'  am  tv  dto 
000 

«a  sin  am  u  .  sin  am  v  sin  am  (u  -\-  v). 

Setzt  man  nun  wieder 

r'  dz  [^  dz  fi  dz  , 

0  0  u 

Folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  aus  (18) 
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(19)*  r~    --^    -  +  /^    ''^'  -    =  f  _^^'— 2-1 

0  0  0 


0 

wenn 


/* dz / • dz ^   r 

0  0  0 

d.  h.  nach  dem  Vorigen,  wenn 

ZtVBJz^)  +  z^VBM 


dz 


£f*)  (1  —  X'Z«) 


r.  ? 


h  = 


1  —  X«  2?!*  £r,« 


ist,  und  es  lassen  sich  somit  zwei  elliptische  Normalintegrale  meiter 
Gattung  zu  einem  eben  solchen  vereinigen,  abgesehen  von  eifiem  in  den 
drei  oberen  Gränzen  algebraischen  Theile,  -der  aus  dem  Produä  äcr- 
selben  besteht,  ivöbei  die  obere  Gränze  des  neuen  und  dessen  Irratio- 
nalität tvieder  rational  durch  die  oberen  Gränzen  der  beiden  gegebenen 
Integrale  und  deren  Irrationalitäten  sich  ausdrücken  lassen  und  zmr 
derart,  dass  die  beiden  zu  den  gegebenen  Gränzen  gehörigen  Normal- 
integrale erster  Gattung  zu  einem  eben  solchen  mit  derselben  dritten 
oben  gefundenen  Gränze  vereinigt  werden. 

Um  das  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Normalintegrale 
dritter  Gattung  zu  entwickeln,  legen  wir  die  von  Jacobi  gewählte 
Normalform  zu  Grunde,  für  welche  sich  jenes  Theorem  unmittelbar 
aus  den  0*  -  Relationen  herleiten  lässt.     Da  nämlich 

(20).     IJ{w„a)=tv, ^^  +  ilog  ^ 


ist,  also  auch 

(21)  .     77  («;„  «)  =  w,  ^„  •"     +  i  log 


da 


und 


(22)    77  (w,  +  w„  «)  =  (w^  +  tv,) ^.^  +  ^  log 


da 


so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe  der  Gleichungen  (20)  und  (21)  von 

(22)  abgezogen  wird, 

(23)  ....      //  {w^  +  w'2,  a)  —  n  (tv^,  a)  —  11  {tv^,  a) 


=  ilog 


-2  {w,  +  ff) 


Ä 


(^„(2J"-.+^"-.-«))^„( 


Es  lässt  sich  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  durch  die 
sin  am  der  einzelnen  Argumente  ausdrücken.    Da  nämlich 


icliiifU'U  der  L'lliptiüdicn  Nordiiiliulcgruk  ek, 


,'  .  0|,  («  4-  v)  ff,,  («  -  V)  =  &„  (it)- 
folgt,  wenn  der  ileibe  nach 


(«)■' »,  w 


f) 


«  =  - 


_B(.ri+Wt-«) 
-  ^("'l  +  T.4-'') 


.  wird,  dasa 


W^M 


D».(^i^)T      ..r^il'±^)».f^'V^) 


<>  aiu>  am  (tc,  -J-  u)  sin'  tu 
/2  0fi+«,l\ 


#0  /  "^  i  —  k'  «in»  MB  a  aa'  am  (ir,  +  «,  —  «') ' 

-y).-.(^^'''-+^)Y  ..(^-■>.c'-'-+-r+-="') 


1  —  k'  bin*  am  n  dn*  am  (ir,  +  w,  +  ot) ' 
id  es  gebt  somit,   wenu  man  die  erste  und  vierte,   zweite  uud 
dieser  Oleichungun   mit   einander   multt|ilicirt   und    das    erste 
t  durch   das   «weite  dividirt,    die   Gleichung  (23)   in  die   fol- 
Dber 

n  («-,  +  w„  «)  =  /7  {«', ,  «)  +  72  K,  «) 

—  it'»n*aiti  (ir, ■4-a)wn'ftm(ic,-|-o))  (l  —  «'Bin' am  k Bin* am  (Wi  +  fj  —  «))( 


—  »'  <in'  am  (a-i  —  o)  Bin'  am  Itc,  —  o))  ( 1 
:  ersichtlich,  dass,  weil 
1  am  («•,  ^2  t«)!    ä"^  ^i™  ("■'■!  i  ")) 
rationale  Functionen  von 


U  (IC,  -f  IT,  +  B))  1 
1   (T,    -f    (fj  +   C) 


ie  zugehörigen  Irrationalitäten  umsotzen  lassen ,  die  Summe 
elliplischir  Narmalinlcgralc  dritter  Gattung  sich  wieder  en  einem 
ichen  mit  demselben  Parameter  vereinigen  lässt,  abgenehen  rtwt 
Logarithmvs,  dessen  Argument  eine  rationale  Function  von  den 
Grämen  der  leiden  gegebenen  Integrale  und  den  svgeiärigen 
n<äUät€n  ist,  wobei  loiedvr  rtt  bemerken,  dass  dieselben  drei 
Grauten  zwei  Nonnatintcgrah  erster  Gailmig  ;m  einem  driften 
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Um  der  rechteu  Seite  der  Gleichung  (24)  eine  einfachere  Form 
zu  geben,  wollen  wir  dieselbe  nicht  auf  algebraischem  Wege  trans- 
formiren,  sondern  vermöge  ihrer  Periodicität,  ihrer  Nullen  und  ihrer 
Unendlichen  sie  mit  einem  andern  Ausdrucke  zu  identificiren  suchen. 
Fasst  man  nämlich  den  unter  dem  Logarithmus  befindlichen  Ausdruck 
der  Gleichung  (23) 

(1)  •  •  •  •  -^pi«,r±^)^(2(^:^)),.^ 

als  Function  von  Wi  auf,  so  ist  mit  Hülfe  der  Substitutionstabelle 
unmittelbar  zu  sehen,  dass  derselbe  doppelperiodisch  mit  den  Perioden 

—  und  i5i' 
ist;  und  da 

*o  W  =  0 
wird,  wenn 

t;  =  wi  -|-  (w  +  i)  ^> 
so  folgt  femer,  dass  der  obige  Ausdruck  in  dem  von  y  und  ß'^  ge- 
bildeten Periodenparallelogramm  verschwindet  für 

w;,  =  —  cf  +  .^- ,     wi  =  —  W2  +  €c-^  --, 
und  unendlich  wird -für 

w\  =«  +  --,    w^  =  —  te?2  _  a  +  — , 

und  es  ist  in  der  That  die  Summe  der  beiden  Nullen  gleich  der 
Summe  der  beiden  Unendlichen,  wie  dies  aus  früher  angegebenen 
Gründen  bei  einer  doppelt  periodischen  Function  zweiter  Ordnung 
sein  muss.  Bilden  wir  uns  nun  die  doppelt  periodische  Function 
zweiter  Ordnung  von  tv^ 

/    X       siu  am  w^  sin  am  (tr,  +  tr,  +  «)  —  sin  am  ^j  sin  am  (jJi  +  tr,  -|-  a) 
^  "^      sin  am  Wi  ein  am  (w^  +  '^'a  —  «)  —  sin  am  ft  sin  am  QS^  +  to,  —  ä) ' 

in  welcher  ß^  und  ß^  nachher  bestimmt  werden  sollen,  so  ist  klar, 
dass  dieselbe  auch  die  Perioden 

f  und  ß' 
hat,  weil 

sin  am  \iv  -{-—)  =  —  sin  am  w 

ist.  Ferner  wird  der  Zähler  innerhalb  des  von  y  und  Sl'  gebildeten 
Parallelogramms  unendlich,  wenn 

w,  =  —     und     tv^= w;3--a-f_^ 

und  der  Nenner  unendlich,  wenn 
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«e^i  =  ^      und     w^  =  —  w;^  +  «  +  -^ 

ist,   so  dass,   indem  der  Werth  tr,  =  —  nicht  in  Betracht  kommt, 

da  Zahler  und  Nenner  für  denselben  von  der  ersten  Ordnujig  unend- 
lich werden,  ein  Unendliches  und  eine  Null  des  Quotienten  (q)  und 
dos  Quotienten  (q,)  übereinstimmen.     Setzt  man  nun 

so  wird  die  durch  den  Ziihler  von  (qj)  dargestellte  doppelt  perio- 
dische Function  mit  den  Perioden  —  und  Sl'  verschwinden,  wenn 

w^  =  /5i  =  —  «  +   2      und     w^  =  —  ?r,  +   ^^- , 

da  die  Summe  der  Unendlichen  des  Zählers 

tV2  —  CC  -\-  Sl' 

-wsur  und  der  Summe  der  Nullen  gleich  sein  muss;  ebenso  wird  der 
Neuner  verschwinden,  wenn 

^1  =  ^^2  =  «  +  -ö-       ^^^d       ^^'1  =  —  '''2  +     5j 

ist,  und  die  beiden  gleichen  Werthe 

^^l  =  —  ^^2+    .,  ; 

ivelche  den  Zähler   und  Nenner  zu  Null  machen,    werden  den  ge- 
sanimten  Quotienten  (qj)  wieder  endlich  machen. 
Somit  hat  jener  Quotient  die  Nullen 

u\  =  —  fr,  +  «  +  —  ,      w^=  —  a-{-^ 

und  die  Unendlichen 

ß'  ,    Ä' 

^^\  =  —  «^'2  —  «  -  ^;    ^^'i  =  «  +  2 

und  wird  somit,  da  er  in  demselben  Pcriodenparallelogramm  dieselben 
Nullen  und  Unendlichen  wie  der  erste  •O'-Quotient  hat,  von  diesem 
nur  durch  eine  (konstante  verschieden  sein,  so  dass  sich  mit  Be- 
nutzung der  Werthe  ßi  und  ß.^  ergiebt 

sin  am  tr,  sin  am  {iti  +  ir,  +  a)  —  sin  am  l —  «  +    *,  )  ^^^^  *™  y^t  +  -\,  j 

^^  ^z         ;      ]    \        ^     ;      (  ,  äN  -  ~  /'   ,  'ß'\ 

siD  am  if I  em  am  (tp|  +  «''2  —  «)  —  8>n  am  \a  +   -^^  1  sm  am  I tr,  -f-    -  j 
Da  aber 

sm  am  iw  +  \r)= 

\       '      *2  /        X  sin  am  ic 

ist,   so  gebt  diese  Gleichung  in 
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p    1  +  X*  sin  am  iCi  sin  am  tr,  sin  am  a  sin  am  (tt?j  +  w^t  +  «) 

*  1  —  X*  sin  am  w^  sin  am  w,  sin  am  a  sin  am  (w,  +  tr,  —  a) 

über,  worin  C]  eine  von  w^  unabhängige  Constante  ist;   setzt  man 

w^  s=  0,  so  folgt 

C.  =  l 

und  es  geht  somit  die  Gleichung  (24)  in  die  folgende  über 

(25)   ....     n (w^  +  W.2,  a)  =•  TL (w;, ,  a)  +  77 {w^^  a) 

i_  .  1        n  —  x'  sin  am  a  sin  am  tc^  sin  am  w^  sin  am  (tr,  -|-  \r^  '■\-  u)\ 
IT      o  j^  1  __  x«  gJQ  am  a  sin  am  tr,  sin  am  tr,  sin  am  (tOj  +  tr,  —  «)  /  * 

Aus  diesem  Additionstheorem  für  die  Argumente  der  elliptischen 
Normalintegrale  dritter  Gattung  können  wir  aber  leicht  ein  Addi- 
tionstheorem für  die  Parameter  dieser  Integrale  entwickeln. 

Da  nämlich 


u 


/. 


sm^  am  w  dw  =  —-'  n ■-■ 

St  x<  du 

0 

war,  so  wird  aus 


da 


'■i^^^) ' 


folgen,  wenn  für  das  Differential  des  Logarithmus  der  «d-- Function 
der  Werth  aus  der  obigen  Gleichung  eingesetzt  wird,  dass 

77  (u,  a)  =  — iY—  ^*«  —  ^^*  /  sin^  am  w  dw  +  i  loff  { — -  --   - \ 


0 

ist,  und  wenn  a  mit  n  vertauscht  wird 

u 

77  (a,  n)  =  — ö —  "^'  —  ^^"  /  s^^^  ^™  *^  ^^^  +  i  ^^g 
SO  dass  sich 

u  a 

(2G)    77  (w,  a)  —  n  (a,  w)  =  x^  i  a  /  siu^  am  wdw  —  u  j  sin*^  am  wdtc] 

U  0 

ergiebt.    Setzt  man  nun  in  (26)  statt  a  der  Reihe  nach  ß  und  a  +  /J, 
so  erhält  man  die  analogen  Gleichungen 

u  g 

(27)    n  (i/,  /5)  -    77  (/3,  n)  =  x^  |/3  /  sin^  am  w^rfu^  -  u  /sin*  am  frrfir} , 
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f8)  //(tt,  a  +  /^)  —  -^(«  +  l'>**)  =  ^^{(«  +  /^)  I »in^ BLxnic (I w— u  I  sin'^ am wdwl 

0  0 

und  endlich  aus  (29),  (30),  (31)  die  folgende 
D)     //(m,  a  +  ß)  —  n(ß,a)'-n(u,  ß)  =  77(a  +  /3,  ti)  —  77 (a,  u)  —  n{ß,  n) 

—  ux^  <   I  sin'  am  w dw  —  /  sin'  am  tv  dw  —  /  sin'  'AmwduA' 

U  0  0 

Benutzt  man  das  in  der  Gleichung  (25)  ausgesprochene  Additious- 
theorem  der  Argumente  der  77- Function  und  endlich  das  in  der  Glei- 
chung (18)  enthaltene  Additionstheorem  der  Normalintegrale  zweiter 
Gattung;  so  folgt 

W)     n  {Uy  a  -{-  ß)  =  n(u,  a)-\-  n  (w,  ß)  —  wx'  sin  am  a  sin  am  ß  sin  am  («  +  ß) 

j_  ,  1        f  1  —  X*  sin  am  u  sin  am  a  sin  am  ß  sin  am  (a  +  ^  -[-  u)  ) 
12      o  l  i  —  x*  sin  am  u  sin  am  a  sin  am  ß  sin  am  (cc  -\-  ß  —  u)  i 

als  Additionstheorem  für  die  Parameter  3er  Normalintegrale  dritter 
Gattung. 

Die  hier  für  die  Summe  zweier  elliptischer  Normalintegrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung  entwickelten  Sätze  werden  sich  als  spe- 
cielle  Fälle  des  in  der  nächsten  Vorlesung  zu  behandelnden  AbeTschen 
Theorems  ergeben,  welches  die  Grundlage  der  Theorie  der  hyperellip- 
tischen und  Ab  ersehen  Transcendenten  bildet. 
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Einundzwanzigste  Vorlesung. 

Das  Abel 'sehe  Theorem. 

Nachdem  wir  für  die  Normalintegrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  das  Additionstheorem  hergeleitet,  gehen  wir  dazu  über,  das 
allgemeine  Additionstheorem,  das  auch  wegen  der  von  Abel  auf  alle 
lutegrale  algebraischer  Functionen  ausgedehnten  Gültigkeit  AbeT- 
sches  Theorem  genannt  wird,  für  eine  beliebige  Anzahl  allgemeiner 
elliptischer  Integrale  zu  entwickeln. 

Sei  It{z)  ein  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  in  ;?,  und 
werde  die  Gleichung 

(1) M^  —  i?  (^)  =  0 

mit  einer  beliebigen  andern  algebraischen  Gleichung  zwischen  u  und  a 

(2) /•(«,  ^)  =  0 

zusammeugesteUt,  so  wird  die  letztere,  wenn  immer  nur  die  Punkte 
z  aufgefasst  werden,  welche  (1)  und  (2)  gemeinsame  M-Werthe  geben, 
auf  die  Form 

(3) qu^p  =  0 

gebracht  werden  können,  in  welcher  p  und  q  ganze  Functionen  von 
,z  sind,  weil  alle  höheren  Potenzen  von  u  als  die  erste  vermöge  der 
Gleichung  (1)  fortgeschaö't  werden  können;  es  werden  die  gemein- 
samen jer-Werthe  der  Eliminationsgleichung  von  (1)  und  (3),  d.  h. 
der  Gleichung 

(4) jp^  — 2^Ä(^)  =  0 

genfigen,  und  die  entsprechenden  t(-Werthe  sodann  aus  dem  Ausdrucke 

(5)  •••••• ••••    «=f' 

eindeutig  bestimmt  sein.* 

Wird  der  Grad   von  p  mit  m  bezeichnet,  so  werden   sich  2  m 

Liosungen  der  Gleichung  (4)  ergeben 

y/irenn  wir  annehmen,  dass  der  Grad  von  j>^  nicht  kleiner  als  der  von 

d.   h.  q  höchstens  vom  m  —  2'*»  Grade  ist.     Sei  ferner  eine  zweite 
Oleicb^^S  zwischen  u  und  z 

KOniff>l>erg«r,  elUpi.  Faoct.  II.  1 
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(C) /",(«,  r)  =  0, 

welche  wieder,  wenn  nur  der  Gleichung  (6)  und  (1)  zugleich  ange- 
hörige  z-  und  «-Werthe  in  Betracht  kommen ,  in  die  Form 

(7) (/i«  —  l>i  =0 

gebracht  werden  kann,  und  mit  (1)  verbunden  die  der  Gleichung 

(8) i>,'-!/,'iJW  =  0 

angehörigen  ^-Werthe 

liefert,  wenn  wieder  der  Grad  von  |),  der  tw^*  und  der  von  q^  höch- 
stens der  m  —  2*'^  sein  soll,  wahrend  die  zugehörigen  u-Werthe  durch 
den  Ausdruck 

(D) «  =  ^ 

bestimmt  sind.     Bildet  man  endlich  die  Gleichung 

(W) <Z^*  — 2>  +  ^  (?!«*— 1^1)  =  0, 

und  fasst  die  mit  der  Gleichung  (1)  gemeinsamen  Losungen  dieser 
Gleichung  auf,  so  sind  diese  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(11) {p  +  ^i>.?  -  (2  +  Hs?  -BC«)  =  0, 

und  man  sieht  unmittelbar,  dass  für  A  «»  0  die  von  dem  Parameter 
k  abhängigen  r- Werthe  in  z^j  z^^  •  •  •  ^2m ;  für  i  «=  00  (wie  durch 
Division  von  A^  folgt)  in  ;?/,  «2',  .  .  .  ^e'sm  übergehen,  während  für 
eine  continuirliche  Reihe  von  A-Wertlien,  die  von  A  =  0  bis  Jl  =  oc 
fuhren,  die  ;?-Werthe  stetig  von  dem  einen  System  in  das  andere 
übergehen  werden,  und  die  zugehörigen  M-Werthe  •  nach  (9)  durch 
den  Ausdruck 

(12) n-^t\''' 

bestimmt  sind,  also  auch  an  den  Gränzen  mit  den  durch  (5)  und 
(9)  gegebenen  übereinstimmen.     Setzt  man  mm  der  Kürze  halber 

(13)    (1)  +  Xv,Y  -{q  +  Xq^Y .R{z)  =  tl,{,z)=>A{z-  g.)  {s-ld  . .  .(z-^^\ 

worin  ii,  $2,  ...  t,i„  von  dem  Parameter  k  abhängige  UiQssen  be- 
deuten, 80  wird  sicli  durch  Differentiation  der  Gleichung  (13)  nach  k 

(14) 2(|>+X;),)i), -2(<?  +  A<7,)ff,iJ(5) 

oder 


=  v(*-) 


äX       ,  dX' 

■     I  ■  •         •         •        ««^«B 


ergeben.     Da  aber  nach  (13) 


} 


Das  Abersche  Theorem. 

(2  +  HiY  -B  w  =  (p  +  ^p^y  -  f  (^) 

ist,  so  geht  (15)  in 

dX       .  .         rf 


dt,  ^ti 


im    \ 

oder  in 

Über,  so  dass,   wenn  z  =  ia  gesetzt,  die  zugehörigen  Werthe  von 
Ih  P\y  i)  (Zi  för  2:  =  ga  mit 

l>(Sa);      1^1(5«),       q{ta),      (Zl(£a) 

bezeichnet  werden,  und  ausserdem  berücksichtigt  wird,  dass  nach  (11) 
ist, 

^"^  —  j/-8(T„)'"  'p'ifar  ■; 

wird.    Nimmt  man  nun  aber  beide  Seiten  der  Gleichung  die  Summe 
nach  a  fOr  a  =  1,  2,  .  .  .  2f»,  so  folgt 

und  wenn  man   berücksichtigt,  dass  tlf(g)  vom  2m^^°  Grade,  j)  und 
p,  vom  w**'",  q  und  gj  höchstens  vom  m  —  2^*",  also 

P  W  ffi  (^)  —  2  W  l>i  (^) 
höchstens  vom  2tn  —  2^<^"  Grade  ist,  also  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Partialbruchzerlegung     . 

ist, 

'"> ■■  iSpi.%)-"' 

und  somit,  wenn  mit  dl  multiplicirt  und  zwischen  den  Gränzen  00 
und  0  für  k  integrirt  wird, 

0 
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oder  nach  den  oben  gemacfaten  Äuseinandersetzuilgen 

o  =.  2  m 


('") ^Jv^-"' 


z' 


worin  der  Integration  s weg  durch  den  fQr  X  von  0  bis  oo  beliebig 
gewählten  Weg  und  die  von  X  abhängigen  Functionalausdrücke  von 
5i;  ^2;  •••  Sam  bestimmt  ist,  während  die  zu  jedem  f  gehörigen 
Werthe  von  ^-R(5)  durch  die  Gleichung  (16)  bestimmt  sind;  wir 
finden  somit,  (lass  die  Summe  von  2m  ersten  Integralen^  deren  obere 
Gränzen  dei'  Gleichung 

p^  -q^R  (4r)  =  0, 

deren  unleix  Gränzen 

genügen  y  worin  p  und  p,  beliebige  Functionen  vom  w**",  q  und  q^  be- 
liebige Functionen  höcJistens  vom  m  —  2^«»  Grade  sind,  und  deren  In- 
tegrationswege  in  unendlich  grosser  Mannigfaltigkeit  in  der  oben  be- 
stimmten Weise  ermittelt  werden,  den  Werth  NuU  liai. 

Gehen  wir  wieder  zur  Glcichimg  (17)  zurück,  um  aus  derselben 
das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter  Gattung  herzuleiten, 
welche  in  den  Punkten  c^  und  c^  und  zwar  nur  auf  je  einem  Blatte 
logarithmisch  unendlich  werden,  und  multipliciren  dieselbe  mit 

(c,--c,)(t„-c,j' 
so  ergiebt  sich 

dta  , 

und  ebenso 

_       B^R[Ct^__  dl  _^^t^  i<^r   {piU  gl  iig)  -    q  (tg)  Pt  (tg)    } 

(C,  -  C.ÜSa  -  Ct)  VBliJ  ~    V^'  da)  (^t  -  ^l)  (fa  -  C,)  "  ' 

SO  dass,  wenn  man  die  Summe  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  um 

_        dl 

(Sa  -  <^l^  (t«  -  <?«) 

vermehrt,  das  ganze  mit  einer  willkührlichen  Constanten  M  multipli- 
cirt  und  zu  beiden  Seiten 

dSg 

di 


N. 


hinzuaddirt,   worin  K  wieder  eine  willkührliche  Constante  bedeutet, 
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aus  der  über  a  von  1  bis  2w  genommenen  Summation  die  Gleichung 
hervorgeht 


(20) 2' 

a=  1 


(fo  —  Cl)   (Jo  —  C») 


a  =  2m 


I  w  —  z  m 

c.-c,'    „-^,         ¥'"{f„Ri;„-c.)" 


+ 


<-•*  -  "•     ^1 


^(JaXfa-Ct» 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  noch  bedeutend 
vereinfachen.    Denn  wenn  man  die  Function 

iff  (z)  (z  -  c) " 

Ib  Partialbrüche  zerlegt  ^  so  ergiebt  sich  offenbar 

p i^)  qt  W  -  Pi {£)  q{z)      " ^"  P (U  3i  (U  - Pi (ta)  q (U       i 


2 


a  =  l 

und  daher 


a=2m 


{9\\  PMq,(c,)—p,{c,)q(c,)  ^  \^  PiiJjiitJ^pAiJaiU  i_ 
^^  >(c,)'  ^ >'(t„)    " f„-c, 

a=  1 

und  ein  ähnlicher  Ausdruck^  wenn  C2  statt  Cj  gesetzt  wird. 
Femer  ist  nach  Gleichung  (19) 

und  es  geht  somit  Gleichung  (20)  mit  Berücksichtigung  aller  dieser 
Beziehungen,  wenn  ausserdem  nach  A  zwischen  cx>  und  0  integrirt 
und  das  in  C]  und  Cj  auf  je  einem  Blatte  logarithmisch  unendlich 
werdende   allgemeine  Integral   dritter  Gattung  zwischen  den  Gran- 

zen  ir«  und  Za  genommen,  mit  J^"]^  bezeichnet  wird,  in  die  folgende 
über 
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0 


0 


OD 

a  =2m       /  dl 


Nun  ist  aber 

I di'j^ i_  /_di^__i 

also 

./  (Ja  -  ci^  (f.  -  <•«)  °"  ci  -  ct  L  ^^  :„  -  ^J 

CO 

und 

ü 


r^A 


• 

/ 

1          j         ^a" 

^« 

4 

C| 

(23) M 


-  "dl 

„     ^  Tf«  -  c.)  (■?„  -  c,)" 

00 


""  C,  —  c,    ^8  \"(i",  —  C,)  (if, 


—  Ct)  ...  («2  m  -  gj)  (^l'-  «0  ('S/-  C|)  ..-  (4iii  -^l 

Ferner  ist^  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

_         _    2  [p  (c)^3,_(c)--jp,Jc)  g(c)]  J^:?!?)! 

(p  (c)  +  ip,  (c))«  -  (3  (c)  +  A  g,  (c))«  iJ  (c)     gl  -  ct 

«       V       ^    lo    P  (g)  +  ^Pi  (g)  -  (g  (g)  +  ^gi  (g))  ^  ^"(g) 
""  ^i-^«  ^^    ^^  P  (g)  +  ip,  (g)  +  (« (g)  +  Ag,(c))«K5w' 

oder  da 

*  (c)  =  (p  (c)  +  kp^  {c)y  -  (q  (c)  +  Xq^  (c))»  iJ  (c) 
ist. 

0 

o ,  X  2  3f  f ,  Ä  (c,)*  /  p  (c,)  g,  (c,)  —  pt  (c,)  g(C|)   ,  - 

^      '  g|    -  gf    -/  V»  (g|) 


c,—et 

uimI  obviiHO 


P  (c,)  +  IPi  (c.)  +  (q  (c.)  +  ij,  (c,))  t,  KiCM 

M    .      fp  (ci)  -  a  (c,)  t.  KSTcT)   p.  (c.)  +  g,(c,)  e. rwl       j 

-<i     ^\p(c,)  +  9(c,)f,KÄ(c,')     p,(c,)-«,(c,)t,KÄr«,")) 
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0 

^     ^  *  '  *   •  ^t  —  ^i    J  ^(<^) 

=  _■'''_  log  /^  ("^^  - « (<^^  *' ^^ ("»' .  ^'  fa^ + gl  (c.)  t. vrTc;) \ 

Ct-Cx     **  (p  (c.)  +  2  (c,l  f.  Kä  (c.)      P,(c,)-2,(c,)f,KR(c,)J  ' 
SO  dass  vermöge  der  Gleichungen  (23),  (24),  (25)  die  Gleichung  (22)  in 


a=:  Sm 


)  S^  J«"'  =       ■*'      loB  I  ^  ^''^  -  g  (C.>  t,  Fi?  (C.)      p  (C.)  +  q  (C)  *,  J^if  (C.) 

Pi  («i)  +  9i  (C|)  *i  VB\ci)  p,  (Ct)  —  q,  (c,)  t,  Kä  (c,)  ^ 


Pi  (ci)  —  2i  (Ci)  *i  Vli  (e,)  i>,  (c,)  +  3,  (c,)  «2  Kä  (c,) 

(£?!  -  C,)  (Zt  -  C,)  .  .  .  (^2  ^  —  C,)  (^/ -  C,HV  —  C,)  .  .  .  (4  ^  —  C,) 

(^i  --  c,)  lit-  c^)  ...  {z.^  „,  -  C,/(£ri' -  c,)  (;?,'  -  Ci)  . . .  (4  ^ 


übergeht^   worin  s^  und  €2  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeu- 
ten, oder,  weil  nach  (4)  und  (8) 

JOJC,)«  -  q(Cj)^  E  fC.)    ^    (2-1  ~  C|)  (^2  -  Cj)  .  .  ^(J^  ^  -  O 

>  (Ct)*"—  2  (c,)»  -R'Cc,)"        (^,  -  c,)  (2r,  —  d) ...  ^^2  ,^'  --  c,)  ' 

p^(c,)«  —5,  (c,^-«Ä(c,)  ^  (^i'-^2)  {^2'—  c,)  . .  .^j}„,  — ^) 
i^i  (Ci  )*  -  (?i  "(c, )«  B  (c,)        (^V  -  c,")  (Z2  ~-  c, ) '. . ."  (4'„^  —  c,) 
ist, 


.^       CiC'i'^  C 


und  €8  ist  somit  die  Summe  von  2  m  gleichartigen  dritten  Integralen, 
deren  untere  und  obere  Grämen  Losungen  der  Gleichungen 

p'  -  q'R  {Z)  =  0,         p,'^  ~  q,U{  (z)  =  0 

sind,  durch  einen  Logarithmus  ausgedrüekt,  dessen  Argument  aus  den 

Fundionen  piß),  Px{z)j  q{^),  (?i  i^),  Y Ii{z)  für  die  Funkte  c,  und 
€2  rational  zusammengesetzt  ist. 

Um  nun  die  entsprechende  Gleiphung  für  die  Integrale  zweiter 
Gattung  herzuleiten,  bemerke  man,  dass  man  aus  der  Gleichung  (27) 

für  die  Hauptintegrale  dritter  Gattung  /i^^"^,  die  sich  nach  der  drei- 
zehnten Vorlesung  dadurch  ergeben,  dass  man 

setzt,  die  Beziehung  erhält 

at=2nt  _ 

^1      '* ""  [P  (C2)  -  q  Ict) t2  Vb  (Cf)  Pi  (ci)  -  qi  (Ci)  «,  VS  (c, j J 

und  dass  nach  eben  dieser  Vorlesung  jedes  im  Punkte  Ci  algebraisch 

von  der  ersten  Ordnuniz  auf  einem  Blatte  wie  -  —  unendlich  werdende 

*^  Z  —  Ci 

elliptische  Integral  zweiter  Gattung  sich  in  der  Form  darstellen  lässt 
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-  M  ^[h.,^,  +  N  J , 
weim  J  ein  lutegral  erster  Gattung  bedeutet.     Daraus  folgt  aber,  da 

u=  1 

iät^  für  die  zwischen  den  Gränzen  zd  und  Za  genommenen  allgemeinen 
Integrale  zweiter  Gattung  if-p 


(29)  .  .     y  >>  =  -  1/  A  log  /  ^  (btzlS^  ^?M1, 

und  daher  die  Summe  {lieser  gleichartigen  2  m  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung,  deren  untere  taid  obere  Gränzen  Lösungen  der 
Gleichungen 

sindj  rational  zusammengesetzt  aus  den  Functionen  p  {z),  q  (je),  p^  (*), 

Ui  {^)>  y^i  (^)  "^*^'  deren  erste  Ableitufig  für  den  Punkt  c,. 

Da  ferner  früher  gezeigt  worden,  dass  man  durch  Differentiation 
des  zweiten  Integrales  Ec^  nach  dem  Parameter  c,  ein  elliptisches 
Integral  erhalt,  welches  in  c^  von  der  zweiten  Ordnung  algebraisch 
unendlich  wird,  so  wird  für  eine  Reihe  gleichartiger  Integrale  'Ec^, 
welche  in  *  =  c,  wie 

unendlich  werden,  nach  (29)  die  Beziehung  bestehen 


(30)  .  .  X^  'i^'*^  =  -  ^^"-^  lojr  /-^-^^— ?i^-i^-*'iS^^  l- 

Eine  nochmalige  Differentiation  nach  c,  würde  ein  elliptisches 
Integral  geben,  welches  in  z==  c,  algebraisch  von  der  dritten  Ordnung 
unendlich  wird,  und  wir  erhalten  daher  für  elliptische  Int^rale  "Ec^, 


welche  in  r  =  r,  wie 

^r  —  c,  ' 

unendlich  werden,  die  Gleichung 


if  .=:  i  m 


1.  =  i 

endlich   wini  sich  für  elliptische  Int^n^ale,   welche    in  js  =  Cj    alge- 
braisch von  der  A'  "  Ordnung  imendlich  werden  wie 

die  Gloichuiiij  orireWn 


Du8  Aberschc  Theorem. 


0 


Stellt  mau  diese  Resultate  zusammen^  so  folgt  uumittelbar,  dass; 
wenn  ein  elliptisches  Integral  Jy  in  z  =  c^  unendlich  wird  wie 


und  in  ;3  =  C2  wie 
und 


—  ^i  log  (3  —  C2), 


»a 


j'dj, = jr' 


'tf 


gesetzt  wird,  wenn  man  die  Gleichungen  (28)  bis  (32)  und  den  Um- 
stand berücksichtigt,  dass  nach  (19) 


ist, 

(33)  2  JT  =  A  log 


P(ct)  —  Q  (Ct)  ff  VB'Jct)    Pt  (c.)  -  Qi  (c,)  f ,  Vfi  (c,) 


- 1^,  4  *^ß 


P(C|)-g(C|)f.y^Jg(C|) 

.Pi(c,)  -(ri(c,)fiip^JB(c,) 


;>(c,)-7(f,)f,^j?(c,) 
.Pi(c,)-2i(c,)f,^-K(c,), 


7>,     cl'   I 


tfn, 


1.2..  .(»«,—  1)  de/"' 


log 


-  >   • 


.—  w», 


.—  w/. 


— //<, 


Bezeichnet  man  nunmehr  mit  J  ein  elliptisches  Integral,  welches 
in  6',  unendlich  wird  wie 

in  c.j  wie 

A^  log  (;»  -  cj)  +  i?,  (;?  -  f,r  •  +  C,  (r  -  c,)-  =*+•••  +  J/,  (r  -  f,)' 
u.  8.  w.,  endlich  in  c^  wie 

.4^  log  (£r  — Cr)  +  Br(z-C,y'  +Cr{z—C,)-'  +  "'  +  JA(^  ~  CVV 

SO  wird  sich  die  Summe  von  2m  solchen  gleichartigen  elliptischen 
Integralen,  deren  obere  Gränzen  die  Lösungen  c^,  z.,,  , . .  s^m  der 
Gleichung 

p'  —  q^  li  (z)  =  0 
and  deren  untere  Gränzen  £f/,  z.» ,  . . .  zim  die  Lösungen  der  Gleichung 

Pi'  -  a^  ii  (-^)  =  0 

sind,  worin  p  und  p,  beliebige  ganze  Polynome  w*'*""  Grades,  (/  und  q^ 
beliebige  ganze  Polynome  höchstens  vom  m  —  2**"  Grade  sind,  wenn  noch 

dJ 


'"-ß 
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gesetzt  wird;  zuerst  in  der  folgenden  Form  darstellen: 

a  :^  1  a=.l  a=l  a  =  l 

wie  aus  der  dreizehnten  Vorlesung  unmittelbar  hervorgeht,  wenn  «T*^ 

das  zwischen  ß"^   und   Za   genommene    elliptische   Integral    bedeutet^ 

welches  nur  in  e  =  Ci  und  0  =  C2  logarithmisch  unendlich   wird  und 
zwar  in  c^  unendlich  wie 

A^  log  (z  -  q)  +  JS,  (.-  -  c.r'  +  (7,  (^ -c,r *  + . . .  +  Jtf,  (5  -  c,)-"" 

und  in  Cj  unendlich  wie 

—  ^,  log  (^  — Co); 

wenn  J^^^  das  zwischen  Za  und  ;?a   genommene   elliptische   Integral, 
welches  in  z  =  C2  unendlich  wird,  wie 

(Ai  +  A,)  log  (s  -  c,)  +  ß^(ji-c,r  *-{-'■•  M,  {s  -  cj)-"" 
und  in  z^  logarithmisch  unendlich  wie 

-  (^1  +  ^2)  log (-2^—0 7 
u.  s.  w.,  e7|."^j  das  zwischen  Za  und  Za  genommene  elliptische  Integral, 

welches  in  s  =  Cv-i  unendlich  wird  wie 

(^,  +  -^2  H \-  A_l)  log  {Z  —  C,»i)  +  Br-l  (Z  —  Cf-i)"* 

und  in  z  =  c,  unendlich  wie 

—  (^1  +  .42  + [-  -4v-  1)  log  (if  —  Cr)  =  Ar  log  (i?  —  Cr)  , 

endlich  j|,^^  das  zwischen  s^a  und  ^a  genommene  elliptische  Int^ral, 

welches  m  z  ^^  Cv  und  nur  in  diesem  Punkte  algebraisch  unendlich 
wird  wie 

Br  {Z  —  Cr)-  '  +  Cr  {z  -  C.)"  *  H \-  Mr  (Z  -  C.)^""  • 

AVendet  man  nun  die  in  der  Gleichung  (33)  erhaltene  Beziehung 
auf  die  einzelnen  Integrale 

t(ö)      jKfl)  r(o) 

O  ^    j   d  ^    j    ,  .  .   ü  ^ 

an,  so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen. 


1 


Das  AJjel'sche  Theorem. 


11 


welche  Gleichung  die  allgemeinste  aus  der  Existenz  der  Gleichungen 

hervorgehende  Relation  zwischen  gleichartigen  elliptischen  Integralen 
enthält,  wobei  zu  beachten^  dass  der  Wertli  der  zu  den  einzelnen 
^-Werthen  gehörigen  Irrationalität  durch  die  Gleichung 

fest  bestimmt  war.*) 

Die  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  aber  noch  in  anderer  Form 
aussprechen.    Wählt  man  nämlich  2  m  —  1  Werthe 

•'l?  ^'11  •  •  •  ^2y/i— 1 

als  obere  Granzen  und 

als  untere  Granzen  beliebige  und  bestimmt  die  Constanten  des 
Ausdruckes 

i)  -  g  VM?)y 


*)  Es  iet  leicht  aus  den  Auseinandersetzungen  der  dreizehnten  Vorlesung 
zn  ersehen,  dass  man  auch  das  obige  elliptische  Integral  /  aus  v  Integralen 
cA|, «/(,...  /y  Yon  der  Beschaffenheit  zusammensetzen  kann,  dass  das  erste  in  q 
so  unendlich  wird  wie  J,  in  einem  beliebigen  anderen  Punkte  a  dagegen  wie 

—  ^,  log(^-  a), 

J%  in  Cf  so  unendlich  wie  /,  dagegen  in  demselben  Punkte  a  wie 

—  4ilog(r  — a), 

u.  8.  w.,  endlich  /,  in  c,  so  unendlich  wie  J',  aber  in  a  wie 

dann  wird  offenbar 

*^i  +  «^«  +  •  •  •  <^y 
in  Cf,  ett . . .  Cy  so  unendlich  werden  wie  J  und  wegen 

in  jp  =s  a  endlich  sein,  so  dass  es  sich  von  /  wiederum  nur  um  ein  Integral 
crater  Gattung  unterscheidet  und  daher  die  Form  des  Aberschen  Theorems  sich 
aach  darstellen  lässt  durch 


^^  log 


i>  (Cg)  -  (/  (c^)  ^e  ^^  (<^^) 


i>(Cn)-</(Cp)*pi^'Ä(C^) 


V'  "e 


1 


itf. 


CJ"^ 


m 


^^1.2...(w^—  \)^^  -Q 


-  log 


Vx{C^)-qx(c^)^aVH{C^) 
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deren  Anzahl,  wenn  p  vom  m*«"  und  q  vom  m  —  2**^"  Grade  ist,  von 
der  multiplicatorischen  Constanten  abgesehen,  2  m —  1  ist,  so  dass 

wird  für  ^  =  ^^j  x?^;  .  •  •  z^m  -  i,  also 

ebenso  jp^  und  q^,  so  dass 

für  ^  c=  ^,',  z^  j  ,  ,  ,  gim  —  1 ;  also 

so  werden  die  Gleichungen 

und 

j,,2  -  2,'  i?  W  =  0 

ausser  jenen  2  m  —  1  Grössen  noch  eine  Wurzel 

^2//i  resp.  :32  m 
haben  und  wenn 

(35) VR-w..) = ^-^^  v^wd  =  ^4?i 

gesetzt  wird,  so  werden  für  diese  2  m  Werthepaare  von  e  und  e  mit 
den  zugehörigen  Wurzelwerthen  "/R  (z)  die  oben  für  die  elliptischen 
Integrale  gefundenen  Relationen  statthaben,  d.  h.  es  werden  sich  jm 
2  m  —  1  gegebetien  Integrale  zu  einem  elliptischen  Integrale  zusafnmen- 
fassen  lassen  von  algebraisch  logarithmiscJien  Theilen  äbgesehai;  be- 
merkt man  nun,  dass  für  ein  gegebenes  Za  die  Grösse  }/li  {Za)  in  i^^ 
Gleichung,  deren  Coefficieuten  zu  finden  sind, 

P  (Za)  —  q  {iSa)   V~B~(Za)  =  0 

in  Bezug  auf  das  Zeichen  beliebig  bestimmt  werden  kann,  dass  sich 
ferner  die  Coefficieuten  als  Unbekannte  linearer  Gleichungen  rational 
aus  den  Werthen  

Z^y  Z^y  '  *  '  -2^2//*-!,  yH  {^i)}    •  •  •   ^ii  (^2m-l) 
^/,  Z2f  .  .  .  ^;/t~l,  ^R  (/i)i  •  •  •  r  -ß  (Äm  —  l) 

zusammensetzen  werden,  und  dass,  wenn  in  den  Gleichungen 

P  i-y  -  U  i^y  li  {^)  =  C{z  —  z,)  (z  —  z,)  ...iz  —  Ztr..  -  i)  (^  -  ^2«) 

ih{^y—(ix{^yii{^)=c,{p-z;){z-z^)...{z  —  zi,.^o{z^t^i.) 

z  =  0  gesetzt  wird,  sich 


(36) 


ergiebt,  worin 


^      _  p  (0)*  -  q  (0)»  B  (0) 

t/  «/|  ^2  •  •  •  "tm  —  1 

,,    _  P,  (0)'  -  gl  (0)'  ■»  (0) 

^1  *1    *t   •  •  •  *2in 
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■    P  (Ö),  P.  (0),  2  (0),  q,  (0) 
nach  den  oben  getroffenen  Bestimmungen  von 

abhängen;  so  folgt^  dass  sich  02  m  und  jsim  rational  durch 
ausdrücken  und  dasselbe  giU  vermöge  der  Gleichungen  (35)  für 

VRj^Trn)    und    /B(/2„^, 

so  dass  hierdurch  das  früher  fllr  zwei  elliptische  Integrale  ausge- 
sprochene Additionstheorem  verallgemeinert  ist. 

Die  oben  ausgeführte  Bestimmung  der  üoefficienten  von  p  und  q 
bleibt  jedoch  nur  so  lange  möglich^  als  die  Grössen 

^1  ;  •  •  •  ^2m  —  1 ;    Uud   Z^   ,  ...  Z^m  -  1 

resp.  untereinander  verschieden  waren,  da  nur  dann  so  viel  verschie- 
dene lineare  Gleichungen  sich  ergeben,  als  unbestimmte  Coefficienten 
in  p  und  q  eintreten.  Sind  jedoch  ll^  der  xr-Grössen  gleich  0^^  ^^ 
gleich  e.^j  . . .  ii,r  gleich  Zry  so  dass 

i^i  +  1^2  + h  i^r  =  2m  —  1 , 

ebenso  ft,'  der  /  Grössen  gleich  j?,',  ^l^  gleich  jer./,  ...  /t/  gleich  0»,*) 
so  dass 

f*i'  +  1^2  H +  i^«'  =  2m  —  1 

ist,  so  bestimme  man  eine  ganze  Function  2m  —  2***"  Grades  f{0)  so, 
dass  für 

0  '''^  *  1  7    *  ^^^  ^'>  f   •  •  •  0  ^^  0r 

diese  Function  sowohl  als  respective  ihre 

i^i  —  1>  1^2  —  1;  •••  i^r  —  1 
ersten  Ableitungen  dieselben  Werthe  haben  als  für  eben  diese  Argu- 
mente die  Function  }/li  (0)  und  die  eben  so  hohen  Ableitungen  dieser 
Grösse.    Diese  Aufgabe  ist  vollständig  bestimmt,  da  der  Werth  von 

YR  {e)  also  auch  der  aller  Ableitungen  für  jene  Specialwerthe  als 
fest  gegeben  vorausgesetzt  wird,  und  die  Function /'(^r)  2m  —  l  Con- 
stanten besitzt,  welche  sich  durch  die  vermöge  der  Identiiicirüug  jener 
Functional werthe  und  ihrer  Ableitungen  sich  ergebenden 

i^i  +  f*i  H h  /*r  =  2m  —  1 

Gleichungen,  welche  linear  in  jenen  2m —  1  Constanten  sind,  ein- 
deutig bestimmen  lassen.  Ist  nun  jene  Function  f{0)  gefunden,  wo- 
bei wieder  zu  bemerken,  dass  die  Coefficienten  rational  aus 

^,,  ...0r,  yiiißx)  ...yji{0r) 

zusammengesetzt  sind,  so  wird  die  Function 

*)  wobei  voraasgesets^t  wird,  dass  keiner  der  vielfacben  rWerÜie  ein  Nnll- 
werth  des  Polynoms  E  {z)  ist. 
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durch 

theilbar  sein  und  sich  somit 

(37) f  {zy  -  n  {8>,  ^  ^  {z)  ti  W 

ergeben.  Ist  nun  p  {z)  eine  Function  m^*"  und  q  {z)  eine  Function 
m  —  2^<^"  GradeS;  die  zusammen  2m  Constanten  haben^  so  wird  man 
die  Fimctiou 

so  bestimmen  können,  dass  dieselbe  für  z=sz^  nebst  ihren  [ii  —  1  ersten 
Ableitungen,  für  z  =  z^  nebst  ihren  ^l^  —  1  ersten  Ableitungen,  endlich 
für  z  ==-  Zr  mit  ihren  i^r  —  1  ersten  Ableitungen  verschwindet,  welche 
Bestimmung  wieder  2  m  —  1  Gleichungen  liefert,  deren  rechte  Seiten 
Null  sind,  so  dass  vrieder  von  der  multiplicatorischen  Ck)nstanteu  ab- 
gesehen die  Functionen  p  {z)  und  q  {z^  vollständig  bestimmt  sind  und 

(38) 1»  (^)  -  2  (^) /■(*)  =  V  {z)  ^2  iß) 

oder 

\P  (-')  -  <1  («)  /■(«)]  [P  («)  +  2  (^)  fiß)]  =  *  {e)  i>i  is) 
oder 

P  (sy  -  q  (,ey  f  {ey  ^  n>  {e)  ^,  {e) 
wird,  welche  Gleichung  vermöge  (37)  in 

(39) pigy-  q{zy  B{z)^t  (z)  %  (ß) 

Übergeht,  worin  %  {/)  wieder  eine  ganze  Function  von  z  bedeutet;  da 
aberp(^)2  vom  2m**»,  q{zyB{z)  vom  2(m-^2)  +  3oder2(m— 2)+4'" 
Grade  ist,  so  folgt,  dass  %  {z)   vom  ersten  Grade  ist,   und  es  wird 

daher,  wenn 

j^{z)^C{z  —  Zt^) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  (39)  in 

(40)  p {zy  —  q {zY  li {z)  =  G{z - z,f'  {z  -  z^^ ...{z- ZrY' (r -  tt.) 

übergehen.     Ausserdem  war  aber 

f{ea)  =  VB\i„) 
und 

V  M  -  q  i^a)  f  ißa)  =  0 
d.  h.  es  wird 

(41) y'^'^'^^-'M' 

und  ebenso  wird  man  eine  Function  m^^^  Grades  jpj  {z)  und  eine 
Function  m  —  2**"  Grades  vollständig  bestimmen  können,  welche  den 
Gleichungen 

(42)  p^{zy  -  q,{sr-Ji{z)==C\{z-z^T\3-e.;T'-{'>-'':T'  (^-^) 

und 

<^> '''*'('•■» -:7i8 


Das  Abel'sche  Theorem, 

m,  und  dies  sind  wieder  die  hinreicliendeD  Bedingungeu  für 
I  Bestehen  der  obigeu  Integralrelationen,  so  dasa  eich  wieder  die 
I  —  [  zum  Tlieil  gleichen  Integrale,  iudein  die  oberen  und  unlereii 
Änr^n  zu  gleicher  Zeit  zum  Theil  Übereinstimmen,  sich  i 
Igebraisch  Itigarithmischeu  Theile  abgesehen  zu  einem  neuen  gleich- 
rtigen  Integrale  zusammensetzen,  dessen  Grunzen  und  Irrationalitäten 
lieh  offejibar  wieder  aus  den  Gninzen  und  Irrationalitäten  der  2»»  —  1 
rgebeiiL'U  Integrale  rational  zusammensetzen,  und  wobei  zu  bemerken, 
I  der  hinzukommende  algebraische  Theil,  wie  früher  allgemein 
cz«i({t  worden,  eine  rationale  Function  der  Hränzen  und  Irrationali- 
1  der  gegebenen  2m  -—  l  Integrale  ist,  und  der  Logarithmus  als 
jr^gument  eine  ebensolche  Function  enthält. 

Der  Fall,  in  dem  nicht  wie  Yorher  eine  ungrade  Anzahl  gleich- 
rtiger  elliptiBcher  Integrale  zu  einem  ebensolchen  Integrale  zu  ver- 
inigen  ist,  sondern  eine  grade  Anzahl,  lässt  sich  leicht  auf  den  vorigen 
lUI  xiirackftibren.     Denn  sei 


f*i  +/»*H !-(*'  = 


,  2  Hi  , 


t  (--)  -  (.  -  ,-,)'■  {!~!,f  ■...{!-  .,)'■' 

i,  SU  setze  mau,  wenn  «  irgend  eine  Losung  von  Ji  (s)  =0  ist, 

Vi  {z)  =  t  (-')  (2  -  ß) 

)  dasa  i(>,  (5)  jetzt   wieder  ein  Polynom  unpaaren  Grades  und  awar 

Dm  2m  -|-  1""  (irade  in  ?  ist.    Bestimmt  man  nun  genau  nach  den 

Driier  angegebenen  Itegeiu  p  als  Polynom  des   m  -|-  1""   und  q  als 

totynom  dea  »1 —  l'""  Grades  so,  dnss 

p  {-y  - 1  (-')'  /i  w = t'.c.  iß) .  (^  -  rv™+.) 

p  wird,  weil  die  rechte  Seite  durch  z — u  theilbar  ist,  auch^C^) 
D,  Dcd  wenn  man  somit 

etzt,  80  wird  sich 

14)  .  .   (g-a)P  (s)»  -  Q  (nr  ^^'l  =  C«  (e)  (£  -  ^„„  + ,) 

iD,  woraus  nieder,  wenn  £  =  0  gesetzt  wird,  s^n  +  v  sich  rational 

I  gf, fi»  und   den  zugehörigen  Irrationalitäten  ergiebt.     Macht 

lan  dasselbe  für  ;>,  und  7,,  indem  mau  dieselbe  untere  Gränze  a 
inuifilgt,  90  wird  sich  das  hinzugetretene  Integral  wegen  des  'An- 
tmmeiifallens  der  unteren  und  oberen  Gränze  herausheben,  nnd  es 
ird  dio  Summe  von  2  m  Integralen  zu  einem  einzigen  vereinigt  sein. 

Wir  knüpfen  endlich  hieran  die  AusdrQcke  für  die  elliptischen 
bnctioiien  einer  Summe  von  beliebig  vielen  Argumenten  durch  die 
lliptischen  Functionen  der  einzelnen  Ai^umcute. 

Sei  li  irj  vom  dritten  Grade  in  5  in  der  Form  gegeben 
Vf  (.')=4j(I  -z)(l  ^l-:'s), 


(40) Z^m 
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so  wird,  wenn  mit  Benutzung  der  früheren  Bezeichnung 

/tj  -f-  /*2  +  • '  •  +  ^»^  "^^  2w 1 

eine  ungrade  Zuhl  ist^  zur  Addition  der  entsprechenden  Integrale  die 
Gleichung  (40)  zu  bilden  sein 

(45)    i,{zJ-ci{z)''n{ß)  =  C{z-z,T{.^-^^'-\^ 
aus  welcher  sich,  wenn  ;?  =  0  gesetzt  und  berücksichtigt  wird;  dass 
jp  {z)  vom  w*<*",  g  {z)  vom  m  —  2^«"  und  iJ  (£?)  vom  3**^"  Grade  ist,  und 
der  Goefficient  des  höchsten  Gliedes  in  j)  {z)  der  Einheit  gleich  ge- 
setzt wird, 

=   _  J'  W«_  _ 

und  dazu  gehörig  nach  (41) 

<«) ''i' »  -  '(£:' 

ergiebt.    Wenn  man  ferner  sämmtliche  Werthe  si  als  untere  Gränzen 
der  Integrale  gleich  Null  wählt,  so  dass  in  der  Gleichung  (42) 

v^  {^f  -  </.  w'  -R  (»  = ''-''.  (^  -  Kf'"  (^  -  -^.T''  (^  -  4«) 

/)j  (js:)  und  q^  (z)  so  zu  bestimmen  sind,  dass 

^j'  =  ^.y  =  .  .  .  ^/  =  0 

sein  müssen,  so  wird  ans 

p,  {zy  -  </,  (^)2  JJ  (;f)  =  C,  /"  -  •  (^'  -  ;ei„. )  , 
leicht 

folgen,  also  z^m  =  0  sein  müssen,  während  die  zu  allen  unteren  Granzen 
gehörigen  Irrationalitäten  offenbar  ebenfalls  verschwinden  müssen. 
Setzt  man  aber  die  Integrale 

/•  dz  ^  ^  r  dz _ 

J  2Vz{\—  z)  (1  -  A«r)         '^  '   '     '  J  2  //£r(l  -  üt)  (f— i«  ^r)  ~  *''"' 
ü  u 

also  nach  Früherem 


Hm 


f 


d. 


-   -  =    -  *Wi  t?,  —  m.y  r.,  —  —  —  nir  fv  • 


u 

SO  ist  bekanntlich 

z^  =  sin^  am  v^y  , . .  Zr  =  sin^  am  Vr,  z%m  =  sin^  am  (w,  Vj  +  Wj  V2  -| f"  **•»•  ^ 

und  es  wird  somit  in  Folge  der  Gleichung  (46)  die  Relation  bestehen 

(48)  sin  am  (m,  v,  +  w..  t?.,  +  •  •  •  +  m^  iv)  =  H -£-l?Z 

worin  das  Zeichen  durch  einen  speciellen  Fall  zu  bestimmen  ist; 
wesentlich  ist,  zu  bemerken,  dass  p  (0)  rational  aus  ^u  z^y  .  .  .  xr^  und 
den  zugehörigen  Irrationalitäten,  d.  h.  rational  aus 
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sin'  am  t7] ; . . .  sin'  am  Vr,  sin  am  v^  cos  am  t;,  ^  am  i;) ; . . .  sin  am  Vr  cos  am  Vr^^m  Vr 

zusammgesetzt  ist. 

Setzt  man  ferner  in  (45)  z  =  1 ,  so  folgt,  weil 

1  —  Za  =  cos'  am  Va 
ist, 

(49)   cos  am  (Wj  r,  +  m,  t;.^  H ^.  m^  Vr)  =  + ^-^J,| ■,      , 

cos  am    r,  coa  am   t»,  •  •  •  cos  am  '"  iv 

und  endlich,  wenn  ^  =  u  gesetzt  wird, 

•jpG.)*^'" 

J  am*"'  t?|  iJ  am  't»,  •  •  •  Jaa/*"  v 


(50)  z/ am  (mjVj  +  m^VjH \- mrVr)=±        ^^  ^^  ^ 


Ist 

^l  +   ^2  H h  ^r 

eine  grade  Zahl,  so  leitet  man  die  entsprechenden  Formeln  für  die 
elliptischen  Functionen  einer  Summe  von  Argumenten  unmittelbar  aus 
dem  vorigen  Falle  her,  i|idem  man  ein  Argument  yerschwiuden  lilsst 
oder  auch  aus  Gleichung  (44),  indem  man  dort  z.  B.  als  Lösung  a 
des  Polynoms  R  {z)  in  unserm  Falle  a  =  0  nehmen  kann,  und  dann 
wieder  unmittelbar,  indem  man 

-2:  =  0,  1,  l^ 
stützt,  die  drei  Ausdrücke  in  einer  der  obigen   analogen  Form  erhält. 


ltOnig«berger,  tUipt.  I'anct.  II. 


I 


Zweinndzwanzigste  Vorlesnng. 

Das  allgemeine  Transformationsproblem. 

Nachdem  wir  in  der  letzten  Vorlesung  gesehen^  dass  einer  trans- 
cendenten  Beziehung,  nämlich  einer  additiven  Verbindung  gleichartiger 
elliptischer  Integrale,  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den  oberen 
und  unteren  Gränzen  jener  Integrale  entsprechen  kann,  wollen  wir 
nunmehr  allgemein  die  Bedingungen  dafür  untersuchen,  dass  für  eine 
additive  Beziehung  beliebiger  gleichartiger  und  ungleichartiger  ellip- 
tischer Integrale,  algebraischer  Functionen  der  Integralgränzen  und 
Logarithmen  von  solchen  algebraischen  Functionen  dieser  Grössen 
algebraische  Beziehungen  bestehen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  allgemeinen  elliptischen  Integrale 
in  der  Form 


J F (^r,  j/Rl^))  dz  =JFds 


schreiben,  indem  wir  die  untere  constante  Gränze  des  Integrals  nicht 
ausdrücklich  bezeichnen  und  unter 

F  {z,  ymi))  =  F 

eine  rationale  Function  von  e  und  }/R  (js)  verstehen,  wo  wir,  ohfle 
die  Allgeraeinheit  zu  beschränken,  das  Polynom  JB  (z)  in  der  Normal- 
form 

B  (z)  =  (1  ~  S!^)  (1  —  ¥g^) 

voraussetzen  dürfen,  da,  wie  früher  gezeigt  worden,  durch  eine  lineare 
Substitution  die  eine  Form  in  die  andere  umgesetzt  werden  kann. 

Sei    also   die   zwischen    (i   elliptischen    Integralen    stattfindende 
Relation 

i,V)JF,ds-\-JF^dZ'\ \'JF^dz  =  u  +  Ä^\ogv,+A^\ogv.,'\->''+J^W^^ 

worin  Fa  eine  rationale  Function  von  z  und 

n,  i\j  ?;.,,  .  .  .  tv  algebraische  Functionen  von 
und 
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imaiit«n  siud;  wir  nehmeu  au,  dass  znischeit  den  GrSsseii  z„  :.., ...  e^ 
viel  algebraische  Beziehungen  stattfiudeu,  dasG  uur 

Ton  einander  unabhängig  bleiben,  und  bringen  dann  die  Gleichiiugen 
{1)  auf  die  fc'onn 

(2) Jpy  'i--  +Jt-\  <iz-{.---  ^Jf,..  d, 

>+•  > 

-J  F„  +  ,,h J  J;  d2  +.H  +  A^  log  v,-\ 1-  -^v  'og  ".. 

welcher  Hf,  s.^,  ...  b„  unabhängige  Veränderliclie  und 
^™  +  [.  ...  Äp,  H,  r, ,!■,,..  .  V, 
algebraische  Functionea  dieser  GrÖKseu  sind. 

Vor  allen  Dingen  ist  leicht  zu  sehen,  das»   es  eine  algulirniache 
Function  /  der  Grösaeu 

£■,,  f.j,   .  .  .  S„. 
pebt,  so  beschaffen,  dosa 

«»+,,...  r^,  «,  r„  r,,...v„  /Ä,„  +  ,  (r,„ +  ,)»...  KÄ7(^ 
liOQftlc  Functionen  Yon 

(,  r,,  z.„  ...  e„,  yit,  {s,),  VK(h),  •  -  •  ViÜ^~^) 
Dil.     Dann  bildet  mau 
[S) /  =  a„,  +  ,  «™  +  ,  +^-  -  +  o^  r^  +  bu  +  r,  r, 

+  ...  +  c.v,  +  (/,,+.  f^«™+r"(^,„;i)  +  ---  +  'i^  v'ii>.  M, 

irorio  die  a,  6,  c  allgeoieine  Constanten  sind,   so  kann  mau   diese 
eine  lineare  t^nction  der  Lösungen 


,,  ...  e^,u,v„  ...  V,,     /fl-.  +  ,  i>,„  +  ,),  -  . .  VJi„  \y„) 
r  algebraischen  Gleichung  au&sseu,  deren  Coefficieiiteu  rationale 
Punctionon  von 

Zyy      H-l,      ...      Sm 

ind,  und  die  man  erhält,  wenn  mau  all'  die  algebraischen  Gleichungen 
nit  einander  multipUcirt,  dereu  Lösungen  die  Grössen  Zm  +  i,  ■  ■  ■  ^in 
I,  r,,  ...  Vi.,  ;/ii,„  +  ,  (£„4i),  ...  yS^iZf,)  sind,  welche  als  alge- 
braische Functionen  vou  £|,  ...  g„  Vorausgesetzt  wurden.  Bildet  man 
»W  DUii  eine  Reihe  anderer  linearer  Functionen  von  der  Form  (iij,  so 
u  man,  wie  ein  bekannter  Satz  der  Algebra  lehrt*),  alle  diese  ratio- 
Dalen  äfanlicheu  Functionen  rational  durch 
e, ,  tj,  .  .■-  e,n  und  t 

'  *|  Zwei  Uinliclio  FuncliMien  der  Wurxdn  einer  Oloichung  nennt  mau  iwci 
mIcIm  Ponotionen,  die  eich  bei  eiuer  Permiitation  iler  Wuneln  xu  gleicher  Xeit 
il*d«ni  tind  nirlit  Undeni,  so  dam,  weil  die  oben  mit  iillgeiueinea  Coeffioieul«n 
'cl>ildet«n  linearen  Functioneu  oireubar  lüese  l^igcroacbufl.  UnlieQ,  die«i'1hen  als 
UinUuUe  funrtionoD  tu  baUncliten  sind,     Müu  urkenot  die  Ricbügbeit  des  oben 
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ausdrücken^  und  wenn  man  somit  soviel  lineare  Ausdrücke  herstellt, 
als  die  Anzahl  der  Grossen  * 

ßm  +  U    .  .  •    ^fi  f    W,    V^,    ...    Vv,    j/Bm-^l  (^m+l);    •  •  •    V^ifi  {^fi) 

augeführten  Satzes  unmittelbar  aus  der  Ueberleg^ng,  dass,  wenn  man  eine  andere 
ebenso  gebildete  lineare  Function  der  oben  bezeichneten  Grössen  mit  tf  be- 
zeichnet und  die  Anzahl,  für  alle  Permutationen  der  Lösungen  jener  algebnuscbeo 
Gleichung  verschiedenen  Werthe  von  t  und  ti  mit  (a  bezeichnet,  die  Ausdrucke 


t?  +     t? 

Al^*Al)     ,    ,(S)'   (i) 
'        «1     "T  •         *l 

—  «0 

in  welchen 

,f  +  ...  +  ,<e><^-' 

«"*' 

^l 

-%-i. 

(1)       (i)  («)        (I)       (-2)  (/*) 

*       »•        »•..»        >*!>*!    **••*! 

die  vordchiedenen  Werthe  der  i-  und  ti -Function  bezeichnen,  als  rationale  sjrm- 
metrische  Functionen  der  Lösungen  der  algebraischen  Gleichung,  zu  denen  aoch 
die  Grössen 

gehörten,  sich  rational  durch  die  Coefßcienten  dieser  Gleichung  also  rsüoi»] 
durch  die  Werthe 

-1»  »-Si   •  •  •   *'m 

ausdrücken  lassen.  Multiplicirt  man  nun  die  obigen  Gleichungen  mit  den  nnbe- 
stimmten  Oot^fKcienten 

und  setzt 

91')  =  '^""  +  ip_i  **"'  +  •••  +  ^1  ^  +  lo, 
so  folgt  durch  Addition  der  resultirenden  Gleichungen 

/"  f  {»'"^  4-  'f  V  U'*'^  +  •  •  •  +  tT  9  (*''')  =  i.  «.  +  1.  «.  +  •••  +  i,- ,  ''.-•+^-' 
und  wenn  die  l  so  Itestimmt  werden,  dass 

i»t,  so  wünle  sich 


y(t\ »7    =     ^      ■    ■       ■     ■    ■        -       -    -^--S-" 


ergaben.    IWiuerkt  man  aWr,  da»  die  Gleichong 

Ru  i'oeftXoieuten  oflfenbar  wieder  rationale  Functionen  von  ^i,  jsrt»  •  •  •  'm^*^^ 
fen\er  nach  den  Gleichungen  (cr^ 

ut .  mul  sonüt  iti<«  i\'K>fKoienton  TOn  ip  {f'  oder  die  1  rational  aas 

r,,  ^.  .  . .  r^  und  ('"^ 
5\)samuieiigt'set4t  sind,  «s\>  erijiebt  «ich  au»  ,ß)  onmitteibar,  dass  tj*' ebenfcl» 
rational  ;iu«  die^ni  l«r5i^Mi  nisammengesetit  ist,  and  damit  ist  die  Ricbtigk«» 
den  oben  su  Hülle  i;it^«omwenen  Satres  erwiesen. 
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7. 


betragt,    so  wird    mau  mit  Hülfe  dieser  liuearen  Gleichuugeu   jede 
einzelDe  dieser  Grössen  rational  durch 


ausdrücken  können.  Denkt  man  sich  nun  die  die  algebraische  Function 
i  definirende  Gleichung  in  Factoren  zerlegt;  deren  Coefficienten  nicht 
bloss 


'1 ;  ^ii   •  •  •  ^"< 


sondern  auch 

enthalten  dürfen  und  den  irreductiblen  Factor  herausgewählt  und 
gleich  Null  gesetzt 

(4) F=0, 

der  i  zu  einer  seiner  Lösungen  hat,  so  dass  t  nicht  mehr  die  Lösung 
einer  Gleichung  niederen  Grades  sein  kann^  deren  Coefücienten  eben- 
falls rational  aus 

^„  e^y  ...  z,^,  /5i~(^),  l/B^{i^,  . . .  V^m  (Ü) 
zusammengesetzt  sind,  so  werden  nunmehr 

rationale  Functionen  von 


Z^y      ...      Stuy     y  J-*>{     \Z^J,      .    .    .       y  li,n    \Z,n) 

und  der  Lösung  t  der  irreductiblen  Gleichung  (4)  sein.  DifFerentürt 
man  die  Gleichung  (2)  total,  indem  man  z^y  z^y  ...  z,n  als  unabhän- 
gige Variable  betrachtet,  so  wird  man  eine  Gleichung  der  Form 

(5) P,  dz,  +  P,  dz^  +  .  .  .  +  P,,  dz,n  =  0 

erhalten,  in  welcher  nach  dem  Obigen 

P     P  P 

als  rationale  Functionen  von 

ty  ifj,  .  .  .  z,n,  ya,  {z^)y  . .  .  y Ii,n(z„,) 
betrachtet  werden  dürfen,"")  und  es  wird  sich  als  unmittelbare  Folge 
^on  (5) 
<6) P,  =0,  P2  =  0,  ...  P„,  =  0 

ergeben.  Da  nun  die  einzelnen  Gleichungen  (6)  als  Gleichungen  in  t 
aufgefasst  werden  können,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 

♦)  da  z.  B. 

•**  +  *  ^         >  +  ^  ;)*  ^. 


ist  ood  einerseits  z^^  ^  ^  rational  von 

^bhftogt,  andererseits  z^^^^  dnrch  eine  algebraische  Gleichung  mit  z^^z^^ , ,,  z^ 


m-fl 
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sind,  und  die  Gleichung  (4)  irreductibel  war,  so  müssen  nach  einem 
aus  der  Definition  der  Irreductibilität  der  Gleichungen  unmittelbar 
entspringenden  Satze*)  sämmtliche  Lösungen  der  Gleichung  (4),  welche 
wir  jetzt  mit 

bezeichnen  wollen,  unter  welchen  das  frühere  t  mit  enthalten  ist,  den 
Gleichungen  (6)  genügen.  Da  nun  aus  den  Gleichungen  (6)  die  Be- 
ziehung (5)  unmittelbar  folgt,  so  wird  auch,  wenn  man  die  zu  ^a  ge- 
hörigen Werthe  von 

nach  den  früheren  rationalen  Functionalbeziehungen  zwischen  diesen 
Grössen  und  den  Grössen 

t,    Z^j    ...    Z,ay    /JB,  (^,),    .  .  .    yRtn  i^m) 

bestimmt  und  mit 

bezeichnet,  für  diesen  neuen  Grössencomplex  die  Gleichung  (2)  gelten 
müssen,  und  wenn  man  daher  die  so  entstehenden  d-Gleichungen 
addirt,  die  Beziehung  erhalten 

(7) Ö  I  J>,  dz  + />,  rf«  +  .  .  .  +y>,„  dz\  = 

-2  JF^n  +  nh-^  h\„  +  ,dz 2  /^'A.rf^^ 


f 

«=^1  «  =  1  a=zi 


Beachtet  man  nun,  dass 
eine  rationale  symmetrische  Function  von 

ist,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  jsti  ,  j^o»  •  •  •  ^«> 
j/JKi(^,),  ^Jij  (^2);  •  •  •  yi^mi^m)  sind,  und  die  sich  somit  rational 
durch  die  Coefficienten  derjenigen  Gleichung  ausdrücken  lägst,  deren 
Lösungen  jene  Grössen  sind,  dass  daher 

a  =  d 
a=l 

eine  rationale  Function  von 


*)  wenn  eine  irreductible  Gleichung  mit  einer  andern  algebraischen  Gleichung 
irgend  eine  Lösung  gemein  hat,  so  hat  sie  alle  mit  ihr  gemein. 
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^U   ^2;    •  •  •   ^m,     /ÄlT^'i),    V^iß^)y    V^J^m) 


ist;  dass  ferner 


»  *^X  X  X 


sich   ebenfalls  aus  denselben   Gründen    rational   durch  jene  Grössen 
ausdrücken  lässt;  dass  endlich  die  Summe  der  elliptischen  Integrale 


2/ 


Fm+ndZ 


dich  nach  dem  in  der  letzten  Vorlesung  behandelten  Additionstheorem 
durch  ein  gleichartiges  Integral  ersetzen  lässt,  dessen  obere  Gränze 
sowohl  als  auch  die  zugehörige  Irrationalität  sich  rational  und  sym- 
metrisch aus 

^m  +  xJ    '''^,n+Mf      »^^m  +  xW,  +  x/»    '••     '^  ^S«  +  x  V%i  +  x/ ^ 

also  als  rationale  Function  von 


darstellen  lässt  ^  von  einem  algebraisch  -  logarithmischen  Theile  abge- 
sehen, dessen  Zusammensetzung  dieselbe  ist,  so  dass,  wenn  wir  die 
oberen  Gränzen  der  resultirenden  elliptischen  Integrale  mit 

bezeichnen,  die  Gleichung  (7)  die  Form  annimmt 

(8) d  j JV,  äz  -\-Jl\dz  +  •  •  •  +J'F„,dz\ 


f,dz 


=  —Jf.„  + ,  dz  -Jf„,  ^idz j  F, 

+  0-+  I?,  log  F,  +  .  •  •  +  B^  log  Fj, 

worin  die  von  den  elliptischen  Integralen  herrührenden  algebraisch- 
logarithmischen  Theile  mit  den  u  und  v  vereinigt  sind.  Man  sieht 
hieraus^  dass,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  dadurch  hrfricdigcn  Jcann, 
dass 

algebraische  Fundionen  von  jer, ,  Z2,  ...  Zm  sind,  man  die  Gleichung 
(8),  deren  linke  Seite  das  d- fache  der  linken  Seite  von  (2)  und  deren 
rechte  Seite  dieselben  elliptischen  Integrale  nur  für  andere  obere 
Gränzen  enthält ,  dadurch  muss  befriedigen  könnai,  dass 

j£iH -^ly    2^4»,    ...    Zfiy       yRm^i(^Zm-\-l)y      K  ^^m  +  2  (An  +  2)  ?    .••    V  ^^H  {Zf^)  j 

rationale  Functionen  von 


24  Zweiundzwanzigste  Vorlesung. 

sind.  Aber  es  lässt  sich  auch  umgekehrt  leicht  sehen  ^  dass,  wenu 
luan  die  Gleichung  (8)  vermöge  rationaler  Beziehungen  befriedigen 
kann;  sich  daraus  auch  immer  eine  algebraische  Beziehung  für  die 
Form  der  Gleichung  (2)  herleiten  lässt;  denn  dividirt  man  die  Glei- 
chung (8)  durch  d,  so  wird  sich  jedes  der  Integrale  der  rechten  Seite 


^m  +  a 


IJ 


F,„^adz 

von    algebraisch -logarithmischen  Theilen   abgesehen    in   ein  anderes 
von  der  Form 

F„,  +  a  dz 

umsetzen  lassen,  in  welchen  Zm\-a  und  jf/jB«,^.«  (^w  +  a)  algebraische 
Functionen  von 

Z,n  +  a    UUd    yBrn  +  ai^m  +  a), 

also  auch  von 


sind,  wie  leicht  daraus  zu  ersehen,  dass  nach  dem  Abel'schen  Theorem 
der  Gleichung 


d  I  Fm  +  udz  =  /  Fm  +  adz  -}-  algcb.  logarith.  Theile 


dadurch  genügt  werden  kann,  dass  Z,n+a  und  j/Rm+a{Z,n^a)  ratio- 
nal durch  Zm-h«  und  j/Bm-ha{^m+a),  also  Zm+a  algebraisch  durch 
Zm^a  ausgedrückt  sind. 

Wir  können  die  Reduction  des  Problemes  jedoch  noch  weiter 
führen.  Zuerst  ist  ersichtlich,  dass  man  von  den  m  von  einander 
unabhängigen  Grössen  Zi,  Z2,  »  .  .  Zm  wi  —  1  dieser  Grössen  gleich 
den  unteren  Gränzen  setzen  kann,  so  dass  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (8)  nur  ein  solches  Integral  stehen  bleibt,  und  dass  um- 
gekehrt, wenn  jedes  der  m  Integrale  sich  in  der  verlangten  Weise 
transformirt,  die  Zusammensetzung  aller  dieser  Beziehungen  eiue 
Gleichung  von  der  Form  (8)  liefern  wird,  so  dass  wir  somit  die 
Untersuchung  nur  auf  den  Fall  zu  beschränken  haben,  dass 

^1  »m  +1  ^m  +  2 

(9) öJf,  dz  =  -fF,n+  1  d^   -fFrn-^2  dZ 

/V; dz+  U+Bi  log  r^'\ +  B^ log  Yf 

ist,  worin 

^  bm  +  1  j    fem  +  2  j    •  •  •    £^  j 

}/Rm  4- 1  (Sm  +  1)  ;      K  ^m  +  2  (5m  +  2)  ,    ...    V  Bft  (tft)  f      U,      Vy,   ...    ^C 

rationale  Functionen  von  Zy  und  ^ü,  {z^)  sein  sollen. 
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Da  die  DiflFerentiatiou  der  Gleichung  (9)  nach  z^  eine  Gleichung 
von  der  Form 


(10) p  +  <2  /  jf ,  (^,)  =  0 

liefern  würde,  wo  P  und  Q  rationale  Functionen   von  z^  sind,   weil 
alle    Grössen   iler    rechten    Seite    rationale    Functionen    von    z^   und 

j/Ji,  {z^)  sind,  und  die  Gleichung  (10)  wiederum  die  Gleichung 

(11) p  -  <2 /^TCiT)  =  0 

nach  sich  zieht,  da  P  und  Q  für  sich  verschwinden  müssen,  so  wird 

aus  (9)  sich  eine  analoge  Gleichung  herleiten  lassen,  wenn  —  j/JJj  {z^) 

statt  yiii  {z^  gesetzt  wird. 

Mögen  für  diese  Substitution  die  von  z^   und  yit^  (z^)  rational 
abhängigen  Grossen 

resp.  in 

fr,  F/, . . .  F^',  51» +A;  •  •  •  £m^  yiim+ii^m+i), . . .  yiifiii^fi) 

übergehen,  wo   die  Irrationalitäten  auch  wieder  fest  bestimmt  sind, 
80  wird  mit  (9)  zu  gleicher  Zeit  die  folgende  Gleichung  bestehen 

Zl  0//4  -f-  1 

(12) .    dJl\dz^-jF^^ulz 

Jf^ dz  4-  ü"+  5,  log  F,'  +  • .  •  +  5j  log  v;, 

worin  die  zu  z^  gehörige  Irrationalität  jetzt  —  ^ij,  \z^)  ist,  und  die  zu 

gehörigen  Irrationalitäten  nach  dem  Obigen  fest  bestimmt  sind. 
Setzt  man  nun 

Tj=^\\  +  vc  V'RjJx) ,    Vm  =  i«...  +  a^m  V'liTi^i) , 

ü'=vi-  XX'  }/M'~{z;) ,   VL  =  «,„  -  9s;„ yn^  {z,), 
g.  =  i»  +  ii  V~iix  (ß>x) ,  V'ii»\Q  =  D»  +  D',  y'iT^iz, ) , 

r»  =  jx  -  i'x vii'i(j,),  v'ii^^'d  =  -D« - li'n v% i^'x) , 

worin 

u,  ir,  9s.»,  ^-ß'.,  gx,  ä'x,  Dx,  d;« 

rationale  Functionen  von  z^  und  J^JB,  (xr,)  sind,  und  bildet  die  Diffe- 
renz der  Gleichungen  (9)  und  (12),  so  wird  die  linke  Seite  den  Werth 

*i 

2S  JF^de 

annehmen,   da  die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (9)  und 
imd   (12)   befindlichen  Integrale   nach   zwei  übereinander   liegenden 
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Blättern  der  zu  y^By(2)  gehörigen  Rie  mann 'sehen  Fläche  führen, 
und  man  daher,  wenn  man  von  hinzutretenden  Constauteu  absieht, 
die  vom  Ueberschreiten  der  Querschnitte  herrühren,  als  Integrations- 
wege  in  beiden  Blättern  übereinander  laufende  Linien  wählen  kann, 
auf  deren  ganzer  Länge  j/Ri  (js)  für  beide  Integrale  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  hat. 

Die  einzelnen  Theile  der  rechten  Seite  der  resultirenden  Gleichung 
werden  aus  den  folgenden  Theilen  bestehen,  aus 

li.n  log  {Jy7^  =  B„,  log  (|^±^^g)  =  B^  log  (m«  +  äB«  VR^i^^h 

worin  S5Bm  und  3&\n  wieder  rationale  Functionen  von  e^  sind,  und 
endlich  aus  Differenzen  der  Form 

j  Fm  +  adz  /  Fm  +  adS. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Additionstheor^m 

J F„,  +  adjs  -'jF,n  +  adz=jF„,^adz  +  W, 

worin  w  entweder  eine  algebraische  Function  oder  der  Logarithmus 
einer  algebraischen  Function  ist,  welche  rational  aus  &»  +  «>  &»  +  «> 
j/B,n+a(tm+a)f  }/ 'B,n  +  a  (^m-^a) ,  also  auch  rational  aus  e^  und 
)/i2i(^,)  zusammengesetzt  ist,  während  bekanntlich 

^  ~~  ^w-f-a  (  Jw+a  "~  iw4-a  -^1  (^1 0' 

ist,  wenn  f{z^)  eine  rationale  Function  von  ;sf,  bedeutet,   und  femer 

y  E,n^a  (6w  +  a)  ]/ B,n  +  a  (Xm  +  a)  [l  +  ^/t  +  o  Kt  +  a  Sw+ffJ 

^         ^wi  +  a  tw»  +  or  f//i  -I-  a 

ist,  wenn  g)(-?,)  wiederum  eine  rationale  Function  von  jer,  ist. 

Fügt   man    nunmehr   zu  den   einzelnen  Integralen,    welche  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  bilden, 

j  F,n  +  a  dz 
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uoch   die  (üonstanteu 


j. 


1 
hinzu y  so  werden  sieh  die  entsprechenden  Integrale  zu 

j  F,n  +  a  dz  +J  F,n-\-a  dZ  =J  -F;„  +  a  dZ  +    W,„  +  a 

vereinigen,   worin  wieder  nach  dem  Additionstheorem    Wm-^-a   eine 

rationale  Function  von  jer,  und  /jB,  (z^)  oder  der  Logarithmus  einer 
solchen  Function  sein  wird,  und 

ym  +  «  =  ; if -P^  =  <Pl  (^,), 

*  ""  '^m  +  aVm  +  a 

Sind,  wenn  (p^  {z^)  und  gjj  (^i)  rationale  Functionen  von  z^  bedeuten, 
so  dass  die  Differenz  der  Gleichungen  (9)  und  (12)  in 

(13)  ...  .    2dJF,  dz  =jFm  +  idz  H \'jF,,dz 

+  T+C,  log  CT,  +  C,  log  tr,  +  .  .  .  +  Ca  log  Ua 

übei^eht,  worin 

-t,     v/|7     ^2i    •••     ^ff 

rationale  Functionen  von  z^  und  ^JBi(j2f,),  also  von  der  Form 

sind,  wenn  jp  und  g  rationale  Functionen  von  z^  bezeichnen,  und  die 
Grössen 

y,.+«    und  ^__.^_^ 

sich  als  rationale  Functionen  von  ^^  ausdrücken. 
Wir  sehen  somit,  dass,  wenn  sich  das  Integral 

f' 
F^dz 


ß 


durch  eitle  algebraische  Transformation  von  algebraisch-logarithmischen 
Theilen  abgesehen  auf  elliptische  Integrale  mit  ändern  Moduln 


I  Fm  +  idZj  ,  .  .  I  Ff 


fidz 


zurückführen  lässt^  sich  auch  ein  ganzzahliges  MuUiplum  dieses  In- 
tegrales auf  gleichartige  Integrale  mit  andern  öbern  Gräften  trans- 
formiren  lässt,  welche  selbst  rationale  Functionen  von  z^  sind,  und 


-\ 
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ß,r  welche  der  Quotient  aus  der  zu  ihnen  gehörigen  IrraiiondUUU  und 

der  Irrationalität  }/i{^  (z^)  sieh  rational  durch  e^  ausdrücken  lässt. 

Zur  weiteren  Behandlung  dieses  Transformationsprobleins  elb'p- 
tischer  Integrale  ist  es  nöthig,  die  Eigenschaften  derjenigen  ratio- 
nalen Functionen  ifm+a  von  ;2r,  zu  ermitteln,  für  welche  zu  gleicher 
Zeit 

ist,  wenn  A  und  B  ganze  rationale  Functionen  von  jer,  bedeuten. 
Setzt  man  nämlich 

worin    U  und    V  ganze    rationale  Functionen  von   Si  ohne  gemein- 
samen Theiler  sind,  so  wird  die  Gleichung  (14)  in 

(16)  .    li'(V^  U)(V+  U)(V--K^aU)(r+K^aU) 

=  F*^H^~  V)(i  -  W) 

übergehen,  und  es  ist  hieraus  zu  erkennen,  dass 

das  Quadrat  einer  ganzen  Function  in  e^  sein  muss,  so  dass  (16)  io 

(17)  .  .    (V-  U)iV+  ü)iV-k„.+aU)(V+k„+„ü) 

=  Z)i(i-V)(i-W) 

übergeht.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber,  dass  jeder  quadratische 
Theiler  von  D  in  einem  der  vier  Factoren  der  linken  Seite  enthalten 
sein  muss,  weil,  wenn  ein  einfacher  Theiler^  von  D^  in  zwei  dieser 
Factoren  enthalten  wäre,  U  und  V  diesen  Theiler  gemeinsam  haben 
müssten,  und  daraus  geht  wiederum  hervor,  da,  wenn  l  eine  beliebige 
Constante  ist, 

^        '  ^  dZi  dZi  dZi  dZy 

ist,  dass 

(18) _  «Ji-^_.<*£L=^ 

eine  ganze  Function  von  e^  sein  wird,  weil  jeder  quadratische  Factor 
von  D'  in 

F+ Air   und    i<r+X^i 

mindestens  einmal  enthalten  ist. 
Nun  folgt  aber  aus  (15) 

(19) f/!/«.+  «  =  -  -'V.         '  ^'^ 

und  in  Verbindung  mit  (14) 
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,„«-.  ^Vm+a  dz,  dz,       dz, dz, dz^      dz, 

oder 

Es  lässt  sich  nun  aber  nachweisen  ^  dass  p  eine  Constante  sein 
muss.  Sei  nämlich  m  der  Grad  von  V  und  n  der  Grad  von  U,  so 
wird,  wenn  der  Grad  von  D  mit  r  bezeichnet  wird,  sich  zufolge  der 
Gleichung  (17),  je  nachdem  m  grösser  oder  kleiner  als  n  ist,  die  Be- 
ziehung « 

(22) 4fn  =  2r  +  4    oder    4n  =  2r  +  4 

und  vermöge  (18)  sich  als  der  Grad  von  p 

m  -\-  n  —  1  —  ^, 
also  mit  Benutzung  der  aus  (22)  sich  ergebenden  Werthe  von  r  resp. 

n  —  m  -\-  l    oder    m  —  n  +  1 
folgen,  welche  Zahlen  nur  dann  nicht  negativ  sind,   wenn  sie  den 
Werth  Null  haben,  also  p  eine  Constante  wird,  und  dabei  ergiebt 
sich  für  fn>  n  m  =  w  +  1  und  für  m  <,n  n  =  w  +  !• 

Ist  dagegen  m  «=  n,  so  werden  in  einem  der  Factoren  der  linken 
Seite  von  (17)  Potenzen  von  jPj  sich  zerstören  können,  und  indem  wir 
jenen  Factor  mit 

bezeichnen,  wo  k  einen,  aber  offenbar  nur  einen  der  Werthe 

bedeuten  kann,  mögen  sich   V  und  U  in  die  Form  setzen  lassen 
F=  a„<  +  a,<'-*  +  •  •  •  +  a.<  +  a._,<-^  +  . ..  +  «„, 

u=.  :J<+  fi.7-  + . . .  +  «5,;  +  y«^«-  +  •  •  •  +  6,„, 

dann  wird,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 

dzi  dzy 

vom  m  •■\'  n  —  2**"  Grade,  und  daher  p  vom  Grade 

m  +  ^  —  2  —  r, 
welche  Zahl,  da  in  diesem  Falle  nach  (17)  ' 

3m  +  x  — l  =  2r  +  4 
ist,  in  ,  , 

""    2     •         2"  ~ 

übergeht,  oder,  weil  oc^tn  sein  muss,  und  diese  Zahl  positiv  ist, 

X  +  1  =  wj , 
also  p  wiederum  eine  Constante. 
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Wir  finden  somit,  dass  wenn 


1 
«  =  — 

^         a 


gesetzt  wird,  die  Gleichung 


dzi  ^  ^ym-ha 


erfüllt  sein  muss,    oder  dass  mm  Bestellen  der  Gleichung  (13),  in 
welcher 

y^^a     und     --y^^ 

rationale  Fundionen  von  jer,  sein  sollen,  erforderlich  ist,  dass  die  Glei- 
chung (22)  durch  eine  rationale  Function  ym+a  *w  jer^  erßiUbar  iä. 
Aber  es  ist  zu  untersuchen,  ob  auch  das  Umgekehrte  der  Fall  sein 
wird.  Es  ist  zuerst  ersichtlich,  dass,  wenn  eine  rationale  Function 
y,„  +  a  in  ^^  die  Gleichung  (22)  hefriedigt,  auch 

dsi 
eine  rationale  Function  von  z^,  also  nach  (22)  auch 

eine  rationale  Function  von  z^  sein  wird.  Um  nun  zu  sehen,  ob  die 
Gleichung  (13)  erfüllt  werden  kann,  und  welche  Form  dieselbe  haben 
muss,  hat  man  nur 

adZ 


Jf.„+^ 


mit  Hülfe  von  (22)  durch  z^  und  j/JB,  (;2r,)  auszudrücken;  dies  wird 
dadurch  geschehen,  dass  man  aus  (22) 

ym  +  or  =  fm  +  a  {/\)f 

also 

dy,n^a  = -^^^^-  dZ^  =ffn-^a  (^i)  <?^i 

herleitet,  und  somit 

/  F„,  ^adz  =    /  9?,„  ^  a  fm  .^  a  iß)  dz, 

worin  q?,«^«  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  eine  rationale 
Function  von  z  und  yit^Jz)  bedeutet.  Thut  man  dies  mit  allen  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13)  befindlichen  Integralen,  voraus- 
gesetzt, dass  die  entsprechenden  Gleichungen  (22)  bestehen,  so  folg* 


+  ■ 

rin 
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.  .  .    'IsCf^iJs^-^  jtp. 
T,   U,,   üj, 


{z)dz 


■  •  +  f;  log  v„ 


..    üa 


wird   sich 


louale   FuncUonen   von  z,   und  }/R,{b,)   sind,   und 
imehr  darum  handeln,  über  die  Form  der  Functioiiun 

<P-i  +  i,  V--i-i,  ■■  ■  9f,  r.  ^1.  •■•  U„ 
BeaÜmmungen   zu   treuen,   wenn  die  Gleichung  (23)  soll  be- 
ten köQDeii. 
Bringt  mau  alle  Integrale  der  Gleichuug  (23)  auf  die  linke  Seite 
giebt  ihnen  allen  dieselbe  untere  Gräuze  ^, ,  was  nur  eine  Aen- 
nng  der  Constanten  der  rechten  Seite  bedingt,  dann  wird  die  linke 
ie  aus  einem  zwischen  den  Grunzen  J,  und  E^  genommenen  ellip- 
ben  Integrale  mit  der  Irrationalität  y^Il^is)  bestehen,  und  es  wird 
I  fragen,  wann  ein  solches  elliptisches  Integral  einer  algebraisch- 
irithmiachen   Function   gleich  sein   kann,  welche  selbst  oder  f(lr 
C^e  das  Argument  der  Logarithmen   rational  aus  J,  und  yji,  (j^i) 
imengesetzt  ist.     Ein  solches  elliptisches   Integral  zerlegt  sich 
nach  den  Auseinandersetzungen  der  vierzehnten  Vorlesung  von 
1   Ljtegral    zweiter,    einem   Integrale    erster  Gattung    und  alge- 
bcb-logarithmiBchen  Theilen  der  angegebenen  Art  abgesehen,  in 
Summe  von  Integralen  der  Form 

c,    f    VBÄÜiät       .         ,    e-V    /'  Vn^^ät 
a«.-^   u_„,)Kä;i«)  "'"••'^"a«,,/  (s~-«,)rn,-w  ' 

ht  Summe  somit  einem   ans  einem  Integrale  zweiter,  einem  In- 
ile  erster  Gattung  und  einem  algebraisch-logarithmiachen  Theile 
mmen gesetzten  Ausdrucke  gleich  sein  soll. 
Setxt  mau  nun 

f  K«TS5J.     .  .   C  '■■       u,     +    -, 

!•       Il r' +  A,    /  ;r-^=  =  W(5,  rT,   R.  ), 
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SO  wird  dieses  Integral   i/ü,  d^^  a^)  ein  elliptisches  Uaoptintegral 

dritter  Gattung  sein,   da  der  Coefficient  des  logarithmischen  Gliedes 
in  den  beiden  Unstetigkeitspunkten 


die  positive  und  negative  fanbeit  ist,  und  ausserdem  wird  man,  wie 
froher  gezeigt  worden,  die  Coustante  Ä^  so  bestimmen  können,  dass 
der  eine  Periodicitätsmodul  jenes  Integrales  verschwindet;  bezeicboet 
man  ferner  ein  in  den  Punkten  t^  und  £,  auf  je  einem  Blatte  loga- 
rithmisch unendlich  werdendes  Hauptintegral  dritter  Gattung  mit 
einem  verschwindenden  Periodicitätsmodul  durch 

80  ist  nach  einem  in  der  fünfzehnten  Vorlesung  bewiesenen  Satze 
von  der  Vertauschung  der  Gräuzen  und  der  Unstetigkeitspunkte 

und  es  wQrdc  dann  mit  Hülfe  dieser  Relation^  indem  jene  mit  At 
multiplicirten  Integrale  erster  Gattung  binzugenommen  werden,  die 
Gleichung  zu  untersuchen  sein 

(24)  .lijätn^,  ^w  5,)  +  2^*,/^^(^/^n  f,^  +  •  •  •  +  2^^/rf^^('>""f'* 

4-  +  + 

- ./;  Jf  ^^(^'  ^.'  5.)  -  ,%ßHi.z, ..,  ?.)  +  •••-  ^Jm,hM 

z  z 

in  welcher  A  und  B  Constanten,  U,  F„  ...  F^  rational  aus  jf,  und 
yiii  (;e?,)  zusammengesetzt  sind,  und  wobei  angenommen  wird,  dass 
nicht  schon  zwischen  einer  geringeren  Anzahl  von  denselben  Inte- 
gralen der  linken  Seite  dieser  Gleichung  eine  ähnliche  Beziehung 
besteht,  indem  wir  sonst  diese  unserer  weiteren  Betrachtung  zu  Grunde 
legen.  Man  darf  oifenbar  ferner  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit voraussetzen,  dass  zwischen  den  Grössen  D^,  Z>,,  .  .  .  2>^  keine 
homogene  lineare  ganzzahlige  Gleichung  der  Form 

bostoht,  weil,  wenn  eine  solche  stattfTmdo, 
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D,  log  F,  +  .  .  .  +  D^  log  V^ 
g  F,  +  .  .  .  +  Z)^_,  log  F^_i  -  (l^  D,  +  . .  .  +  -^'  2)^_ ,)  log  r, 

-e,  und  man  daher  nur  gleich  von  vornherein  die  Anzahl  der 
^arithmen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (24)  auf  die  kleinste 
ucirt  anzunehmen, brauchte.     Sei  nun 


rin  man  den  Grad  von  p^  gleich  oder  grosser  annehmen  darf  ^  als 
t  Grad  von  Qllii  {^i)*)y  so  wird,  wenn 

;  Pe-'  -  i^Jii  (^,)  =  (^1  -  y.r  (^.  -  y^r  ■  ■  •  (^,  -  rrT' 

etzt  und 

/Ji\  (^)  =  - 1* 


log  (Pq  +  Qif  VJii  K)) 


timmt  wird, 
den  Punkten 

yu  ^2»  •  •  •  yr 

arithmisch  unendlich  werden  wie 

m,  log  (^j  -  y^),     Wi  log  (^1  -  ^2)7  .  .  .  Wr  log  (^,  -  y^), 

I  keine  dieser  logarithmischeu  Unendlichkeiten  sich  auf  der  rech- 
Seite  der  Gleichung  (24)  gegen  andere  wegheben  können,  weil 
st  eine  ganzzahlige  homogene  lineare  Gleichung  zvrischen  den 
^fficienten  der  logarithmischen  Glieder  statthaben  müsste,  welcher 
1  oben  ausdrücklich  ausgeschlossen  war.  Daraus  folgt  aber  un- 
telbar,  dass  sämmtliche  Werthe  y, ,  ^3?  •  •  •  ^r  zu  den  Wferthen 

i  "m  i  "2>  •  •  •  i  '^'' 

loren,  für  welche  die  linke  Seite  der  Gleichung  (24),   wie  man 

ch  Vertauschung  der  Gräuzen  und  Parameter  unmittelbar  erkennt, 

arithmisch  unendlich  wird,  da   das  Integral   zweiter  Gattung  nur 

r  =  oo  auf  beiden  Blättern,  und  das  Integral  erster  Gattung  gar- 


•)  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  man  V    nur  mit  KÄ|(^i)  zu  mul- 
iciren  brauchte,  wodurch  man  einen  Ausdruck 

der  verlangten  Beschaffenheit  erhält,   und  dann  nur  noch  zu  den  obigen 
urithmischen  Theilen  den  Ausdruck 

-    /logÄ,(r,) 
zuzunehmen  hätte. 

ILOnigiberger,  eUipt.  Fauct.  II.  ^ 
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nicht  unendlich  wird.     Aus  der  Existenz  der  Gleichung  (25)  folgt 
aber  nach  dem  AbeTschen  Theorem,  dass 

(2G)    mjdliiz,  z„  g  +  m^JdH{B,  5,,  g.)  +  '  '  •  +  nirjdH{B,  z,, 


ist,  welches  uothwendig  die  Form  der  Gleichung  (24)  sein  muss^  da 
der  Annahme  nach  keine  der  Gleichung  (24)  ähnliche  existiren  sollte, 
welche  von  den  dort  enthaltenen  Integralen  eine  geringere  Anzahl 
enthielte.  Setzt  man  endlich  in  (26)  die  durch  Yertauschung  der 
Gränzen  und  Unstetigkeitspunkte  sich  ergebenden  Int^rale,  so  folgt 

{21)  ...    m,  jdH [z,  +  «+,  +  a~)  +  m^  jdH {z,  +  a+  +  ßp 

H (-  w'r  \dU{z,  +  a^,  +  «7) 

K  

'     ^  <  P  (m)  -  g  W  }  B;^zo      P  (W  +  q  (t,)  Kä,  (t,)} 

als  allgemeinste  lielation  zunsclteti  eüiptischeti  Integralen  und  alge- 
braisch-logarithmischen  Functionen,  oder,  wenn  der  oben  durch  die 
Gleichung  (x)  definirte  Werth  von  H  (jet,  a^J",  a~)  eingesetzt  wird, 

Sl  «  ^1 

H h  w'r  /  .    -      +  ß  I    -    - 

=  loif  t  ^A'-^-'^-^J^^^^^J^}  .   Pitt)-q  Kit)  y^7(t\\ 

worin  ^  eine  Oonstante  bedeutet,  deren  Bedeutung  aus  der  oben  g^ 
gebeueu  Bestimmung  von  A^  unmittelbar  zu  ersehen  ist. 

Tm  den  in  der  Gleichung  (28)  enthaltenen  Int^ralen  die  Form 
der  oben  eingeführten  dritten  Legendre 'sehen  Normalintegrale  z« 
geben,  bilde  man  eine  Gleichung 

welche  die  outg^engesetzten  Losungen  von  denen  der  Gleichung  (25) 
hat,  w;is  durch  Veränderung  der  Vorzeichen  der  Coefficienten  der 
ungeraden  Potenzen  von  5,  in  Gleichung  (25)  geschieht,  so  ergiebt 
sich  aus  ^21>>  die  den  Gleichungen  (26)  und  ^^27)  analc^  Beziehung 
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+  ot  Tat  +^t 

tjdll{z,  «„  g.)  +  m^JdUie,  «,,  5,)  + h  mrjdH(z,  z,,  g,) 

=  »j,  idH{z,  =F  c+,  +  «7)  4-  >Mj  /  ö!W(a,  4=  «+,  +  «7) 

/*"        —       _  _ 

+ h  mr  \  du  (e,  +  «+,  +  «^  ) 

1er  endlich 

=  loß  |£ii£i)  +  9i  (£•)  '^?i  1«^  .»Pjjli)  r_9i  (fiL^'^ÄTsi)* . 

Setzt  man  nan 

P  W  i»!  (-?)  -  i  (-?)  2i  (-?)  ^1  (-?)  =  P  W , 

3  W  Pi  W  —  P  (Jä^)  ?i  (^)  ==  Ö  (^)> 
orin,   wie  anmittelbar  zu  sehen,  P(z)  eine  gerade,  Q(e)  eine  un- 
;rade  Fanction  von  e  ist,  and  die  Gleichang 

■p  (*)'  -  Q  i^y  Hi  w = 0 

e  Lösungen 

+  «,,      ±  ^2>    •  •  •    dz  "r 

it,  SO  folgt  durch  Subtraction  der  Gleichungen  (28)  und  (31) 

ji  ^ , 41 

(er,)  dz 


i2)   .   . 


Ci  Ci 


3 
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Aufstellung  der   nothwendigen   und    hinreichenden    Bedingungen 

für  die  rationale  Transformation. 

Nachdem  iu  der  letzten  Vorlesung  die  Behandlung  des  allge- 
meinen algebraischen  Trausformationsproblems  auf  die  Untersuchung 
des  rationalen  Integrales  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 

dx  dy 

/    1  —  x')il 


(H 


—  =  a  •    -  - 

c^x^)  V{i  —  y*)  (l  —  Ä»y«) 


ca 


zurückgeführt  worden  oder  vielmehr  auf  die  Frage,  wie  k  und  a  als 
Functionen  von  c  zu  bestimmen  seien,  damit  y  eine  rationale  Function 
von  X  wenie,  suchen  wir  zuerst  die  nothwendigen  Bedingungen, 
welche  zwischen  den  zu  den  beiden  elliptischen  Differentialien  gehörigen 

Perioden 

1 

l  c  1 

.  i  *  dx  '  =  _  *=>  /  * -^-  -  4-  2  /     -       ^-     - 


0 


o 


.^i- 


dv 


1 
k 


^  4  /         " ."_        _      <>'  =  _  "^ 

erfüllt  werden  müssen,  damit  eine  rationale  Beziehung  zwischen  jenen 
l»eiden  Crossen  bestehen  könne.  Setzt  man  die  Differentialgleichung 
(1)  in  das  System  der  beiden  Differentialgleichungen  um 


dx 


.  -        -  =  rfii      (3)  .  .  o  ,. 

1  -.r»)(l  -  c'x'^  ^  ^  K(l  — 


^y 


K(i-y»)(i-~iiV) 


:=(/« 


und  ordnet  die  drei  Werthe 

K  =0,     ;r  =  0,    t/  =  ly 
«'in ander  zu,  so  wird,  weil 

X  =  sin  am  (m ,  r),    t/  =  sin  am  (-  +  *^  ^) 
ist,  wenn 

/*  dy  

auf  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  genommen  gesetzt  wird,   ^ 
die  nothwendige  Bedingung  dafür  gesucht,  dass 
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sin  am  ('*  -{-  s,  kj 

ine  rationale  Function  von 

sin  am  (u,  c) 

jt.  Da  aber  sin  am  (u,  c)  unverändert  bleibt,  wenn  das  Argument 
m  CD  und  (o   vermehrt  wird  und  daher  auch  in  Folge  der  geforderten 

itionalen  Ausdrückbarkeit  von  sin  am  (-  +  b,  kj  diese  Function  für 

ben  diese  Veränderung  des  Argumentes  unverändert  bleiben  muss, 
)  werden 

—  und    - 
a  a 

erioden  dieser  letzten  Function  sein  müssen  und  sich  somit  als 
iuze  Multipla  der  Elementarperioden  Sl  und  i^'  ausdrücken  lassen, 
»  dass  sich  die  nothwendigen  Periodenrelationen 

|fi}'r=s  ß^  aSl  +  ß^  aSl' 

geben,  in  denen  Kq,  a^,  ß^,  /3,,  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da  aber 
mer  bekanntlich 

sin  am  f-^  —  u,  c^  =  sin  am  (ti,  c)     • 

t,  also  auch  vermöge  der  rationalen  Beziehung  der  betrachteten 
unctionen 

sin  am  (^^  -  ^-{.  s,  lc)  =  sin  am  (-"  +  e,  k) 
3in  muss,  so  folgt,  dass 

V) ^  +  2«  =1  +  yo  ß  +  y,  ß' 

der  dass  mit  Benutzung  von  (4)  die  Grosse  £  durch  die  Gleichung 

stimmt  sein  muss,  weün  y  sich  als  rationale  Function  von  x  soll 
»«drücken  lassen;  es  wird,  wenn  x  =  0  y  =  0  entsprechende  Werthe 
^  sollen,  s  verschwinden  müssen  und  somit  nach  (5)  für  die  erste 
>"  Oleichungen  (4)  die  nothwendige  Bedingung  sich  ergeben,  dass 
eine  ungrade,  a^  eine  grade  Zahl  ist. 

Dass  aber  die  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  gegebenen  Be- 
^^ungen  auch  die  für  die  rationale  Transformation  hinreichenden 
^d,  geht  unmittelbar  aus  dem  in  der  siebzehnten  Vorlesung  bewie- 
i^^n  Satze  hervor,  dass  sich  jede  doppelt  periodische  Function  mit 
^  Perioden  Ä  und  SV  durch  eine  andere  doppeltperiodische  Function 
Leiter  Ordnung  mit  denselben  Perioden  und  deren  Ableitung  in  der 
^tt  näher  angegebenen  Form  rational  ausdrückt;  denn  da 

sin  am  y  +  s,  kj 


sin 
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als  Function  von  u  aufgefasst  die  Perioden  a£l  und  aSl'y  also  nach 
den  Gleichungen  (4)  auch  die  Perioden  cj  und  a  hat,  welches  die 
Elementarperioden  von  sin  am  (w,  c)  sind,  so  wird  sich  nach  dem 
angeführten  Satze  mit  den  dortigen  Bezeichnungen 

n  ^  BJP  ftg>  (^t  c) XT 

sin  am  {^  +  e,lc) ^ 

ergeben,  worin  M,  N,  Q  ganze  rationale  Functionen  von  8inam(u,c) 
bedeuten;  da  aber  ausserdem,  wenn  in  diese  Gleichung  -^  —  u  statt  « 

gesetzt  wird,  Q,  N,  M  unverändert  bleiben,  femer 

d  sin  am  (t*.  c)  /        \    ^         /      -\ 

— ^  '^  ^^^  ^^  ^^^'  ^)       *°^  (  '  ^ 

den  entgegengesetzten  Werth  annimmt  und  endlich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  in  Folge  von  (5)  in 

=  sin  am  (-  +  a.  Je) 

übergeht,  also  un verändert  bleibt,  so  muss 

(2  =  0 
sein  d.  h.  sin  am  (**  -f"  ^;  ^)  ^^rd  eine  rationale  Function  von  sinam(«,c) 
werden. 

Zur  Herleitung  der  wirklichen  Transformationsausdrücke  sowie 
zur  DurchfiUirung  der  Transformationstheorie  überhaupt  werden  wir 
jedoch  die  Transformation  der  -^'-Functionen  zu  Grunde  legen  und  von 
diesen  aus  zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen  übergehen. 

Aus  den  beiden  für  die  Existenz  einer  rationalen  Beziehung 
zwischen 

nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  (4)  folgt  mit  Berück- 
sichtigung der  für  den  ursprünglichen  und  transformirten  ^-Modul 
bestehenden  Definitionsgleichungen 

^/  '  w  '  st 

die  Beziehung 

(8)  .  .  . T  =  *h+lPi-i  und  r'  =  ^P" - ^.V , 

während  die  durch  die  Ausdrücke 


•)  da 

r?  sin  am  (u,  c)       ,/- ^-. -^ . 

j- =  r  1  —  Bin*  am  u  f^l  —  c*  ein«  am  u 


du 

IBt. 
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gegebenen  Argumente  der  '^--Functionen  durch  die  Gleichung 

oder  mit  Hinzuziehung  von  (4)  durch 

rii) .  .'  =  («„  + «. .') (.  +  ^--)  =  '"-^II^^ (v  +  ^^J) 

mit  einander  verbunden  sind.  Wir  unterscheiden  nun  die  beiden 
Fälle,  in  denen  a^  grade  oder  ungrade  ist;  findet  das  erstere  statt 
und  setzt  man 

so  folgt  aus  (8)  und  (11) 

(12)   r'  =  ^^•-^^^  v=^'  -^■.?^(t;+  •'«!)=»_(„  +  '^i), 

wenn 

(13) «0^1  -  aj  .  2/Jo  =  n 

gesetzt  wird^  und  ist  cc^  ungrade,  so  erhält  man  aus  denselben 
Gleichungen 

wenn  man 

(15)  ....    2«o  .  2^,  -  a,  .  4/J„  =  «,  ^  (»  +  ?J?)  =  v, 

setzt.  Fasst  man  diese  beiden  Fälle  zusammen  und  setzt  als  bekannt 
voraus,  wie  die  elliptischen  Functionen  der  halben  Argumente  sich 
durch  die  der  ganzen  Argumente  ausdrücken,*)  so  wird  die  die  Trans- 
formation der  'd'-Functionen  betreffende  Aufgabe,  welche  die  oben  ge- 
stellte ^er  elliptischen  Functionen  einschliesst,  folgen dermassen  lauten: 

Wenn  r  und  v  den  Modul  und  das  Argument  gegebener  ^-Func- 
tionen und  a^y  a,,  h^,  tj,  vier  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  sollen 
die  ^'Fufictionen,  deren  Modxd  und  Argument  mit  den  gegebenen 
durch  die  Beziehungen 

(16) t'  =  ^'^^  oder  z  =  h±hl, 

(17) v'  =  (ao  +  a,  z)  v  =  ^^  _^^^  -  v 

verbunden  sind,  worin 

«0  ^1  —  «1  ^0  =  w 
gesetzt   worden,   durch   die   ^-Functionen  mit  dem  gegebenen 
Modul  und  Argument  ausgedrückt  werden. 
Die  Zahlen  a©,  a„  feg,  fej  werden  die  vier  Transformationszahlen  und  n, 

*)  was  schon  aus  dem  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  un- 
mittelbar folgt,  übrigens  noch  später  bei  der  Division  der  elliptischen  Functionen 
besonders  behandelt  wird. 
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eine  für  die  Transformation  charakteristische  Zahl,  der  Grad  der  Trans- 
formation genannt. 

Aber  es  müssen  die  vier  Transformationszahlen  noch  einer  Ein- 
schränkung unterworfen  werden;  denn  da  bei  der  oben  festgestellten 
Wahl  der  Perioden  nach  der  fünfzehnten  Vorlesung  der  rein  imaginäre 
Theil  des  Quotienten 

a  -1    Sl' 


und 


09  1^ 

das  Product  von  i  in  eine  wesentlich  positive  Zahl  sein  musste,  oder 
was  dasselbe  ist,  die  reellen  Theile  von 

^  und  ^ 
t  t 

wesentlich  positiv  werden  müssen,  so  wird  sich,  wenn  in  (16) 

T  =  t  -\-  ti  i 

gesetzt  wird,  worin  ^,  positiv  ist,  aus  der  resultirenden  Gleichung 

j    ^  (-  ho  +  «0  t)  i  -  ao  ty  ^   [(-  h  +  «ü  0  *_—  «0  «i]  [(«j  t  —  ^)  -«■<!  »1 
i  ^a,  *  —  6,)  +  o,  *,  t  (a,  t  —  6,)*  -+•  a,«  t,* 

als  Coefficient  des  reellen  Theiles  von  -. 

—  flo  #1  (aj  t—h^)-^  a^  t^  («0  t  —  \)  =  t^  (a^  h^  —  a^  h^)  =  «/, 
ergeben,   und   da  dieser  wesentlich  positiv  sein  soll,  als  nothwendige 
Bedingung,    der  jene    vier  Transformationszahlen   imterworfen  sind, 
die  hinzutreten,  dass  n  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss. 
Wenn  gezeigt  sein  wird,  dass  ein  jedes  der  vier 

*  (t;',  r')  =  *  (k  +  a.  r)  v,  ^f^) 
sich  ganz  und  rational  durch  die  vier  •^'-Functionen 

^  (y,  ^) 

ausdrücken  lässt,  so  wird  sich  umgekehrt  für  die  zugehörigen  ellip- 
tischen Functionen  das  nachstehende  folgern  lassen.  Bildet  man  ver- 
möge der  Gleichungen 

Vr  =   -^J^J.^)«        7/z:=   ^  (Q>  ^')«  _  ^  '    atr-öA 

V  *    Ol  X  —  h/i 

die  zugehörigen  elliptischen  Differentialausdrücke 

dx  1  dy 

:,T ^    T-rrr^-    und    -; ^  

yn  -  x^)(l  —  <^x^)  K  (1  —  y»)  (l  -  A:*  y«) 

und  nennt  die  zu  diesen  beiden  gehörigen  Periodenpaare  der  früher 
angegebenen  Art 

o,  o'  und  Sl,  Sl', 
80  folgt  aus  (16) 

2a}'  ^^   h^,  Sl  +  2ht  Sl' 
m  tto  Ä  +  2ai  Ä' 

oder,  wenn  mit  a  ein  unbestimmter  Factor  bezeichnet  wird 
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{: 


2g}'  =  6q  aSl  +  26,  aSl' 
\  der  ersten  dieser  Gleichungen 

^'  =  («0  +  öfi  t')  V  =  ^'^  y , 
,  wenn 


wird,  sich 


2m 

0) 


,  2u 


Setzt  man  daher 

dx  1  dy  j  w 

Tl  —  a;« )  (1  -  c*  x")  y^i  —  y«)  (1  -  ^•»  y»)  « 

da:  dy 

ich  XI  =  0,  rr  =  0,  y  =  0  entsprechen,  so  werden  sich  nach 
mannten  Beziehungen  zwischen  den  ^-Functionen  und  den  ellip- 
Fuuctionen,  deren  Argumente  durch  die  Gleichungen  (17*)  und 
lit  einander  verbunden  sind,  und  der  oben  angenommenen 
eit  des  Transformationsproblems  für  die  -^-Functionen  rationale 
rmationsausdrücke  für  die  drei  elliptischen  Functionen  des 
mirten  Differentials  durch  die  drei  elliptischen  Functionen  des 
jten  Differentials  ergeben. 

1  nun  die  Eigenschaften  der  transformirten  -Ö'-Functionen  als 
neu  des  gegebenen  Argumentes  v  aufgefasst  ermitteln  und 
.  ihren  analytischen  Ausdruck  mit  Hülfe  der  gegebenen  'd'-Func- 
aumittelhar  herstellen  zu  können,  führen  wir  mit  Hermite 
iction 

n  {v)x  =  e'^<^  +  «'^>' '"  d  (v,  r')i 

Iche,  wenn  mau  erwägt,  dass,  wenn  v  um  1  zunimmt,  das 
nt  V   um 

«0  +  «I  ^\ 

nn  V  um  r  wächst,  v   um 

K  +  «1  ^')  ^  =  *o  +  ^1  ^' 

i  wird,  nach  den  für  die  -^-Functionen  in  der  achtzehnten 
ng  gefundenen  charakteristischen  Beziehungen  den  Gleichungen 
1  wird 

\Il  {v  +  1>  =  (-  l)'^"^  +«.-^  +  «0«.  77  (^^^ 

(77  (v+  T)i=(-  i)*o»^+*.-i  +  *o6,  c--'^(2.4-t)77(^^>)^ 

{n{v+i\  =  (-\rn(v)x 
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wenn 

/2ij  |m  =  aoWi  + a^mi  +  Oo  «1 

1  q  =  6^  Wji  +  61  mi  +  feo  '^i 
gesetzt  wird,  und  diese  Gleichungen  (20)  werden  die  Basis  der  ganzen 
nachfolgenden  Untersuchung  bilden. 

Aus  den  Gleichungen  (20)  mögen  noch  die  Beziehungen  herge- 
leitet werden,  die  sich  für  die  Vermehrung  des  Arguments  der  iZ-Func- 
tion  um  halbe  Perioden  ergeben.   Da  sich  nämlich  bei  einer  Zunahme 

des  V  um 

r     ,     8 

das  Argument  v  nach  Gleichung  (17)  um 

(ao  +  a,  t)  (^  +  I  t)  =  i  (flo  r  +  6«  «)  +  l  («i  ^  +  ^1  ^) 
oder  um 

(*) I  +  I-' 

vermehrt,  wenn 

Q  =  TÜQ  +  560,     (?  =  ra^  +  s^i 

gesetzt  wird,  so  erhält  man,  wenn  die  in  dem  Ausdrucke  der  J7-Func- 
tion  vorkommende  Exponentialgrösse  mit 

bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

in  welcher  Ä  und  JS  noch  zu  bestimmende  Coustanteu  bedeuten. 
Wendet  man  auf  v  nochmals  die  Substitution 

2  +  ä  '^ 

an,  so  ergiebt  sich  aus  (22) 

(23)  Il(v  +  r  +  st)i  ==(/^'^^(v'  +  ^  +  <rr',  r')ic*^[^(''+  s"  "^-'a  ')'^'^^ 
und  berücksichtigt  man,  dass  aus  den  Gleichungen  (20) 

(24)  .  .  n(v  +  r  +  sr)x  =  (-  1)-»"  +  '^  e~"'''^'^  +  ^*^  i7(t;)i 

folgt,  so  ergiebt  die  Vergleichuug  von  (23)  und  (24)  die  Werthe  der 
Constanten  A  und  B.  Führt  man  dieselben  in  (22)  ein,  so  foig^ 
leicht,  wenn 

gesetzt  wird,  worin  p"  und  a"  die  Zahlen  0  oder  1  bedeutea,  fir  die 
transformirte  77-Function  der  Ausdruck 

(25^  n(v  +  ,7  +  !-  t)  =  e-  V(*'+V)"'e"''c"'<'^+'"*'"''  ^  9{v',  f\ 

wenn  der  Index  v  der  Ö'-Punction  durch  die  Congruenzen 
(2?6) m,  =  mz  +  9"    »»,  =  nj  +  ff"  (mod.  2) 


\ 


Aurstdluag  der  uoth wendigen  iiud  htnrcicbriJili;n  Ik'ditjgiiiigcD  ctc,       -i'S 

id  die  Constante  c  durch  den  fulgendeii  Ausdruck  bestimmt  ist: 

7)  ,  .  .    c  =  —  ^  (QHi  +  ainx)  4-  l-  nrs  +  .1  (nn  +  sc|] 

-J-  ^  n,(mz  +p"  —  «ul  —  ^ff"(»»:i  +  p")  —  ;t  pö  +  p'hi  -f  tf'wj 

Eudlicli   mag  noch  bemerkt  werden,   dass  aus    einer   lickanuten 
Bziehung  für  die  9-Fuuctioiien  sich 

i) II  {—  t'U  =  (,"  ir°'  n  ivii 

^eht,  und  dass  diese  Gleichung,  wenn  n  ungrade  ist,  iu 

9J ;  ■  .  ■    77  (-  «>  =  (-  1)'"'  77  (.>}i 

Ki^eht,  weil,  wie  aus  den  Gleichungen 

111  ^  «n  rix  +  0|  ""J  +  0,1  0( 
q  =■  ij  Hi  +  t,  »h  -t-  60  6, 

a,,  i,  —  a,  &,|  =  « 
tfoittelbar  folgt,  für  ein  aogrades  n  die  Grössen  m  und  q  stets  und 
ir  d&nn  beide  ungrade  sind,  wenn  mji  =^  «j  — ^  1 ,  also 

1-  li-'-'-:-!/'" 

Bevor  wir  nun  dazu  übergehen  auf  Grund  der  fllr  die  /7-Funetioii 
itwickelteu  Bcdingungsgleichungen  die  Ausdrücke  dieser  Function 
irch  die  ^-Functionen  des  gegebenen  elliptischen  Integrales  herzu- 
Iten,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  unendlich  vielen  zu  einem 
stimmten  Transformationsgrude  n  geliÖrigeu  Trausformntionazahlen, 
h.  alle  diejenigen  n,,,  a,,  b,,,  t, ,  welche  der  Gleichung 

-  rt„  &|  —  fl|  i|,  =  »( 
Dflgen,  nach  einem  bestimmten  Princip  in  Klassen  eiuzutheilen, 
eiche  eine  Uebersicht  und  gemeinsame  Behandlung  aller  Fälle  ge- 
lten und  wollen  zu  dem  Ende  zuerst  einen  Satz  über  die  Zusammen- 
tzung  Ton  Transfoniiationen  aufstellen,  die  zu  beliebigen  Tranafor- 
Mionsgradeu  gehören. 

Seien  a„,  «i,  6„,  (1,  Zablen  einer  Transformation  »'-"  Grades,  für 
dcbe 

K  +  b,t nr_ 

In  soll,  werde  ferner  auf  das  neue  ^^  eine  Transformatio»  f'""  Grades 
it  den  Tran sfurmations zahlen  a„,  «[,  ß^,  ß,  ausgeübt,  für  welche 
■  _  A.  +  |äi  •"      „■■  _        >" 

'  - ä,.f., ."'  "  -  gr^^.' 

>0  folgt  durch  Zusammensetzung  beider 

b„a„  +  b,  |3,  +  (V.,  +  i,  p,) 
o„"  a„  +  II,  ß..  +  fa,,  e 
SUB  den  Gleichungen 

i,  —  a^  b„  =  n,     «„  ,3,  - 
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der  Transformationsgrad 

K«0  +  «l/^ü)  (^«1  +  f>ißi)  —  («0«1  +  «1  ßl)  (^o«o  +  \ßo) 

woraus  sich  unmittelbar  das  schon  in  etwas  anderer  Form  in  der 
siebzehnten  Vorlesung  für  die  Herleitung  der  Elementarperioden  er- 
haltene Resultat  ergiebt,  dass  die  successive  Anwendung  einer  Trans- 
formation w'*'"  und  v**^"  Grades  eine  Transformation  nv^^^  Grades  liefert^ 
und  dass,  wenn  man  die  Transformationszahlen  in  Form  von  Deter- 
minanten 

«0     ^1 


6o    6i 


«0     «1 
^0    ^i 


schreibt,    die  resultirende  Transformation   durch  das  Product  dieser 
beiden  Determinanten  in  der  Form 

^U  «0  +  ö|  ßo        ö.)  «1    +  «1  /*!     ■ 

erhalten  wird. 

Wir  wollen  diesen  Satz  nun  zur  Klasseneintbeilung  sämmtlicher 
zu  demselben  Grade  gehöriger  Transformationen  anwenden. 

Sei  ein  bestimmtes  System  von  Transformationszablen  gegeben, 
welches  zum  w^®"  Grade  gehört,  so  sollen  alle  diejenigen  Systeme, 
welche  durch  Anwendung  sämmtlicher  Transformationen  ersten  Grades 
oder  linearen  Transformationen  aus  diesem  entstehen,  mit  dem  ersten 
zu  einer  Klasse  gehören;  die  Anzahl  der  in  einer  Klasse  liegenden 
Zahlensysteme  ist  offenbar  unendlich  gross,  weil  die  Anzahl  der  linearen 
Transformationen  es  ist.*)  Fasst  man  nun  eine  nicht  in  dieser  Klasse 
liegende  Transformation  w^*"  Grades  auf,  so  bildet  diese  mit  den  durch 
alle  linearen  Transformationen  aus  dieser  hergeleiteten  eine  zweite 
Klasse  u.  s.  w.  Es  lassen  sich  somit  sämmtliche  zu  einer  bestimmten 
Zahl  n  gehörige  Transformationen  in  Klassen  eintheilen,  von  denen 
sich  Folgendes  behaupten  lässt.  Vor  allen  Dingen  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  sich  irgend  eine  Transformation  aus  jeder  derselben  Klasse 
durch  eine  lineare  Transformation  herleiten  lasst;  denn  seien  irgend 
zwei  Transformationen  derselben  Klasse 


und        "'    ^^ 


so  sind  beide  nach  der  Definition  einer  Klasse  aus  ein  und  derselben 
Transformation  n'*^"  Grades  durch  eine  Anwendung  einer  linearen 
Transformation  hergeleitet  und  somit 


*)  da  die  Gleichung 

«0  ^1  —  ö,  ftü  =  1 

unendlich  viele  Auflösungen  hat. 
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und 


«0    «1 

6o    bi 

Aq      Ay^ 

B,  B, 

"«'  ^i  1  _ 

A^  Ay 

h'  b\ 

1 
I 

Bq  JB, 

«0 

«l 

ß. 

ßi 

< 

«1 

ßi)  ßl  ' ' 


worin  die  zweiten  Transformationen  lineare  sein  sollen.  Hieraus  folgt 
aber  durch  Anwendung  von  supplementären  linearen  Transformationen^ 
wie  sie  in  der  siebzehnten  Vorlesung  definirt  worden^  dass 


K    ^1 


ßi  -  «1 


-^0 
und  dass  somit 


a 


0 


I   «0       «1 


A^^    A^ 

B,  B, 


«0      «1 

/^O      ßi 


ßi 

ßo 


a, 


a 


0 


/^i— «1 


a 


0 


a, 


— /^o       «0       ;  /*o'    /^i' 


ist;  wodurch,  weil  die  beiden  letzten  linearen  Transformationen  sich 
wieder  zu  einer  linearen  Transformation  zusammensetzen,  nachge- 
wiesen ist,  dass  eine  jede  Transformation  n*^"  Grades  aus  jeder  andern 
derselben  Klasse  durch  Zusammensetzung  mit  einer  linearen  Trans- 
formation herzuleiten  ist.  Es  ist  aber  auch  ferner  unmittelbar  einzu- 
seheU;  dass  nicht  ein  und  dieselbe  Transformation  n^^""  Grades  in  zwei 
verschiedenen  Klassen  vorkommen  kann;  denn  käme 

I  Aq    Ay 

\  B,   B,   ' 

in  zwei  Klassen  zugleich  vor^  so  würden,  wenn 


«0     «1 


und 


«0     ö| 


die  beiden  flir  diese  Klasse  zu  Grunde  gelegten  Transformationen 
wären,  und  daher  die  zweite  aus  der  ersten  nicht  durch  eine  lineare 
Transformation  entstanden  sein  darf,  die  Beziehungen  statthaben 


«0     «I 

1 

«0     «t 

h      *! 

ß.  ß. 

<  «l' 

V  &i' 

1 

1 

/^ü'  ß{ 

■0 


B. 


ü 


Q 


B. 


0 


wenn  die  durch  die  Zahlen 

«0^   «U  ^0  7  ß\j  «0%  «/?  ßi)j  ßyy 

charakierisirten  Transformationen  linear  sind;  daraus  folgt  aber,  dass 


1  ^0   -^1 

B^  JÖ, 


<  «l' 

«ü  «1 

«0      «1 

V  ^i' 

*  K  ti 

ßi)  ß\ 

ß\  -'  «I 


-a; 


C( 


Ü 


— ßo     «()' 

ist,  was  der  Annahme  widerspricht. 

Um  nun  endlich  noch  nachzuweisen,  dass  die  Anzahl  sämmtlicher 
2u  einem  bestimmten  Transformationsgrade  gehörigen  Klassen  eine 
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endliche  ist,   wird  es  nöthig  sein^   die  TraDsformationszahlen  selbst 
genauer  zu  untersuchen.     Sei 

irgend  eine  in   einer   bestimmten  Klasse    der  Transformationen  n''" 
Grades  liegende  Transformation  und 


«0     «I 


ßo   ß\ 

eine  noch  unbestimmte  lineare  Transformation,  welche  durch  Zu- 
sammensetzung mit  der  ersten  die  jedenfalls  in  derselben  Klasse  mit 
der  ersten  liegende  Transformation  w*'°  Grades 

liefert.  Wird  nun  der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  von  Qq  imd 
fii  mit  t  l>ezeichuet,  so  ist  unmittelbar  zu  sehen,  dass,  wenn  für  die 
resultireude  Transformation  die  zweit«  Transformationszahl 

sein  soll, 

«.  =  ±"'.    ^i  =  +  T' 
sein  muss,  weil  vermöge  der  Bedinguugsgleichuug 


i^m'i 


««/^i  —  «i^«  =  1 


die  beiden  Zahlen  a^  und  ^|  keinen  gemeinsamen  Theiler  liaben 
dürfen.  Da  nun  a^  und  ß^  aus  der  Gleichung  (m)  zu  bestimmen 
sind,  so  folgt 

si>  dass,  wenn  ausserdem  gefördert  wird,  dass  der  erste  CoefiGcieiit 
der  n^ultirvnden  Trausfonuation 

%^\\xt  IHV^itive  Zahl  i$t«  diese  Gleichung  in 

(lWr)^^ht«  und  jene  ersti^  TransfarmadonsEah]  /  kt  Die  Auflösung 
\ht^9üer  GUnohun^r  liotVrt  aber«  wenn  «^'  und  ß^'  irg<»id  ein  Auflosongs- 
*\ stein  bildel,  fiir  alle  Auflosuns^fn  die  Formen 


<v. 


>. 


'.  -i-7 


*t 


Mu%)  «^!(  ^'Ut  siyxuut  «h«''  %^r)tTe  rT^uvs^^rmatkwisacdil  in 


AafBtelluDg  der  not.hwendig 

Co  +  'lA 
weuu 


ttzt  wird.  Soll  nuu  diese  dritte  Transformatiouszahl  grösser  üder 
idestens  gleich  Null  uud  kleiner  als  ('  seiD*j,  so  giebt  oa  olfeubar 

eine  ganze  Zahl  ky  welche  dieses  leistet,  und  da  die  neue  Trans- 
palion  wieder  vom  «""  Grade  ist  und  die  zweite  Trausformations- 
schwindt't,   so  folgt,   dass  die  vierte  Traust'ormationsiiahl  mit 

Kweiteu  t  uiultiplicirt,  n  geben  muss,  dass  dieselbe  dalier  gleich 
it;  wir  schliesaeu  aomit,  dass  es  in  jeder  zu  einem  beatimniten 
psfonnationsgrade  gehörigen  Klasae  sleis  ein  und  nur  ein  Hystem 

Trans rormationszahleu  giebt,  für  weUtiea  «,  =  0  und 
()<:/,„  <  />, 

welches  somit  die  Form  hat 
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6o<+  ^/'n'+'t'' 


=  t.f 


f    0 


t  ein  positiver  Theiler  von  ; 
Reihe 

0,  1,  2, 


;  eine  ganze  Zalil   : 


-  I 


Nennen  wir  nunmehr  alle  Systeme  von  Traasfonnationszahlen, 

tho  zu  einey  Klasse  gehören,   sowie   alle   zu  ebendiesen  Systemen 

Irrigen  Trauürormationen  selbst,  einander  Uquivalcnt,  su  wird  mau 

llepräscntanten  einer  jeden  Klasse   unter  eiuander  äquivalenter 

ufonuationen  die  einzige  iu  dieser  Klasse  befindliche  Trausfor- 

von  der  Form 

I   i   0  I 

I  I    /■ 

len  können.  Da  nun  aber  gerade  so  viel  Klassen  extstJren,  als 
System  mögliche  Formen  annehmen  kanu,  weil  jede  dieser 
Dsformatiouen  zum  Transformationsgrade  n  gehört  und  in  jeder 
nur  eine  solche  Transformation  liegt,  so  ijitbt  es  so  viel  nicht 
fvalentf  Transformationsklassen  vom  (iraiJc  n,  als  die  Summe  der 
iaoren  von  n  beträgt,  1  and  n  mit  eingerechnet,  da  fiir  jeden  Werth 
r  die  Grosse  5  S  verschiedene  Werthe  annimmt.    ÖeM  man  also 

n  a,  h,  e,  , .  .  verschiedene  Primzalilen  bedeuten,  so  ist  die  Za)d 
.nif-ht  äguivalenten  Klassen  für  die  Transformation  n""  Grades 


*)  oder  BoU  sie  klcii 
en  Setrage  nach  kleii 


'  aU  Null  oder  Iiüclisteox   glf^ich  Null  und  duiu  uli- 
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daher  ^  wenn  n  keine  quadratischen  Factoren  hat; 

(a+l)(6  +  l)(p+l)  ..., 
oder,  wenn  n  =  p  eine  Primzahl  ist, 

i>  +  i. 

Wir  werden  nuu  die  durch 

t  0  . 

,  M'  1 

dargestellten  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  für  ge- 
radzahlige n  beibehalten,  führen  jedoch  für  ungeradzahlige  n  andere 
mit  Hülfe  linearer  Transformationen  aus  den  obigen  hergeleitete 
Repräsentanten  ein,  die  sich  für  die  Darstellung  der  allgemeinen 
Transformationsausdrücke,  sowie  für  die  Aufstellung  der  Modular- 
gleichungen  als  brauchbarer  erweisen  werden.    Wenden  wir  nämlich 

auf 

\    t  0  ■ 

\   ^    f   \ 

die  lineare  Substitution 

1    0  I 

I 

m    1    ; 

an,  worin  m  eine  noch  näher  zu  bestinmiende  ganze  Zahl  bedeutet^ 
so  wini  sich  in  der  resultirenden  Transformation 

t  0 

5  +  mf  t ; 

die  Zahl  m  so  l>estimmen  lassen,  dass 

5  +  iMf  =  0(mod  16), 

weil  f  als  Divisor  der  ungeraden  Zahl  n  mit  16  keinen  gemeinsamen 
Thoilor  hat;  da  sich  aber  offenbar  nur  ein  ganzzahliges  positives  und 
ein  ganuahliges  negatives  |',  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  ( 
ist,  ormitteln  lässt,  so  dass 

5 +  ,«/'= 16  r 

ist,  »>  ont^priohi  jeilem  der  früheren  Systeme  der  Transformations- 
y.ahion,  je  nachdoui  mau  für  |'  nur  positive  oder  negative  ZaUen 
wühlt,  in  jtnlor  Klasse  nur  ein  neues  System  von  Transformations- 
».uhlon,  und  wir  worden  somit  statt  eines  jeden  der  früheren  Beprä- 
so)\(Autoi\  t\)r  ungx'radRahlig^  n  einen  neuen  von  der  Form 

ouitühivu  kötuxon.  worin  t  wie  früher  einen  jeden  positiven  Theiler 
\K\\\  ♦»  xt^'^tolll,   .'         **   ijit,   und  dem  5  der  Reihe  nach  die  Werthe 
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0,  1,  2,  ..  .  t'  —  \ 

0,  —1,  —2,  ...  —  {('—  1) 
izolegen  sind. 

Ist   daher  n  eine  Priiuzalil,   so  werden   die  m   der  angegebenen 
^cise  gewähltes  Repräsentanten  folgen  der  masseu  lauten 

IIOMI  0|!l  Ol  jl  OllwOI 

I  0  n  '  I  I.I6  n  I   i  2.16  »  |  '  '  "  |  (»  —  1)  Ui  «  |   ,0   1  | 

Oj]        1  Oll        1  Ol  j         1  OIImOI 

n\  I  —  1 .  16  «I  I  —  2 .  16  n  I  ■  ■  ■  I  —  (?*  —  1)  16  «  |  |  0  1  f 
Man  sieht  aus  den  vorausgegangenen  Betrachtungen,  dass  es 
lit  für  die  LiSsuug  des  allgemeinen  Transformationsprolilems  nur 
tliig  seiu  wird,  sieb  mit  den  linearen  Transformationen  und  mit 
tyenigen  Transformationen  höheren  Grades  zu  beschäftigen,  deren 
Busformation »zahlen  durch  die  RepräsentiLQten  der  nicht  äquivalen- 
Klassen  bestimmt  sind,  indem  jede  andere  zu  demselben  Grade 
lÖrige  durch  eine  lineare  Trausformation  aus  einem  dieser  Repra- 
itanten  hergeleitet  werden  kann. 

Bevor  wir  jedoch  zur  Ausführung  der  linearen  Transformation 
irgehen,  wollen  wir  eine  Bemerkung  in  Betreff  der  Zusammen- 
tuQg  der  linearen  Transformation  und  der  Transformation  höheren 
ades  anfügen,  die  in  der  Theorie  der  Modulargletchungeu  Bedeutung 
innen  wird.  Wenn  auf  irgend  ein  elliptisches  Integral  die  lineare 
ftnsformation 

i::::! 

1  auf  diese  dann  die  zu  einem  Repräsentanten  der  Transformation 

■  Grades  gehörige  Transformation 

1   i  0  I 

\i  n 

Bgvübt  wird,  so  werdeu  sich  diese  beiden  Transformationen  wieder 
er  Transformation  n"°  Grades  zusammensetzen,  und  es  wird 
b«r  milglich  sein  müssen,  diese  zusammengesetzte  Transformation 
rzusteUen  durch  eine  zu  einem  Repräsentanten   der  Transformation 

■  Grades  gehörige  von  der  Form 
I  u  0    I 


welche  eine  weifer  ; 


I    *  "    I 
i  bestimmende  lineare  Transformation . 


L 


geübt  wird.     Da  nun 

er,  »Uivt.  t'ui«:!. 
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und 


'    «0    «I 

fco  hl 


t  0 


a(,  ^  +  a,  S   a,  f 


u  0 
X  u 


«0    «1 

ß^  ßl 


uccq  ua^ 


xmq  +  uß^    xa^  +  uß^  \ 

ist^  so  wird  es  sieb  darum  handeln  ^  die  Zahlen 

u,  X,  u,  «0,  «1,  ^0,  ^, 

so  zu  bestimmen^  dass 

(30) ao^  +  a,S  =  wfto; 

(31) • a,  ^'=uaj, 

(32) b,t  +  b,^  =  xa,  +  uß,, 

(33) b^t'  =  xa^  +  uß^, 

wobei  zu  beachten,  dass 

(34) tf=vu=n 

und 

(35) ÜQbi  —  a,fco  =  1  ?     «o/^i  —  «i/^o  =  1 

sein  soll. 

Da  nun  a^  und  a^  nach  (35)  relative  Primzahlen  sein  müssen, 
so  wird  aus  (30)  und  (31)  u  als  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler 
der  Zahlen 

(m) «0^+  ^i6    uöd     a^f 

folgen,  und  m'  aus  der  Beziehung  u  =  —  sich  ergeben,  wobei  selbst- 
verständlich u   eine  ganze  Zahl  ist;  es  folgt  dann  aus  (30)  und  (31) 

\y^) «0  =         ^^        >  "i         ü~  * 

Setzt  mau  ferner  diesen  Werth  von  «j  in  (33)  ein,  so  folgt 

b^t'=    -  -  X  -\-  u  ß^     oder    6, m^'=  ajf a;  +  ww'/S, 

oder  nach  (34) 

(37) tß^  +  a^x  =  b^Uy 

aus  welcher,  wenn  mit  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
i  und  (I,  bezeichnet  wird,  der  nach  der  Bedeutung  von  «als  grösster 
gemeinschaftlicher  Theiler  der  Zahlen  (m)  auch  ein  Divisor  von  « 
sein  muss 

(38) /i,  =  jK,  -  A-  -^' ,     a^  =  X  +  Ä  .   * 

folgen,  wenn  jB,  und  X  ein  Paar  von  Losungen  der  Gleichung  (37) 
und  A-  t>ine   beliebige  ganze  Zahl  bedeutet;  es  bleibt  somit  nur  noch 
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die  Grosse  Tc  so  zu  bestimmen  übrige  dass  der  Gleichuug  (32)  genügt 
wird  oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

«o/^i  —  «i/So=  1- 

Setzt  man  die  oben  gefundenen  Werthe  für  «»,>  ^i;  /^i  ^  diese 
Gleichuug  ein^  so  folgt 

^*  +  ^'g  .  B.  -  -''i  .  ^"^  +  ^'^  .  i  _  i^'  Ä  =  1 
oder 

(39)  .  .  .    a,f/5o+  ^^(V  +  a,5)Ä  =  (ao^+a,g)B,-ti, 

und  diese  unbestimmte  Gleichung  in  ß^  und  Tc  ist  o£Penbar^  wie  es 
sein  muss,  auflösbar;  denn  dividirt  man  die  Gleichung  (39)  durch 
a^y  so  erhält  man  nach  (36) 

worin  -^-t—      eine  ganze  Zahl,  weil  d  ein  Theiler  von  a^  und  t  ist; 

nun  nimmt  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  (35)  und  (37) 
die  Form  an 

sdso   eine  ganze  Zahl,  oder  da,   wie   aus  (36)  und  (37)  unmittelbar 

folgt, 

tti  (gJBi  —  aoX)  =  M  (ofoJBi  —  a^jfe,) 
xind  daher 

ist,  die  Beziehung 

(40) ^'^0  +  ""'t "'^  't  =  ^^""■^'-'\ 

w^orin  die  rechte  Seite  eine  ganze  Zahl  darstellt.  Da  nun  aber  ö 
ein  Theiler  von  a,  sowohl  als  auch  von  u  ist,  so  wird  man  diese 
Gleichung  in  die  Form  setzen  können 

(41) ^A  +  "-^^^Ä  =  |Y-"4f^ 

und  wird  leicht  einsehen,  dass  d  der  grösste  gemeinsame  Theiler  nicht 
bloss  zwischen  t  und  aj,  sondern  auch  zwischen  u  und  a^   ist,   und 

dass  daher  -g  und  y  relativ  prim,  also 


«i 


eine  ganze  Zahl  sein  wird;  da  endlich  der  grösste  gemeinsame  Thei- 
ler von 

a^  i    und    Oq  ^  —  ttj  g 

4* 
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u  war,  so  wird  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von 

?Lt'    und     ""^T"'^ 
-^-  sein  und  daher  der  von 

«•   und   3s>L=^ 

ein  Theiler  von    ^  ,   so  dass,  wenn  man  die  Gleichung  (41)  durch 

den  grössten  gemeinsamen  Theiler  dieser  beiden  Zahlen  dividirt,  sich 
auf  der  rechten  Seite  wieder  eine  ganze  Zahl  ergiebt^  und  daher  die 
unbestimmte  Gleichung  (41)  in  ganzen  Zahlen  aullösbar  ist. 

Hierdurch    sind    aber  die   gesuchten  Transformationszahlen  der 
Transformation  ersten  und  w^*"  Grades  ermittelt. 


•  Viernndzwanzigste  Vorlesung. 

Die  lineare  Transformation. 

Er  wird  zunächst  unsere  Aufgabe  sein^  den  eiufachsten  Fall^  in 
dem  M  =  1  ist,  also  die  Transformation  ersten  Grades  oder  die 
lineare  Transformation  zu  behandeln,  welche  Theorie  aus  einem  so- 
gleich ersichtlichen  Grunde  auch  die  der  unendlich  vielen  Fornieti 
der  ^'Function  genannt  wird  und  in  den  Anwendungen  auf  Algebra 
und  Zahlentheorie  eine  wichtige  Rolle  spielt. 

Die  in  der  letzten  Vorlesung  aufgestellten  Beziehungen  nehmen 
für  die  lineare  Transformation  die  folgende  Gestalt  au.     Setzt  man 

so  genügt  diese  Function  den  beiden  Bedingungsgleichungen 

^^^  •  •  •  •     177  (t;  +  r),  =  (-  l/^'»^  +  ^-i  +  M.^-.-^(2.  +  r)^^^^_^ 

oder 

p  (. +  1),  =  (-!)■"  77  H 

'^ l77(f +  r),  =  (-l)V-'''<*'  +  ^'77(t;)„ 

wenn 

( "l  =  ^0  ^h  +  «1  ***;i  +  «0  «1 ; 

^ '  *    \  q  =  Knj^  +  ^1  '^h  +  h^i 

gesetzt  wird,  während  der  Modul  und  das  Argument  der  transformir- 
ten  '&- Function  durch  die  Beziehungen  bestimmt  sind 

(Ol T   «=    j ,,        T    =  T- 

(6) ^''=  («0  +  «lO  y  =  i^l\^^y 

und  die  Transformationszahlen  durch  die  Gleichung 

(7) aoh  —  a,5o=  1 

mit  einander  verbunden  sind. 

Aus  den  Gleichungen  (3),  welche  mit  den  in  der  achtzehnten 
Torlesung  aufgestellten,  für  die  ^-Function  mit  einem  Index  charak- 
teristischen Bedingungen  übereinstimmen,  folgt  nach  den  dort  ge- 
xnachten  Auseinandersetzungen  unmittelbar,  dass 
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(8) /7(i;);i  =  e'"^""^"'''"''  ^{v,t\ 

ist,  wenn  C  eine  noch  weiter  zu  bestimmende  Constante  bedeutet. 
Um  nun  den  Werth  dieser  Coi?stanten  zu  ermitteln^  setzen  wir  nach 
Substitution  von 

«^'  =  («0  +  «1  ^')  ^ 

für  die  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (8)  vorkommenden  ^-Func- 
tionen die  dieselben  definirenden  Exponentialreihen  und  erhalten,  wie 
unmittelbar  zu  sehen,  wenn 

(9)  .     t  {v,  m)  =  a,  («0  +  «i r)  v^  +  ((2  m  +  m)  {Qq  +  a, r)  -  m)v 

+  y  (2m  +  nxy  +  mnix  +  ^ 

gesetzt  wird,  die  folgende  Beziehung 

(10)     2  e  '^^''"^  =  c^.  2   ^  ^ 


771=  —   OD  m  = OD 


aus  der  sich  sogleich  C  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrales 
ergeben  wird.  Denn  integrirt  man  auf  beiden  Seiten  zwischen  den 
Gränzen  0  und  1,  so  wird  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung,  weil 


1 


./■ 


imvift   j  r\ 

c  dv  =  0 


0 

ist,  wenn  nicht  m  verschwindet,  in  welchem  Falle  das  Integral  den 
Werth  1  annimmt,  nur  der  Ausdruck 


C  ,e       *  .e« 
sich  ergeben,  und  somit 


*      mq  /^  771  =  -^  qp 


(11) C.e        *  e^      =  I       >;    e''''^'''"'^  dv 


0 

sein,  worin  noch  das  Integral  der  rechten  Seite  zu  ermitteln  ist- 
Der  Werth  desselben  wird  sich  aber  leicht  herstellen  lassen  mit  Hülfe 
einer  Relation,  welche  zwischen  zwei  ^-Functionen  existirt,  deren 
Argumente  sich  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Da  nämlich, 
wie  aus  der  Definitionsgleichung  der  ^-Function  unmittelbar  folgt; 

!^  (v  +  1 ,  m)  =  ^  (v,  m)  +  2  vui  («o  +  «i  r)  +  öj  {a^  +  a^t) 

+  (2  m  +  m)  (ttQ  -f  »1^')  —  m 
und 

nf(v,  m  +  a,)  =  ^  {v,  m)  +  2va^  {a^  +  a,0  +  r  a,^  +  a^mi 

+  (2  w  +  nx)  a^  t 
ist,  so  ergiebt  sich  durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen 
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il;  {v  -{-  \j  m)  —  ^  {v,  m  +  ^i) 
=  ÜQfix  +  «1  ^f^Ji  +  <^o^i  —  m  ^-  2  aj ma  +  2 Uofn 
1er  mit  Berücksichtigung  von  (4) 

^  (v  +  1>  w)  ^  ^  («^,  w  +  «i)  (niod  2) 
Lid  hieraus  wiederum  allgemein 
2) ^  (v  +  w,  w)  ^  ^  (v,  w  +  na{)  (raod  2). 

Machen  wir  nun  zur  weiteren  Entwickelung  der  Constanten  die 

nnahme^  dass 

«1  >  0, 

ne  Beschrankung,  die  wir  später  wieder  aufheben  werden,  indem 
ir  die  Gültigkeit  des  zu  erhaltenden  Resultates  auch  für  a^  <  0 
ichweisen  werden,  so  werden  wir,  wenn 

^i;  ^2f  ^3;  •  •  •  **«> 
n  beliebiges  Restsystem  nach  dem  Modul  a^  vorstellen,  statt  der 
imme 

m  =  4- «o 
m=:  —OD 

e  Summe 

tzen  können,  und  es  wird  sich  somit  mit  Berücksichtigung  der  in 
2)  enthaltenen  Congruenz  die  Gleichung 

i»  =  4-oo  »=4-a>  »=4-00 

t;ri//(p,m)  __     ^^    J^«/'(i'  +  »«»  n)    I        %7    g»'''V'(«'  +  ». '•j)     I     ,  . .    "N.^    ß*^'^(«'  +  »»'"a») 

n  =: — OD  n  =  —  00  n=  —  oo 

er 

m  =  -f-  »  p  ==  g|     n  =  -j-  30 

m  =  —  30  ^=:ln=:  —  oo 

geben.     Integrirt  man  jetzt  diese  Gleichung  zwischen  den  Grunzen 

und  1   und   setzt  den  Werth  der  linken  Seite  in  (11)  ein,   so  er- 

ebt  sich  für  die  gesuchte  Constante  C  in  Form  eines  bestimmten 

tegrales  der  nachfolgende  Werth 

1 

o=  1     ft  =  — ao  ^ 

0 

er  endlich,  wenn  man  berücksichtigt,   dass  durch  die  Substitution 

v  -|-  n  =  t;' 
s  Integral  ^ 
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Ce'^^i.-'>^Q)dv 


n 


übergeht;  und  somit 

n  =  4-aol  — v  —  (r  —  l) 

v  r  4- 1  +00 

(r  —  1)  y  — « 

wird,  die  Gleichung 

(14) C.  e"""  ^  .  6*^"^=  V  /  e•■^^(^  ^*)  dv. 

Wir  setzen  nun  aus  der  Theorie  der  reellen  bestimmten  Integrale 
den  Werth  des  Integrals 

_+« 


(15) 


OD 


als  bekannt  voraus,  in  welchem 

mit  einem  solchen  Zeichen  zu  nehmen  ist,  dass  sein  reeller  Theil 
positiv  ist,  und  erhalten  hieraus  mit  Berücksichtigung  der  quadra- 
tischen Function  ^  (v,  Tg)  für  das  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(14)  befindliche  bestimmte  Integral  den  nachfolgenden  Werth 

(16) /  e"''^t'' V)  dv  c= y-^=^x 

.•«{4a.(ao  +  ai*')  [|' (« ''c  +  »;i )' +  »"e '"^l  +  ^]  -  [<« '"^  +  "-1  >  <«»  +  ^ ^  -  "]'} 

e  ■*  «1  (Oo  +  «1  *')  , 

in  welchem  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  in  der  oben  angegebenen 
Weise  zu  bestimmen  ist.  Eine  einfache  Ausrechnung  des  Exponen- 
ten von  e,  bei  welcher  nach  (4) 

4  a,  (ao  +  aiO 

=  — — 4^; ^kr-^^^^^^+^^^^+^^'^  +  iMSTHiTj 

zu  setzen  ist,  ergiebt,  wenn  der  so  entwickelte  Werth  des  Integrales 
(16)  in  Gleichung  (14)  eingesetzt  und  berücksichtigt  wird,  dass 

e     4a»(ao4-a,r')  4       *  »--  ^         4       U,  (Oq  +  a^  «')"*"  Oo  +  ai  r*!   g».  g        4      a, 

ist,  weil 
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gesetzt  worden,  für  die  zu  bestimmende  Constante  C  den  Werth 

Beachtet  man  ferner,   dass  der  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (8)  befindliche  Factor  von  C 

ß      ^  2    ^      -^aC^  +  iq  +  intT,  r), 

wrenn 

q  =  mx,  +  2hy    m  =  ni^  +  2k 

gesetzt  wird,  worin 

mi^  =«=  0  oder  —  1 ,     m^^  =  0  oder  +  1 
sind,  in 

oder  nach  der  achtzehnten  Vorlesung  in 


e 
d.  h.  in 


Übergeht,  so  liefert  Gleichung  (8)  mit  Benutzung  des  oben  für  C  in 
Gleichung  (17)  gefundenen  Werthes  die  nachfolgende  Beziehung 

(18)    e'''''^''^-^''^''^''^''^{v\x)x  =  e^~^''''''''^^^  X 

i  st 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

mi  m  —  Wi,  nx,  =  0 

sein  muss,  weil  die  beiden  Producte  zu  gleicher  Zeit  verschwinden 
und  za  gleicher  Zeit  der  negativen  Einheit  gleich  sind,  da  in  Glei- 
chung (18)  die  'd'- Functionen  der  beiden  Seiten  zugleich  grade  oder 
ungrade  sein  müssen,  die  lineare  .Transformationsgleichung  der  ^- 
Functionen y  für  den  Fall  zunächst,  dass  a^  >  0  ist,  in  der  Form 

(19) e*''^^<^+^'"'^'>(t;',  T')i  = 

K-ta,(ao-hait)  ^i 

oder  wenn  für  m  in  die  zweite  Exponentialgrösse  sein  Werth  aus 
(4)  Bubstitairt  wird 
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(20) ^.■««,K  +  «.f)r'  ^(t,'^^')^   = 

K^ia,  (ao+a,T'j 

Um  nun  zu  zeigen,   dass  das  eben  erhaltene  Resultat  auch  für 
negative  a,  gültig  bleibt,  setzen  wir 

—  «0  =  «0  >     —  «I  =  «i>     —  *o  =  Z'o»     —  *i  =  /^n 

es  wird  dann  wegen 

a^ft,  —  a,6ü  =  1 
auch 

sein,  und  durch  diese  Zahlen  somit  wiederum  eine  lineare  Transfor- 
mation bestimmt  sein.     Setzt  man 

(21) ,;'=    ^^        ,        ^'=  ^l:^^ 

(22) v,=  -^ ,         r,  =  <'"  ~  "»/ , 

raq-i    !*"  °°  "'"''  +  a, »Mi  +  Ooa,  fm'=  a^tix  +  a,  Wi  +  «f,«, 

so  folgt  aus  (20) 

(27) e'""'<"''  +  "'''"'*(t;„r,)-.= 

^ ^ X 

r  —  »ai(aü  +  ai»i) 

£>a  aber  die  Gleichimgen  (24)  auch  in  die  Form  gesetzt  werden 
können 

m  =  aonx+  «1»?^  +  üf^a^  —  2aQni--2a^mx  =  m  —  2aQnx  ~2ö,Wi 
q'=6^W2  +  ftiWa  +  ^*i  —  2ftom  — 26infvi  =  q  —  26o«;i  — 2J,iiii, 

und  sich  somit 

m'  =  m,    q'  =  q, 

also  nach  (25)  und  (26) 

mx,  =  mi^ ,    nx,  =  ni, 
erffiebt,  da  ferner  aus  (21)  und  (22) 

r'  =  tj ,     v  =  —  Vj 
l'ol^i,  luiMserdem 
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e  =  e 

~  q  (n^j  —  m)  4-  I»  (Oo  n^  •\-  a,  m^)  (60  »^  +  *i  »Wji  -|-  60*1) 

jnd 

(Jt^'oo^o  +  S^Wji  nj^fli  &o  +  m^'«!  6,  +  2n;i  a^  «i  Aq  +  2m;i«oöi  *4  +  «oOi'  M      »>»  («2  o«Oi  *j  +  "»200«!  *i 

ist,  und  also  das  Product  dieser  beiden  Exponentialgrössen,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  a^.a^.h^.  h^  jedenfalls  eine  grade  Zahl  ist,  ver- 
möge der  Gleichungen  (23)  die  Form  annimmt 

..mq     -2-^(»»a4-  m)       —  *-^- (»l' «0*0  +  2  m^  »liai  »«4*'»  ;i'«i*iH- 2  n2a„a,ftb  4-2  m;iaoaifti  +  ao '^i**©) 

und  endlich,  wenn  {a^  den  absoluten  Betrag  von  a^  bedeutet, 

ist,  weil  auch 

^i        ^2  •  •  •  """  ^fli 
ein  Restesystem  von  «j  sein   wird,   so  wird   zunächst  die  Gleichung 
(27)  in 
(28) (-  l)'"^'*^e'''^^^'^  +  ^'*'^*''^(t;',r)2  = 

qm    —  q(«j   -  nt)    — -.-(n;i^a„6o4- 2m2n;tai6o4-m;i'a,6,  +  2n2ao«i*o4- 2mjiaja,6,  +  aoai**ü) 

K^^/7i'ao  +  ai  x) 

übergehen,  und  daher  mit  Berücksichtigung  der  für  ungrade  n  in  der 
letzten  Vorlesung  bewiesenen  Beziehung 

Identität  der  Gleichungen  (20)  und  (28),  so  dass  hierdurch  die  Gültig- 
keit der  Gleichung  (20)  auch  für  negative  a,  erwiesen  ist.*) 


*)  Wir  wollen  das  Obige  noch  dadurch  ergänzen,  dass  wir  die  Constanten- 

bestimmang  in  der  linearen  Transformation  der  d- Functionen  auch  fGr  den  Fall 

iurchfähren,  dass  ai  =>  0  ist.    Gehen  wir  nämlich  zur  Gleichung  (10)  zurück,  so 

prird  dieselbe,  wenn  der  aus  (9)  für  ai  =  0  hervorgehende  Werth  von  v  (^»  *»)  i" 

iieselbe  gesetzt  wird,  wegen 

m  ts=5  do  n^ 

D 

m  =  4- »         r  *'  ^X  »il 

'^       #Ä  j^2m  r  4-  j  (2m  4-  n;i)'  4-  m  m^  4-  — g— J  _, 

in  =  —  CO 
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.    Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,   den  Werth  der  Constanten  oder 
vielmehr  des  Theiles  der  Constanten,  welcher  durch  die  Summe 

ausgedrückt  ist,  so  wie  wir  ihn  für  spätere  Anwendungen  gebrauchen 
werden,  umzugestalten.  Gehen  wir  für  positive  Werthe  von  a,  Yon 
dem  speciellen  Restesjstem 

0,  1,  2,  ...  aj  —  1 

aus,  indem  die  Summe  von  der  Wahl  des  Restesystems  unabhängig  ist, 
so  werden  wir  für  negative  Werthe  von  a,,  da 

ü  0  ^0 

ist,  in  dem  für  positive  a^  erhaltenen  Resultate  nur  a^  in  — öo  ^ 
verwandeln  haben,  und  es  wird  sich  somit  jetzt  nur  um  Umwandlung 
der  Summe 

u 

für  positive  Werthe  von  a,  handeln. 

Wir  setzen  als  bekannt  voraus,*)  dass,  wenn 

übergehen  und  somit  durch  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  1  die  Be- 
ziehung 


ni 
oder 

liefern.    In  Folge  dessen  geht  die  Transformationsgleichang  (8)  selbst  in 

Über,  worin  cij  =  0,  «u  =  ±  1»  ^i  =  dt  1  "^d  6o  jede  beliebige  Zahl  sein  kann. 
*)  Um  die  oben  folgenden  Ausdrücke  zu  rechtfertigen,  wird  es  genügen,  f^ 
die  in  den  von  Dedekind  herausgegebenen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  Ton 
Dirichlet  (Seite  317)  gegebenen  Ausdrücke 

(a) qp  (1,  w)  =    [i  ^i)  y^  wenn  n  -^-  0  (mod  4) 

(ß) <p  (1,  w)  =  i  Kn  wenn  n  i^  1  (mod  2) 

(y) 9  (1,  w)  =  0  wenn  n  r^_  2  (mod  4) 


-  ) »      "      Vp,  worin  p  eine  Primzahl  und  h  durch 
p  mcht  theilbar  ist,  die  Verallgemeinerung  mit  Hülfefdes  Jacobi'schen  Zeichen« 
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W  —1  ,    2h7ti 

q>  (A,  n)  «  2^  /     » 

1 

gesetzt  wird^  diese  sogenannten  Gauss 'sehen  Summen  sich  in  der  fol- 
genden einfachen  Form  ausdrücken  lassen.  In  der  Voraussetzung, 
dass  h  und  n  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  wird,  wenn 

I.  n  ungrade^ 

II.  n  grade 

1)  n  =  2ß,  worin  ß  ungrade 

Yorzunehmen.  Um  vor  allen  Dingen  den  Ausdruck  (d)  auf  Primzahlpotenzen  aua- 
zudehnen,  wollen  wir  die  Summe 

für  gradzahlige  k  betrachten,  in  welchem  Falle  dieselbe  auch  in  die  Form 

geaetzt  werden  kann.  Da  aber,  wie  unmittelbar  durch  Auflösen  der  Exponenten 
erkannt  wird,  diese  Summe  den  Werth 

^  ^  Arhani 

bat,  alflo  wegen  der  imkern  Summe  für  a  >  0  Null  und  für  a  »  0  gleich  p  ^  ist, 
80  folgt  für  grade  k 

^^=^^      j    2AÄi  ,_ 

0 

und  es  ist  leicht  zu  sehen,  daes  diever  Ausdruck  mit  (S)  zu8ammenß.llt,  [wenn 
dort  für  p  der  Werth  p*  gesetzt  wird,  da  für  grade  k 

m  =  +  1    und    A~^>'  =  A       «~^   =  1 

.    (   *V 
ist,  weil  \p^  J  von  der  Form  8n+  1  wird;  es  ist  somit  die  Gültigkeit  der  Formel 

{d)  anch  für  den  Fall  nachgewiesen,  dass  statt  der  Primzahl  p  eine  grade  Potenz 

dieser  Primzahl  gesetit  wird.    Ist  dagegen  der  Werth  der  Summe 

^■'^ 

für  nngradzalilige  k  zu  ermitteln,  so  setze  man  diese  Summe  in  die  Form 
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(30) :  .    g)  (A,  2/3)  =  0 

2)  w  =  2"/3,  worin  a  >  l  und  ß  ungrade 


.  a 


(31)  .    9  (Ä,  2-^)  =  6*  ^  *  ^(|)  (-  1)    '     "/Yß 


sein. 


oder  durch  Auflösung  des  Exponenten 


^'«  e      P  y'r  e 


^' 


in  dieeem  Falle  wird  die  ExponentialgrÖsBe   der   zweiten  Summe  jedoch  nicht 
bloBB  f ür  a  =  0  der  Einheit  gleich^  sondern  für 

a  =  0,  l  .p    ^    ,2.p    ^    »  .  ..(p-Dp    *    , 

und  daher  die  zweite  Summe  selbst  für  jeden  dieser  Werthe  von  a  der  Grösse 

*  — 1 

p  '" 

gleich,  während  sie  für  alle  andern  a  wie  vorher  verschwindet;  setzt  man  nun 
die  oben  bezeichneten  Werthe  von  a  in  jene  Doppelsummen  ein,  so  geht  diese  in 

0 

oder  nach  {d)  in 

p  '"0  •    '''■  -(?)•■  "^ 

über,  80  dass  also  auch  für  ungrade  k  die  Gültigkeit  der  Formel  (i)  nach);«- 

wiesen  ist,  wenn  darin  p    statt  p  gesetzt  wird,  und  wir  kOnnen  daher  für  jede 
Primzahlpotenz  die  Richtigkeit  der  Gleichung 


/p*-iV 


{«) 

als  bewiesen  betrachten. 

Um  nun  die  Berechnung  der  Gauss^schen  Summe  9  (h^  n)  auf  beliebig  xQ* 
sam mengesetzte  Zahlen  n  auszudehnen,  braucht  man  nur  von  der  bekannten 
Relation  (s.  Dirichlet's  Vorlesungen  S.  825) 

{li) 9  (Ä,  mn)  =  9  (Am,  n) .  tp  (An,  m) 

auszugehen,  in  der  m  und  n  relativ  prime  Zahlen  bedeuten.    Seien  nämlich  p" 

3^  zwei  verschiedene  Primzahlpotenzen,  so  wird  nach  {rj)  und  («) 


und  ebenso 
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Betrachten  wir  nun  zur  Ausführung  der  vorgelegten  Gauss 'sehen 
Summe  zuerst  den  Fall;  in  dem  a^  grade  ist,  so  wird  wegen  der 
Relation 

Uq  6^  —  ai  6o  =  1 

a^  ungrade  sein  müssen,  und  da  in  diesem  Falle,  wie  sofort  zu  sehen^ 


ist,  indem  nur  durch  Veränderung  des  Restesystems  eine  Vertauschung 
der  Summanden  hervorgebracht  wird,  so  wird  es  sich,  um  die  für  die 


u.  8.  w.  oder  wie  mit  Hülfe  der  Auflösung  des  Jacobi 'sehen  Zeichens  und  ele- 
mentarer zahlen  theoretischer  Betrachtungen  leicht  ersichtlich  ist,  wenn 

p"  g/*  r^  . .    .=  n 
gesetzt  wird^  worin  |>,  9»  9*  •  . .  verschiedene  ungrade  Primzahlen  bedeuten, 


C) 


wenn  h  eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeutet. 

Wesentlich  anders  lautet  das  Resultat,  wenn  n  eine  zusammengesetzte  grade 
Zahl  ist  von  der  Form 

worin  ß  ungrade,  und  h  als  relativ  prim  zu  n  ebenfalls  ungrade  sein  wird.    Da 
nämlich  nach  (17)  und  ({;) 

m  .  9,  (ä,  2- p) = 9 (ä  . ^^",  p)  <p(Äft  2«)  =  (^^?- j  i^  '  V? .  9 (/*?,  2«) 

ist,  80  wird  es  nur  auf  die  Ermittlung  des  Werthes  von  <p  (^p,  2")  ankommen, 
welcher  lich  mit  Hülfe  der  aus  (12)  unmittelbar  folgenden  Gleichung 

(0 9  (2".  Aß)  .  <3p(äP,  2«j=  <p(i,  2"  ;»PJ 

leicht  ergeben  wird.    Ist 

1.  «  =»  1 , 
80  folgt  nach  (y),  dass 

ako  auch 

und  somit  nach  ifi)  auch 

ist 


<p(l,  2Äp)=.0, 
<p(Ä(J,  2)  =  0, 
9(Ä,2p)=0; 


II.  a>l. 
so  folgt  aus  (t),  dass 


und  aus  (a),  dass  

9  (1,  2"  Ä(J)  —  (1  +  t)  ^2^ 
ist,  so  da88  sich  aus  (i) 
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9)-Function   zu  Gründe  gelegte  Form  zu  erhalten^  somit  um  die  Er- 
mittlung der  Summe 

rt, -1        ,    2(~ao)i7r  2a, —  1      ^2{-a^xi 

^f/  ■      *".      =  i  2*«*   "  *"•      =  i  9'(-  «0,  2a,) 

ü  ü 

handeln,  welche^  wenn 

gesetzt  wird,  nach  dem  Ausdruck  (31)  in 
(32)  2^e~  — (^~^)=e'*  ['""^ r-^-J(-?o)(_l)-8-<«+Yf/i 


u 


übergeht. 

Ist  dagegen  a,  ungrade,  so  wird,  weil 

0  u 

ist, 

1)  wenn  a^  grade, 

diese  Summe  in 

_^.^a,  a, -1        ,      V      2/  _  «Mabfi 

c        *'  2*^         "        ="'      '    9'(-Y'«i) 

U 

Übergehen  und  somit  nach  (29) 

aj-l  .     a^  /         a,x»  i/r^,a,  /  —  —  \   /«i  —  1\* 

(33) . . .  ^,  r'" -(*'*)= r  «- (^^J.^V^V^, 

sein. 

und  darch  Einsetzen  in  (d) 

ergiebt    Berücksichtigt  man  endlich,  dass 
and 

ist,  so  ergiebt  sich  der  oben  benutzte  Ausdruck 
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;t  endlich  für  ungrade  a^ 

2)  Qq  auch  ungrade, 
m  man 


0 


-in 


S'^^' 


2^'" 


u 


*? 


0 


f  4        ^'«/,  o,        ' 


y  und  es  ergiebt  sich -somit  in  diesem  letzten  Falle 

somit  in  den  Formeln  (32),  (33),  (34)  die  Umwandlung  der 
3 'sehen  Summen  in  einfache  Zahlenausdrücke,  wie  wir  sie  später 
•  Theorie  der  Modulargleichungen  brauchen  werden,  für  alle 
geleistet. 

m  nun  aus  den   oben   entwickelten  Ausdrücken  für  die  lineare 
brmation  der  ^-Functionen  die  Relationen  zwischen  den  oberen 
en  und  Moduln  der  in  einander  transformirten  Integrale  herzu- 
ist vor  allem  zu  bemerken,   dass  in  Folge  der  Gleichung  (4) 

3r  Congruenzen 

mx,  ^  q    nx^^m  (mod.  2) 

^ei  Systeme  von  Werthen  der  Transformationszahlen 

Üq,     Öj,      Oq,     Oj , 

\  nach  dem  Modul  2  einander  cougruent  sind,  demselben  Index 
transformirten  '^-Function  auch  wieder  derselbe  Index  k^  des 
uglichen  d'  zugehört,  und  dass  somit  die  aus  diesen  'd'-Relationen 
rgebenden  algebraischen  Transformationen  der  Integrale  wesent- 
eselben  sein  werden.     Berücksichtigt  man  ferner  die  Relation 

ao  fei  —  aj  6o  =  1 , 
it  man  unmittelbar,  dass  die  gesammte  Zahl  der  linearen  Trans- 
ionen in  die  folgenden  sechs  Klassen  zerfallt: 


«0  — 

a,  _ 

h 

6.        . 

I. 

1 

0 

0 

1 

II. 

0 
1 

l 

1 

0 

0 

m. 

1 
1 

1 

IV. 

1 

1 
1 

!      1 

1 

0 

V. 

1 
0 

0 
1 

1 

VI. 

l 

(mod.  2) , 


gaborgcr,  ellipt.  Funct.  II. 
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und  man  erhält  nun  dieser  Eintheilung  gemäss,  wenn 

^=4=._.  ^ =  c 

gesetzt  wird,  und  ausserdem  die  aus  der  Gleichung 

dx  ady 


Va  -  x^,  {i-c^x*)        V[l  -  y«)  (1  r-  Ä;«y«) 
nach  Früherem  entspringenden  Relationen 

^r- ^  =  cos  am  (.,  c)  =  /^  JIJJ.    /l^^  =  cos  am(^,  i)/^  JjVj 
/r=r^2i2  =  ^am(u,c)  =^^  |[^«,  /i^rÄV  =  ^am(^,  *)=  A  "^ 

^''"^^(ÖTÖs'    ^''»■^^(oTtV     '^'^-FIÖTÖa'     '^'^^~^(0,r'j, 

berücksichtigt  werden,  die  nachfolgende  vollständige  Zusammenstellung 
der  linearen  Transformationsformeln: 

I. 

öo  ^1,  «1  ^  0,  60  ^  0,  6,  ^  1  (mod.  2) 

e  d'iVf   t)i  =  C  e     *  ^  (V,  TJi 

j/k  =  e       *     ]/c,  yk^=e   *     /c^; 
für  den  einfachsten  zu  dieser  Klasse  gehörigen  Fall 

«0  =  ^  «1=0,  bo  =  0,  6,  =  1 
führen  die  Transfonnationsformeln  auf  das  identische  Integral 

IL 
«0^0,  a^^l,  Iq:^!,  6j  =e 0  (mod.  2) 
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und  für  den  einfachsten  Fall 

a^  j=  0,  a,  =  —  1,  6o  =  1»  ^i  =  0, 

1       ,        V 

ist,  erhält  man 


in  welchem 


T  '  T 


> 


1/  = ^* _    t/1  —  4/2  = f^ i/T—  Av^t/'^  =  ?-^ 

y        ^r^-ii'  ^      ^      Kni^«'  '^ '     '^  ^      Kr-  ^' 

sin  am  (tu,  c,)  =  i  tang  am  (u,  c),  cos  am  {iu,  Cj)  =  sec  am  (u,  c) 

^        /  •         \         -^  am  (u,  c) 

z7  am  Uli,  C|)  = ^, — ^ . 

^     '    1/       cos  am  (w,  c) 

III. 

Gq  ^1,  «t  ^  ^;  ^0  =-^  0>  6i  =::E  1  (mod.  2) 

fOr  den  einfachsten  Fall,  in  welchem 

ao  —  1,  «1  =  1,  6o  =  0;  6i  =  1 

^'  — il^.  i;'  =  (l  +  T')t; 
ist^  ergiebt  sich 

y  =  cx,  y\~^Y= yv^~c'^~x^,  /r=iv  =  /i  —  a;s 

sin  am  (cu,  -)  =  c  sin  am  (m,  c),  cos  am  (cu,  -)=  -^am  (u,  c) 

^am  (cu,  -)  =  cos  am  (u,  c). 

IV. 

a«  ^1,  a,  =  1,  6o  =  1;  6|  =  0  (mod.  2) 


<jra,(ao +  «!*')•" 


ina^b^ 


e  ^{v,T)Q  =  ce    *     -Ö* (t',  r)3 
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in 

e  0"  (v ,  T  )2  =  c-o"  (y,  x\ 

f(ir  den  einfachsten  Fall;  in  welchem 

«0  =  1;  «1=  —  1;  ^)  =  1;  fei  =0 

r  = ,    t;=  — =(i — r)t; 

ist,  erhält  man 

(        i  CA  .  sin  am  (»u,  c)  /        i  cA  1 

sm  am  \cu.  — ^)  =  —  et  -7-  -r -.--rx  ,  cos  amicu.     M  =  -^ — : 

\     '    c/  z^am(^$w,  c)  '  \     '    c/      *  ^  am  (im,  cj 

^        /        t  cA        cos  am  (t  w,  c) 

\     '   c  /  /^  am  ( $  M,  c) 

V. 

ÖQ  ^:  1;  aj  ^  0,  6q  ^  1 ,  &i  ^3  1  (mod.  2) 


M  «»  *  ^<»ug| 


iit 

e  Kt(yyX\=^ce    ^  -ö-  (v,  t), 

für  den  einfachsten  Fall,  in  welchem 

«0  =  1;  «i  —  0,  60  =  —  1;  61  =  1 

t'  =  T  +  1,   V'  =  1; 

ist,  ergiebt  sieh 

„•  ^  »c\  sin  am  (u,  c)  /  ic\        cosamff«,  ^) 

smamlc,  t/,      )=c*-- r^-^,  cos  am  (c, m,  — )  =  ,  -^ 

V  *    '    c,/  *   -d  am  (u,c)'  »"ly^i^iw,    ^^y  ^am(tf,c) 

z/ am  (c«ti,  — )= • 

N  >    '    C|/        z/am{i«,  c) 
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inaiia^  +  aifjp^ 


.      VI. 

«0  ^"  ^;  «1  ~    1;  ^0  ^  1;  *i  ^  1  (mod.  2) 

e  &{v,t)Q  =  ce    ^  ^ (^>  f )2 

e  '9'  (v ,  T ),  =  c  e    *  -ö"  (v,  t), 


i/rooai 


für  den  einfachsten  Fall,  in  welchem 

«0  =  0,  öl  =  1,  60  =  —  1 ,  6  =  1 


ist,  ergiebt  sich 


l-r' 


t? 


T 


r  •  V 


/.  1\     '    .      sin  am  (u,  c)  /.  1\  jAm(UtC) 

sm  amltCit«,  -J  =  tc*  — t-Mj  cosam(^c,  w,      J  = V— ^ 

V    ^    '  c/  *  cos  am (u,c)'  V    '    '   c/        co8am(ti,  c 


z/am  (icjti,  -^  = 


l 


cos  am  (u,  c) 


Den  Schluss  dieser  Vorlesung  mag  die  Bemerkung  bilden,  dass 
Dach  den  in  der  siebzehnten  Vorlesung  gemachten  Auseinander- 
setzungen für  die  verschiedenen  Systeme  der  Elementarperioden,  welche 
offenbar  durch  lineare  Transformationen  aus  einander  abgeleitet  sind, 
jede  lineare  Transformation  durch  successive  Zusammensetzung  dei^ 
beiden  Normaltransformationen 


0  1 

und 

-1       0 

1  0 

1        1 

hergeleitet  werden  kann;  da  nun  für  diese  beiden  Transformationen, 
welche  dem  zweiten  und  fünften  Falle  angehören,  aus  dem  Ausdrucke 

X  = ,- 

rtjT  —  &1 

sich 

T— --,     r=T+l- 

ergiebt,  so  wi^d  man  für  die  der  linearen  Transformation  angehörigen 
Untersuchungen,  die  wir  später  anstellen  werden,  nur  diese  beiden 
Beziehungen  zwischen  dem  ursprünglichen  und  transformirten  '^-Modul 
211  behandeln  brauchen.    Wir  können  diese  Beziehungen  jedoch  auch 
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noch  durch  zwei  andere  ersetzen,  wenn  wir  bemerken,  dass  die  Zu- 
sammensetzung der  Transformationen 

—1 

1 

liefert^  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  wir  zu  den  Normaltransforma- 
tionen  der  linearen  Transformation 


1         1! 

0  1 

l  —1 

1  0 

und 

1  0 

1       0 

0        1 

-1  0 

0       1 

—  1  1 

1  1 

0  —1 

1       1 

und 

0  1 

0       1 

1  0 

machen  können,  somit  nach  den  Formeln  des  zweiten  und  dritten 
Falles  diejenigen  Transformationen,  für  welche  die  Beziehungen 
zwischen  dem  ursprünglichen  und  transformirten  «^-Modul 

1 


= und  z  = 


i  +  T 


sind,  welche  wiederum,  wie  oben  gezeigt  worden,  für  die  Integral- 
moduln die  Relationen  nach  sich  ziehen 

/Ä  =  yc[  und  yiz  =  -^, 

Yo 

so  dass  wir  diejenigen  linearen  Transformationen,  welche  den  Inte- 
gralmodul in  den  reciproken  und  complementaren  verwandeln,  als  die 
Grundtransformationen  ersten  Grades  betrachten  dürfen. 


0 
1 


Fünfundzwaiizigste  Vorlesung. 

Die  Weier st rass 'sehen  Ftmetionen. 

Wir  wollen  an  die  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelten  Aus- 
drücke für  die  lineare  Transformation  der  elliptischen  Functionen  die 
Aufstellung  der  Weierstrass'schen  Functionen  anfügen,  welche  sich 
nach  ganzen  Potenzen  der  Variabein  in  Reihen  entwickeln  lassen, 
die  in  der  ganzen  Ebene  convergent  sind,  und  deren  Goefficienten 
ganze  Functionen  des  Quadrates  des  Integralmoduls  sind,  schicken 
jedoch,  um  -alle  folgenden  Beziehungen  aus  den  für  die  'd'-Functionen 
aufgestellten  entnehmen  zu  können,  die  Entwicklung  der  Differential- 
gleichungen voraus,  denen  die  Periodicitätsmodulu  des  elliptischen 
Normalintegrales  erster  Gattung  genügen. 

Es  war  nämlich 

J  I  KTT^  r«)  (1  -  x«ier«)  '  J  \  Vit  -  z*)  (1  -  x«if«] 


0' 


and  daher 

da M  l'\ x^»d^ 4    /*!  dz_ 

^^    ~    J   \    {i  —  x»^«)  VXl  —  Z^)  (l--x«£:«j'  ""  ^J   \  K(l-  if')  (1  —  x«2r«) 

0  0 

+  A  i\ ^_f  . 

0 

da  aber,  wie  aus  der  in  der  vierzehnten  Vorlesung  angegebenen 
Beductionsmethode  der  elliptischen  Integrale  ganz  ohne  weitere  Rech- 
nung sich  ergiebt, 

4  i\ gf =  -  -\e^\.Q. 

J  I   (1  — x«;P»)J^(l  — -Z!*)(l-x«^«)  '«1*  '♦i* 

0 

ist,  80  folgt 

ax  •  X  X,»  '       X  X,' 

oder 

Cl) ^^-=  \Sl-^E. 

^    '  ax  xi»  X,* 

Ebenso  is^  unmittelbar  zu  sehen,  dass 
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d/;^^/*;  %z^  äz =  —  !' 1? 


0  0 

1 


*V   '  ^(1  - -?»)  (1  -  x«r«y 

0 

oder  mit  Beuutzung  des  oben  für  das  erste  Integral  der  rechten  Seite 
gefundenen  Werthes  und  durch  Zerlegung  des  zweiten  Integrales 

(2) i^=  -^,  £1  -  ^^^  E, 

^     ^  OX  XXj'  XXi*  ' 

und    aus  (1)   und   (2)   ergiebt   sich    dann  ohne  Schwierigkeit  durch 

dE 

Elimination  von  E  und    ,  -  vermöge  einmaliger  Differentiation  für 

die  erste  Periode  der  sin  am  w  die  lineare  Differentialgleichung  zwei- 
ter Ordnung 

deren  Coef&cienton  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.    Um  eine 
ühnliehe  Differentialgleichung  fQr  die  zweite  durch  den  Ausdruck 


1 

de 


^)  (1  —  %W^) 

0  0 

detiuirto  IVrioile  lu  ermitt«In^  bemerke  man^  dass  in  dem  einfachsten 
Falle  dtv$  «weiten  Uauptfalles  der  linearen  Transformation  den  Trans- 
formatiousiahlen 

ci^^  —  0,    a,  =  —  1,     \  =  \,    &,  =  0 

die  Beziehungen 

d:  ^  .  dz' 


<mK      i 


und  daher  die  Periodenrelationen 

i^  — —  2#Äi',    2i^'=fÄj, 

entsprechen,  wenn  ^,  und  52/  die  den  oben  aufgestellten  Ausdrücken 
analogen  Perioden  des  trausfbrmirten  Integrales  bedeuten.  Da  nun 
zwischen  Sl^  und  x   nach  \^<)^  die  Differentialgleichung  besteht 

SO  folgt,  wenn 
jTosotzt  wird, 

'  «iK,*  ^  *       a«i  ' 

odor»  >vio  unmittelbar  durch  Benutzung  der  Beziehungen 
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ZQ  sehen, 

(4) x(l-x^)^'  +  (l-3x')4f'  =  xß', 

somit  dieselbe  Differentialgleichung;  wie  die  oben  für  Sl  gefundene; 
es  ergiebt  sich  hieraus ;  dass  das  allgemeine  Integral  der  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

in  der  Form  enthalten  ist 

p  =  cSl  +  cSl\ 

worin  c  und  c  willkührliche  Constanten  bedeuten. 

Bevor  wir  nun  zur  Entwicklung  der  Periodicitätsmoduln  als 
Functionen  des  Integralmoduls  x  aufgefasst  übergehen  ^  wollen  wir 
noch  auf  directem  Wege,  statt  von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  aus- 
zugehen, die  Differentialbeziehung  zwischen  dem  Integralmodul  x  und 
dem  Modul  der  zugehörigen  '^-Function  herzuleiten  suchen. .  Aus 

folgt 

dt  ^  4^3' 

oder  vermöge  der  partiellen  Differentialgleichung  der  -ö-- Functionen 


— -— —  =  4;rt  -  , —  , 


in  bekannten  Zeichen 


W dx~  2ni  ^/ 

Da  aber  nach  den  letzten  Formeln  der  achtzehnten  Vorlesung 

oder  für  den  Nullwerth  der  Variabein 

?«"  =  .^!>'-  _  ^''  -^«' 

folgt,  woraus  sich  durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  von 
einander  und  mit  Berücksichtigung  der  Beziehungen 

%'^^  +  ^2 «  =  ^3^     uud     ^1'  =  ;r  ^.,  ^2  ^3 
^ie  Gleichung  ergiebt 
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r^ 


80  geht  die  Gleichung  (5)  in 

^^^) d%~    2       -^3«     —  T  **»    ^i 

oder  vermöge  der  Beziehung 

in 

(7) 

über. 

Die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (7)  werden  es  nun  ermöglichen, 
für  il  und  il'  Reihenentwicklungen  aufzustellen  ^  welche  für  solche 
x^  gültig  sind,  deren  Modul  kleiner  als  die  Einheit  ist,  und  wir  wol- 
len diese  Gelegenheit  benutzen,  um  eine  Entwicklung  für  das  erste 
elliptische  Normalintegral  als  Function  der  oberen  Granze  derselben 
aufzustellen,  so  lange  der  absolute  Betrag  derselben  die  Einheit  nicht 
überschreitet. 

Sei  also 

dz 


d% txxi'Ä* 

dz  Bte 


^ 


V\\  —  Ä»)  (1  —  x«^») 


vorgelegt;  worin  mod  ^^  <  1  ist  und  mod  x^  <  1  sein  solly  so  wird 

für  alle  jer,  für  welche 

mod  x^e^  <  1 
ist, 


1 


1.3 


/i- 


^t^t 


1  +  tx»--^  +  :,-jx^  *'  +  ..•  + 


1 . 3  ...  (2  n  —  1^ 


2.4...  2ii 


««•i*«- 


und  da  nach  einer  bekannten  Reductionsformel 

'2,4...  2  N  J*"dr  dz 


l  .  3  .  .  .  (2  M  -    1)     y\  __    rt  —   J   1   _  jt 


^d{k{z)n.Vl-Z% 


wenn 


^osetzt  winl,  so  orgiebt  sieh,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  die  Beioi- 
nungon  eingeführt  werden, 

,}.-l.|.vf-x--|-(:VJ).x'. 

\\\\    \U^   olhi^isoho    Nv^rmaldiffereuüal    erster  Gattung  die  Wp** 
Kh<  Wicklung' 


M 
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dz  =  &      ^^ 


y(i  —  jj«j  (1  —  x«i«)       Vi  —  z^ 

Da  aber 

o)  A  (;^),  +  (S,  -  ffO  A  (Xf),  +  . . .  +  (^«  -  Ä„^0  A  W«  = 

+  (ff  -  ffn-l)  (A  (;E^).  -  A  {Z)n-l)  +  (ffn  -  ff )  A  (^)„ 

1  der  Rest  dieser  Reihe 

(ff»  -  ff )  A  (z\ 

n  =  <x>  sich  der  Null  nähert*),   so  wird  die  obige  Entwicklung 

Berücksichtigung  der  für  die  Function  l{z)n  gegebenen  Defini- 

)   und  nach  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  jeTj  die  ge- 

hte  Entwicklung   für   das  Normalintegral  erster  Gattung  in  der 

•m  liefern 


*)  Da  uämlicb  die  Reihe  (f)  für 

1 


Vi  —  x«i'« 

7ergent  ist  für  alle  z.  deren  Modul  kleiner  als  der  Modul  von  —  ,  welcher 

X 

Voraussetzung  nach  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  wird,  wenn  £  eine  Zahl 
eutet,  deren  Modul  kleiner  als  der  Modul  von  — ,  aber  grösser  als  die  Ein- 
ist, und  mit  g  der  grösste  absolute  Betrag  der  einzelnen  Glieder  von  (r) 
eichnet  wird, 

l  daher 

i{a-K)<9  {(»od  ß-^*^*>  +  (mod  £)-»»+*)  +...}<  g  ^^^^^  , 

'^  '  1  —  (mod  i) 

em  man  die  Zahlencoefficienten,  welche  ächte  Brüfihe  sind,  durch  die  Einheit 
^tzt.    Hieraus  folgt  aber,  dass 

a  f  mod  f  \—  (2 »» +  2)  o     .  <>    ™od  l  {z)^ 

-d  («_«,).(,),<  l^^ilL^^^  .od  ^ -+ ^ -^^, 


;j\2n  +  2         ,    H.e) 


< ^- ,mod(4f  +  'n.od 


fl 


(mod  fr'  ^^^  i^""^* 

nnd  daher,  wenn  mod  2f-<mod  f  und  >  1  ist,  dieser  Werth  gleich  Null, 

^  (<?)m  ^om  2n  —  V^^  Grade  in  Bezug  auf  ^  ist,  und  es  ist  somit  die  in  der 

'Q3er  der  Gleichung  (8)  enthaltene  Potenzreihe   auch  noch  für  iTj,   deren 

^^  I>  1  ist,  also  jedenfalls  für  ;?(,    deren  Modul  •<  1  oder  a- 1   ist,   con- 
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(8) i-  -r— T-    =  Ä  arc  sin  jsr, 


0 


Setzt  man  hierin;  was  nach  der  untenstehenden  Anmerkung 
erlaubt  ist,  x:  =  1 ,  so  ergiebt  sich 

(9)     i^  =  2.{l+a)^x^  +  (i-;-5'x*  +  g:|.5)^• +  ...). 

Es  lässt  sich  nunmehr  auch  leicht  die  Beihe  für  den  zweiten 
Periodicitatsmodul  herleiten;  da  nämlich  nach  den  Ausdrücken  der 
achtzehnten  Vorlesung 

^      "^^  i(i~+<zr(i+tf»)(i+2-^)...) 

und  wie  unmittelbar  zu  sehen 

{Sl\^,  =  lim  4  f  , . Jl ^  =  2  3r, 

0 
0 

also 

in  in- 

q=^e'"'  =  c    ^     =0 
ist;  so  ergiebt  sich  für  sehr  kleine  x  die  Beziehung 

und  hieraus 

^j   =  1<^  ^ 
tnlor 

vlO^ .Q'=  -*^'loir  ^. 

und  Ja«  wio  aus  der  Oleichung  ^7^  leicht  zu  ersehen,  indem  man  H 
\\\\k{  «j  u»ch  IVtonteu  rem  x  entwickelt  und  f&r  r  seinen  Werth  ein- 
j^^t^t.  d*$  durch  die  Gleichung  ,10'»  gegebene  Glied  das  einzige  ist^ 
\\  dclu^  in  der  för  aie  rmsrebumr  von  x  =  0  ausfahrbaren  Entwick- 
hnvjr  ^vM\  ^i  t^*r  »=v  unon^üich  gross  wird,  wahrend  der  ganie 
aUn^^  rhc:!  j^ich  UAch  jxvhitiven  guizen  Potenzen  Ton  x'  moss  ent- 
xxu'koh;  Iaäö^mu  ^o  xiiTv;  os  eri*ubi  s*in,  für  die  Umgebung  von  x^O 

'A\  >oUi^;u  >xvr.u  V  oir.i-  :::  Oir  Tzigebung  von  x  =  0  convergente, 
WAoh  )s>si*.t:xcv.  j::äv,;;'v.  r.'^r.rfr.  von  tr  fortschreitende  Reihe  be 
^ic^^^^K  >Äv\>,o  ?>,;•  *  —  /  x^rsjvrim.roei.  und  deien  Coefficienten  nun- 
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nehr  zu  bestimmen  sein  werden.  Setzt  man  aber  den  durch  die 
jrleichung  (11)  gegebenen  Werth  von  Sl'  in  die  DiflFerentialgleichung 
[4)  ein  und  beachtet,  dass  Sl  einer  ebensolchen  Differentialgleichung 
jenügt,  so  ergiebt  sich  für  Q  die  Differentialgleichung 

12)..  'cvf^  +  a-3x')t?-''«  =  -?':,?-^^. 

welcher  durch  eine  Reihe  der  Form 

ö  =  «1  2»  ^  +  «2  2rr«  ^*  +  «3  2tT4« .  6«  ^  "I — 

genügt  werden  soll.  Nun  ergiebt  sich  aber,  wie  eine  einfache  Ent- 
wicklung zeigt,  dass 

:i3) x«,^0  +  (l-3x-')j?-x<2  = 

t  +  3'^. -^;(«,-a,)«'+5-^-fcS- («3 -«»)''*+ ''•^:S'ii(«4- «3)«' +  • 

und  nach  (9) 

(14) *l^-^u 

und  durch  Ideutificirung  der  Entwicklungen  (13)  uud  (14)  die  nach- 
folgenden Werthe  für  die  Coefficienten  der  Reihe  Q 

y  \__  2  2  2 

Kj  1  ,       «2  ^1  3  "4»       ^3  ^2  576>        ^4  —  "3  7    87    •  •  • 

oder 

«1=-1;      «2  =  -(1  +  3^); 

«4  =  -0  +  3^4+5— e+7-^)'   ••- 

80  dass  die  Entwicklung  von  Sl'  nach  Gleichung  (11)  übergeht  in 
05) ^'=f^'l«g* 

^Mf2'*+2'T-4i(^  +  o)''+2rT..^»0+   371 +  ¥76) '''  +  •••}' 

oder,  wie  durch  Zusammenfassen  der  mit  den  Coefficienten 

1     _A_      _1_      _?_ 

'     3.4'      5.6'      7.8'   •  •  • 

versehenen  Glieder  hervorgeht,  mit  Benutzung  der  oben  eingeführten 

Grössen 

&    &     &     ^ 

^y  ^07  ^\y  ^i}  "  *  " 

die  Entwicklung 

06) ß'=^ilog-*- 
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Wir  gehen  nun  zur  Einführung  der  vier  Weierstrass'schai 
Functionen  über,  indem  wir  von  der  in  der  zwanzigsten  Vorlesung 
gefundenen  Beziehung  ausgehen 


IC 


X*  sin-  am  iv  dw  =   vr-  «<?  — 


Sl  dw  ' 

u 

welche,  wenn 

f  x'  sin^  am  tc  dw  =  Z  {w) 
gesetzt  wird,  in 

^1') Z{w)^^u, ^- 

übergeht.     Durch   Integration   dieser   Gleichung   nach   w  folgt  un- 
mittelbar 

/  Z  vir)  c/ir  =  |>-  ir^  -  log  1—^7 , 


9. 

0 


oder  wenn  die  Function  Äl{ic)^  durch  die  Gleichung  definirt  wird 

-'JZ(m)äm 

(1S> At^Hr\=^e  <  , 

die  Beziehung 


"••CÄ 


a!" .ily-.-'     '"     — jr- 

Sotiit  mau  femer 

.V. .„,,,-     •    -S-<^. 


iit 


IT  ♦♦ 


v^»^ .<:y.  =  /  i^ 


$\^  >iii^T\ieu  v>äfe»b4ur  vhe  drvi  ellipüschen  Functioiieii  durch  die  Quo- 
iu*v,U'u    xkr   \ÜT   Abtel'Ä'i^r:    Functkn^ii   in   der  folgenden  Weise 


<;::  43l  ** 


V  i  v-v^  ir:  -•.• 


I*  -1»    *•  * 


.4.  «r 
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Diese  vier  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  und  endlichen  Func- 
tionen Al(w)  haben  nun  die  wesentliche  Eigenschaft^  dass  ihre 
Maclaurin'sche  Reihenentwicklung  Coefficienten  besitzt,  welche 
ganze  rationale  Functionen  von  x^  sind  und  sich  leicht  herstellen 
lassen,  wenn  die  partiellen  Differentialgleichungen  ermittelt  sind, 
denen  jene  vier  Functionen  genügen.  Diese  DiflFerentialgleichungen 
erhält  man  jedoch  aus  einer  einfachen  Transformation  der  für  die 
-&- Functionen  in  der  achtzehnten  Vorlesung  gefundenen;  setzt  man 
nämlich  den  aus  der  Gleichung  (19)  sich  ergebenden  Werth  der  d- 
Function  ^,^^ 

in  die  partielle  Differentialgleichung 

cur  dt 

ein,  so  erhält  man,  wie  aus  der  Gleichung 

SAl (-^-)         BAI (^^-)        ,  „  ^  BAI (^)    , 

V   2   /q V   2   /o  te^dSl  d%    .  ♦  \   2    /p  d% 

^^  ^(^^^       '^^    ax    <ir    '  cn  d%^ 

aus  den  Relationen  (1),  (2)  und  (7)  4ind  der  Beziehung 

^^  —  y  2« 

unmittelbar  durch  eine  leichte  Ausrechnung  folgt,  wenn  man 

w  statt  —5- 

setzt,  die  nachfolgende  partielle  Differentialgleichung  für  die  Func- 
tion Al(w\ 

[)  .     ^^^«^)o  ^  27c^w  ^^g^j^^^  +  2x(l  -  x^)  ^^g^J^^  +  Tc^w^Aliw)  =  0. 

Genau  ebenso  findet  man  aus  derselben  Differentialgleichung  für 
die  drei  andern  ^-Functionen 

Benutzt  man  nun  die  aus  dem  dritten  Hauptfalle  der  linearen 
Transformation  der  -Ö*- Functionen  durch  Einführung  der  AbeTschen 
Functionen  vermittels  der  Gleichungen  (19)  bis  (22)  sich  ergebenden 
Gleichungen 

Äl(xw,   ^)^  =  xAl (w,  x),,   AI  (xiv,  1)^  =  AI  {w,  x\, 


(28) 


80 
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80  erhält  man  bezüglich  der  Entwicklung  dieser  vier  Functionen  nach 
positiven  steigenden  Potenzen  der  Variabein  nach  Weierstrass  das 
folgende  Resultat: 


Wenn 


^m,  n 


'm,  n? 


'ni,  n 


a 


m,  n 


C 


n\,  n 


ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  vermittels  der  Recursionsformeln 

=  (4m+4)a„,.„_,  +(2n  +  4)a^_i.„  -(2m+2n+  l)(2m+2n  +  2)fl„_,.„., 
=  (4iu+l)6^,„_x+(2u+l)6nt-i,n--(2m  +  2n  +  2)(2m+2n--l)i„-u-, 
=(4m+l)c„,„-i+(4n+4)c„_i,„-(2m+2n-l)(2m+2n)c„,-i,„-, 
zu  berechnen  sind,  in  denen 

«0, 0  =  2;     bu^  0  =  1  j     Co,  0  =  1 7     Ci,  0  =  2,     Co,  1  =  1  • 

und  jedem  Coefficienten,  bei  dem  einer  der  Indices  negativ  ist,  der  Werth 
Null  beizulegen  ist,  während  die  Beziehungen  statthaben 


a 


m.  n 


a 


n,  ni> 


'ni,  n 


^n,  nt; 


SO  ergeben  sich  für  jene  vier  t\inctionen  die  folgenden  Reihenentwick- 
lungen 


^29) 


Al[w\  =  1  -  S*  |(-  !)■"+"  «m.«x»"+«--«' 


2  in  +  2  n  +  4 


m.  n 


(2m  +  2n  +  4)ir 

^2  m  -f  2  n  + 1 


m,  n  V  I  I      / 

^Z(ir),=  1-2,   !(->)"  +  "  Cm.«  «*- 


m,  n 


(2m  +  2n+2)!»' 


Ai(u%  =  i  - 2  k-  n"+«(?„,.„ x««+«  - 


w 


2in  +  2n  +  2 


m.  n 


(2Tn  +  2n  +  2j! 


fp 


in  denen  m  und  u  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  oo 
zu  durchlaufen  haben.    Die  Ausrechnung  dieser  Formeln  liefert,  wenn 


IC" 


iC^ 


IT*'" 
+    (—1)01-1^^    _____ 


Al{w\  =  l  —  ^o  ^  +  Ja  ^j 
gesetzt  wird, 

.•l,  =  :öi,x«  +  x'^i  +  GSx*, 

A^  =  128  ^x'«'  +  x'^  ^  +  480  [^x*  +  x«), 

aI  -=  512  i^x^  +  x»^)  +  30)8  (X*  +  x'^)  +  5400 x«, 


wenn 
Al[^ic\ 


IT' 


IT^ 


m 


l  +  x-\ 

1  +  X*  +  4  x^ 
B^^\  +  x^  +  O^X'  +  x»), 
li^  =  1  4-  x^  +  U> ,  x^  +  »■'  —  6  X*, 
/>\  =  l  -f  x»^  +  20.X-  +  x^.  —  4WiX*  +  X*), 


«r 


.*ni4-l 


(2m+  1)! 


li. 


1-r  x»'--f  :Umx'  +  X 


w.  


:>T8!  ,x*  +  x^)—  12184  x% 
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wenn 


2!      '      ^2   4!  '      ^         -/      -n.    (2^), 

C,  =  l, 

C,  =  1  +  2  x^, 

Cfj  =  1  +  6  X«  +  8  x*, 

CT,  =  1  +  12x»  +  60  X*  +  32  X«, 

Cj  =  1  +  20  x2  +  348  X«  +  448  X«  +  128  x^, 

Cg  =  1  +  30  x»  +  2372  X*  +  4600  x«  +  2880x^  +  512  x'», 


wenn 


W      I       T.      W*  ■      /  .\~    -rw         W*"" 


•  • 


A  =  «S 

Dj  =  2  x2  +  X«, 

7)3  =3  8  x»  +  6  X*  +  x", 

/>!  ==  32  x"  +  60 X«  4- 12  X«  +  X«, 

2>j  =  128x2  4-  448x<  +  348x«  +  20x*  +  x", 

Dt  =  512  x'  +  2880  x*  +  4600  x«  +  2372  x«  +  30  x"  +  x'2, 

Wir  schliessen  endlich  hieran  noch  die  Entwicklung  der  drei 
elliptischen  Functionen  nach  positiven  ganzen  steiigenden  Potenzen 
der  Variaheln^  die  bekanntlich  innerhalb  eines  um  den  Nullpunkt 
gezogenen  Kreises  convergent  sein  wird;  dessen  Radius  bis  zum  näch- 
sten Unstetigkeitspunkt  der  zu  entwickelnden  Function  reicht.  Um 
die  in  der  Entwicklung 

/d  sin  am  U7\     w    ,    /d^&maTüw\       w^       , 

sm  am  tc  SS  l — ^ j   -  +  ( ^—z — )   t--«— ^  +  •  •  • 

V       dw       /o    1     '    ^        dw^       /ü  1.2.3    • 

vorkommenden  Coefficienten  der  Potenzen  von  w  zu  bestimmen,  gehen 
wir  von  den  drei  früher  entwickelten  Beziehungen  aus 

d  sin  am  u;  . 

j =  cos  am  «(; .  z7  am  «r , 

dw  ' 

d  008  am  w  .  . 

=  —  sm  am  w  .  ^  am  tv, 

dtv  ' 

dJomw  «    . 

-3 =  —  x^  sm  am  tv  .  cos  amt<^, 

dw  ' 

ans  denen  sich  ohne  weitere  Rechnung  für  die  höheren  Differential- 
quotienten  die  allgemeinen  Formen  ergeben 

d*  **  8in  am  w 

du?" 
==  (öQ  +  aj  sin^  am  ti7  +  0^2  sin*  am  w; +•••  + ^n  sin^ "  am  t<;)  sin  am  M? ; 

=  (J^-|-&jsin^amM?  +  ^2^^^**™^*'H f-/>«sin2"amtc;)cosamM;z/amw, 

in  welchen 

Königsberger,  eUipt. Fttnct.  IL  G 
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ganze  Functionen  von  x*  bedeuten.    Berechnet  man  ans  diesen 
chungen  die  Werthe  der  Differentialquotienten  f&r  den  NnllwerÜx 
Argumentes;  so  erhält  man  die  Entwicklung 

■  _    l-flö5ic«+135«^  +  ic«      , 

1.2.3.4.6.6.7  ~  ' 

welche;  wenn  x^  reell  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  fiir  alle  w 
deren  Modul  kleiner  als  £*'  ist;  convergiren  wird,  weil  Tennoge  des 
rechtwinkligen  Elementarparallelogramms 

mod  {2K+  iE')  >  mod  iE' 

ist.    Aus  der  dem  dritten  Hauptfalle  der  linearen  Transformatioii  au- 
gehörigen  Gleichung 

sin  am  yxw,  — )  =  x  sin  am  («?,  x) 

folgt  unmittelbar,  dass  die  Coef&cienten  der  Entwicklung  von  sinamtr 
reciproke  ganze  Polynome  von  x  sein  müssen,  und  es  wird  sich 
daher  diese  Entwicklung,  wenn 

gesetzt  wird,  auch  in  der  Form  darstellen  lassen 

(31)  8ir.amtc;  =  tr-2xpi-^3  +  4«n?^  +  3)j-^^, 

Genau  ebenso  erhält  man  fiir  die  beiden  andern  elliptischen  F^ 
tionen  die  Potenzentwicklungen 

/QO\  1  1        ?    1     !  +  *«•       1        1  +  44««+ 16x* 

(32)  cosamfr=.l-^ic;^  +  ^-^-3-^fc;^~   1^2.3.4  5.6 
und 

^^  1.2  '1.2.8.4  1.2.8.4.6.6 


W' 
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Die  Transformation  n^^^  Grades. 

Nachdem  wir  in  der  vieruDdzwanzigsten  Vorlesung  die  Theorie 
linearen  Transformation  entwickelt,  gehen  wir  zum  Zwecke  der 
führung  der  Transformation  höheren  Grades  dazu  über,  aus  den 
i  für  die  Function 

77(t;)^  =  e'*<^+"^"'^**^'-&(t;',T)^ 

iri  ekelten  Bedingungsgleichungen 

77  (»  +  1),  =  (- ir  73  («)„ 


r  77  (t;  +  1),  =  (- 
l  77  (t;  +  r),  =  (- 


.q  ^— iit«(2r  +  r) 


enen 

....    v  =  (an  +  a,  r )  V  =  -, ,      r  =  — — -^ 

,  die  Form  der  77-Function  selbst  zu  ermitteln,  und  bringen  die- 
B  nach  Hermite  auf  die  Form 

.  .    77(i;),="^"(-l)«'"^„e"'**'"  +  ""  +  «^'*'"  +  """, 

^hes  die  Fourri er/sehe  Reihenentwicklung  der  in  der  ganzen 
ne  eindeutigen  und  endlichen  77-Function  ist,  deren  Periode  nach 
ersten  Gleichung  (2)  1  oder  2  ist,  je  nachdem  ni  ungerade  oder 
ide  ist.  Damit  nun  der  Ausdruck  (6)  auch  der  zweiten  der  Glei- 
Qgen  (2)  genüge,  muss 


m=:—  oe 


W»  =  OD 

woraus,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  wir  auf  der  linken  Seite 
:r  Gleichung  den    Suramationsindex   m  —  n   statt  m  einführen, 

E^  Identificirung  der  Coefficienten  derselben  Exponentialgrossen 

6* 
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(7) A._,  =  (-l)^^"  +  ^>^.      • 

folgt,  so  dass  nur  noch  die  n  Coefficienten 

-^o;  -^l;  -^2;   •  •  •  -^n-i         ' 
zu  bestimmen  bleiben,  während  die  andern  durch  die  Gleichung 

(7») Arn  +  a  =  {-iy'''"^'^Aa 

gegeben  sind.     Es  hat  somit  die  77- Function  die  Form 

(8)  .  .  .  .    77  00^  =^o-Ro  +  ^i-Bi  + f-^«-i^-i; 

worin  die  unendlichen  Reihen  Ba  durch  die  Gleichung 

Jl     ^  ^      /        l\qm  +  rq(n+l)      ^rfÄ(2m  +  ni) e  +  ~  (2m  + nirr 

m=:  rn  -\-  a 

gegeben  sind  und  offenbar  nur  von  den  in  den  Bedingungsgleichon- 
gen  (2)  vorkommenden  Constanten  abhängen.  Es  folgt»  hieraus,  dass 
alle  Functionen  von  v,  welche  den  Charakter  der  ganzen  Functionen 
haben  und  jenen  beiden  Gleichungen  (2)  genügen,  sich  in  eine  eben- 
solche Form  (8)  setzen  lassen,  in  der  die  Reihen  B  dieselben  sind, . 
während  die  Verschiedenheit  der  Functionen  nur  durch  andere  Werthe 
der  Constanten  Ä  bedingt  wird,  und  man  wird  weiter  hieraus  schUessen, 
dass,  wenn  man  n  Verbindungen  der  ursprünglichen  ^-Functionen 
mit  dem  Modul  r  angeben  kann,  welche  jenen  Gleichungen  (2)  genü- 
gen, vermöge  der  Elimination  der  Grössen  B  sich  ein  algebraischer 
Ausdruck  für  n{v)x  in  den  ursprünglichen  -Ö"- Functionen  ergeben 
wird,  so  dass  die  Bestimmung  der  noch  unbestimmt  gebliebenen  Con- 
stanten die  fertige  Lösung  des  Transformationsproblems  liefert  Die 
genauere  Ausführung  sowie  die  weitere  Vereinfachung  jener  Losung 
wird  später  behandelt  werden,  nachdem  wir  erst  an  dieser  Stelle  als 
Beispiel  für  die  eben  besprochene  Behandlungsweise  die  Transforma- 
tion zweiten  Grades  entwickelt  haben  werden. 

Für  die  Transformation  zweiten  Grades  ^genügt  die   durch  die 
Gleichung 

(0^ n(v)i  =  6'*^^^  +  ^**'^''''o(r>0a 

definirte  Function  den  Bedingungen 


{m 


...  i"" 

{ II  (r 


+  1),  =(-!)»  72  (r)„ 
(r  +  r),  =(-l)''c- »■■'"» '  +  '»77  (f)i, 


worin 

(1 1 V    m  =  a^m  +  a,  nn  +  a^a^ ,     c|  =  h^m  +  6, nu  +  6o*n 

und  das  transformirte  Argument  sowie  der  '9'-Modul  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt  sind 
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Da  wir   nacb    den  Ausführungen   der   dreiuudzwanzigsteu  Vor- 
lesung nur  die  drei  durcb  die  Schemata 


1   0 

0  2 


1  0 
1  2 


2  0 
0  1 


definirien  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  zu  betrach- 
ten haben  ^  indem  die  andern  durch  Anwendung  der  linearen  Trans- 
formationen auf  diese  erhalten  werden ;  so  wird  sich^  wenn 

I.     a„  =  1 ,     a,  =  0,     J^,  =  0,     &!  =  2 
ist, 


V  =v,     r  =  - 


ergeben  und  wenn 

gesetzt  wird, 

m  =  0,    c|  =  0 

sein.    OflFenbar  wird  dann  nicht  bloss  d^  (v',  t\  den  beiden  Gleichun- 
gen (10)  genügen;  sondern  auch  die  Functionen 

^(v,:r),^    und    ^{v,zy, 
so  dass  sich  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen 
(13) ^(v,  r\  =  «o'^(^',  '^)3'  +  «2^(^^  ^)i' 

ergiebt;  in  der  noch  die  Constanten  Oq  und  a^  zu  bestimmen  sein 
werden.    Setzt  man  in  diese  Gleichung 

i;  -{-  ^  für  r,     also     v  +  r   für  v\ 

so  folgt 

(14) e  (r,  r'\  =  «0*  (f,  r)^  -  «j^Cf,  ^V, 

und  aus  (13)  und  (14)  für  die  zu  bestimmenden  Gonstanten  die  Weitbe 

t^t<\  «    _  » (0.  »')»        „    _  9 (0,  t'j,  [» (0.  tV  -  9  (0.  tVJ 

(^lo;  .  .    «0  — ^>(o,t),«'    "*  *  10,  t)3»  *  (ö,  »)o»  ' 

woraus  sich  nach  (13),  wenn  man  die  aus  den  Beziehungen  zwischen 
den  drei  elliptischen  Functionen  unmittelbar  folgenden  Beziehungen 
benutzt 

»  (0,  t)„2  d  (f,  r)j»  =  *  (0,  t),2  #  (f,  r)»»  -  ^  (0,  r),»  »  (r,  r),-', 
rV  *  (V,  t),'  =  »  (0,  t)3^  *  {v,  xy  -  »  (0,  r),'  #  (r,  r),', 
die  Gleichung  ergiebt 

9 (v,  T).        * (»,  t)o'  -  * (r,  t),' . 
*(0,t'),  «■(o.t)„«  ' 


<1^)     \*(0, 


(17) 

die  Substitution 

liefert  hieraus 

(18) 

Setzt  man  femer 

mi^^»  1,    m  «=  1 ,    also    m  =  1 ,    q  =  2, 


^  (0,  r'),  ^  (0,  ry 


86  Sechsundzwanzigste  Vorlesung. 

so  sieht  man^  dass  mit  ^{v,  r'),  zugleich  die  Producte 

^  (f,  t)j  %  {Vy  r)o     und    «•  (i;,  x\  «•  (v,  x\ 
den  charakteristischen  Bedingungen  (10)  genügen,  und  dass  somit 

oder  da,   wie  durch  Substitution  von  —  v  und  —  v  erkannt  wird, 
«j  z=  0  sein  muss, 

(19) ^{y\  Ol  =  «i^(t^,  ^)i  ^{^^  ^)o 

und  durch  Substitution  von  v  —  ^,  v  —  \ 

(20) '^(t^',02  =  «i^(t^i4i^(t^;^)3 

und  daher 

Es  gehen  somit  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  in 

^  (v\  O,   __  »(t?,  t)i  »  (t?,  t)o 
^  (0,  t'),  ^(0,t),^{0,t),' 

^  (»',  t'),  ^  »  (P,  x\  »  (l>.  t), 
-^  {0,  T),  ^  (O,  t),  ^.(O,  t)a 

über  und  durch  Division  der  transformirten  Functionen  mit  Benutzung 
der  Gleichungen  (16) 

^  (0,  f),       d  (©',  T  )o  «•  (0,  t),  ^  (Ö,  t),   ^  (©,  T)3«  ~  9  (17,  T)t«  ' 

» (0,  O.    ^  (t>',  t')t  ^  »  (0,  tV  »  (0,  t)o       » (t>,  %\  &  (V,  t), 
^  (0,  t'),     ^  (»',  t')o  » (0,  r),  4^  (O,  t ),  ^  (t;,  t),«  -  -^  (»,  t),' ' 

Aus  der  letzten  Gleichung»  folgt,  wenn  man  die  Argumente  ver- 
schwinden lässt 

X,  =  -T— i —    und    X  =  -r-i — 

und  aus  den  übrigen  Gleichungen  für  die  Differentialgleichung 

dx ady 

K(l  -  o^ni  -  d'x^)  ~  K(l-y«)(l-*«^) 

nach  bekannten  Formeln  die  Beziehungen 


1  +  CÄ«  ^       '^  ^  1  + 

1  —  ca^ 


oder 


/r--^ev  =  f 


sin  am  (u,  c) 


//,     ,      N  2Kc\         (l+c)8in 

sin  am  1(1  +  c)m,  7—,-)  =  -7-? — -^t      /      x  > 
\^      I      J     1   \^  Q )         i-f-c  am»  am  (w,  c)  ' 

cos  am  {(\  4.  cW     -li^^  —  coe  am  (u,  c)  zf  am  (u,  c) 
cos  am  ^(^1  +  c;  M,    1  +  ^/—      1 +  C8m«am(u,c) 

^  //i     I      \  2  Kc  \        1  —  c  ain«  am  (u,  c) 

-<^  am  l  (1  +  c)  M,  -r-T —  )  =  .— I ^-i 7-M  • 

V  '^^  +  c/        i  +  c  am«  am  (v,  c) 
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Genau  nach  derselben  Methode  folgt;  weun 
II.    a^  =  I ,    a,  =  0,    bQ  =  ] ,    &, 


=  2, 


*  ,  X  1 

V  =  r,  r  =  — — 


» (V.  t)s  ^  ^  (p,  x)s«  +  i^  (p,  tV 

^  (0,  T  ),  ^  (0,  T  V  ' 

{^  (U,  r')3  ^  (0,  r),>  " ' 

>  (0,"7)7         a-  (0,  t)o  ^  (0,  r),  ' 
d  (0,  x\  ^  (0,  t)o  ^  (0,  r). ' 


«1  =  (^^1  +  **c)S       *  = 


C  +  C|»  ' 


(C|  —  ic)x  Vi  —  c^x"^ 

fi  ! i 


^1  -  y2  ^  V ^ 

^  ^         1  —  c  (c 


Ki^^^* 


+  ic,)a;«' 


11  am 


3s  am 


(^(Ci  —  i  c)  w, 

z/  am  (  (c,  —  ic)  Uj 

Wenn  endlich 

III.     ao  = 


^2 ,,"2  _  l-c(c-tC|)a;» 


2  Kc  C|  »\ (ci  —  ♦  c)  Bin  am  (u,  c)  z/  am  ^,  c) 

c  +  CiiJ  1  —  c  (c  +  »  Ci)  siu'^am  (u.  c)      ^ 


2  Vc  Cj  i\ 008  am  (u,c) 

c  +  Ciw         1  —  c  (c  4-  »Ci)  8U1*  ani  (w,  c) ' 

2  Vc  C|  i\ 1  ~  c  (c  ~  tCi)  sin'  am  (u,  c) 

C.+  Cj» /        1  —  c  vC  +  ic,)  sin*  am  (w,  c) 


jo  wird 


t;'=  2  t;,     r'=  2r 


^  (0,  t'),  ^  (0,  T),«  ' 

^  (r,  T  ),         ^ (r,  t)3«  -  ^  (r,  r)«^ 


*  (0,  T  ), 


-^  (0.  X),« 
» (r,  t),  d  {t?,  x\ 


»  (0,  T  )o  ^  (0,  t)o  ^  (0,  r}3  ' 

^ (»'i  «')o  ^  » (vit)o  ^ (t?,  t), 
'^(0,t')o  -ö^  (0,  tV*  (0,  t),  ' 

2K1C 


1  +  c,' 


C  = 


y  = 


1  +  H  *)  ' 


KT 


c'x' 


,/i 0—9        1  — (1  — c,)a?' 

'^  ^  Kl  — Ca?«      ' 


)  Diese  Transformation  zweiten  Grades  wird  die  Landen'scbe  genannt. 


■^■•»uiin.rjwajMugwiw    Vorit*«nng 


>  ,   .     Hin  am  r«,  c)  cos  am  (u,  c) 

'  Jf  am  (M,  c)  ' 


^  —      __  -  —  t  — «.'t  >  ain*  am  «  ü,  c ) 

~'^'  —  '  -1  jjh  (m,  t*)  ^ 

,  — '\  ___  ■  — •  t  —  'v; jin*amj  m,  c) 

—  '  -f  am  I  »,  c) 

-»^-:=:2-.  liL  -JBK  Jc  rranscDmiasioii  zweiten  Grades  entwickelt 
-ir'ie:i.  ir  '••-•-_:;  -ica.  Je  njdsBjnnigen  Formeln  durch  Zusammen- 
-^^=iLiL     ^     liü:     ZT  Je  .tCTraaifuitMtten.  j^egebeneu   mit  den  iü  der 

EmQDiL  entwickelten  herstellen  lassen, 
lur  mit  'ien  zu  einem  unpaarcn  Grade 


•■wX«  -?~         T**         "T        ■  r~i» 


-.T^*.'« 


'  rir»at 


•äsl     iiÄÄ    »«™ä.     iaäs    aich  jede   Transformation   eines 
liiä.*??*.    -:'=ucs^    .efS5Ki£&  ü«»    im?ch  Zuaunmensetzung  einer  Trans- 
^ra-ices.  rfsue»  mii  nner  Reihe  Transformationen  zweiten 
_2L    iWB  ^-ouLwwa  SIL  fuhr«!.  behaupten  wir  allgemein 


-•  -     e**.    JT-Tnafvi  iiMnvi»  »iir*»  firndes  ajts  einer  Tramformatm 
^     n»      -c      «icr    r- »«tt^wrwNiovf»  BT«  Grades  hersteUcfi  lässt. 

^    T-^     uVauÄC  -lur  iiL  2eu;pta  «in,  daas  jeder  der  Ilepräseu- 

uiv:i     e:*   ut::ii   .Miuv^ueacea  riTüwen  der  Transformation  ni/^*'°  Gra- 

t-r    1    cf  u:ur*£r«-*w»a  ■Tr^iae'  ^naunmengesetzt  gedacht  werden  kann, 

^     -  •::€   jxNcpT   tiirzti  iaxtux  rranfitiurmutioa  ans  diesem^  also  aacii 

_i    ^i^sL    •.■izxiiDiBL   fr'  ramiHiv'tm  hervorgeht;  seien  nun 

7   » 
•  ii»-    TriürrrrasuiL'ii   t.^-"  'iraiies  und 

'^j^-:-  rriiüTotit-i  iiÄ  n«^.  •*'•  und  ir»'^"»  Grades^  so  dass 

^^^  ^    %r*t  iie  jienciiiiiirvmg  der  aus  den  beiden  noch  zu  bestimmen- 
i»a    T-Tuisr.'macüaea    juasunmengeSetzten   und   der  gegebenen  die 

Li    !  :  :    I    iia.  nieür  Ton  »  .  r  sein  muss,  so  wird,  wenn  wir  u  in 
Mi^   .  *-  »iicr:  T-^GL  iwei  FACtoren  J^  und  rf,  zerl^eu,  von  denen  rfi  i« 

»       y 

>citi.   worin  beide  Factoren  ganze  Zahlen  vorstellen;  bedeutet  nun  f 
vicii  4rt^*^teu  gemeinsamen  Theiler  der  beiden  Zahlen 

dl   und  J  , 
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6o  dass 

-'     und     —j 


relativ  prime  Zahlen  und 

u  = 


n        V 


isi^  so  setze  mau 


£ 


n         ,/        c2i 


£ 

uud  es  wird  sich  dann  offenbar  die  unbestimmte  Gleichung 

da  die  Coefficienteu  der  Unbekannten  relativ  prim  sind,  auflösen 
lassen,  so  dass  hiermit  zugleich  die  Methode  gegeben  ist,  die  Trans- 
formationen n**'"  und  v^^"  Grades  zu  bestimmen,  aus  denen  eine  gegebene 
Transformation  des  nv^^^  Grades  zusammengesetzt  gedacht  werden 
kann. 

Ist  daher  der  Grad  der  Transformation  der  2'" .  n*°,  worin  n  eine 
ungerade  Zahl  vorstellt,  so  wird  man  die  zugehörigen  Transforma- 
tionsausdrücke zu  entwickeln  im  Stande  sein,  wenn  man  die  im  Fol- 
genden für  einen  unpaaren  Grad  aufzustellenden  mit  den  rmal  wiedor- 
holten  Transformationen  zweiten  Grades  verbindet.*) 

Indem  wir  nun  zur  Behandlung  der  allgemeinen,  zu  einem  un- 
paaren Grade  gehörigen  Transformation  übergehen,  wollen  wir  zuerst 
bemerken,  dass  sich,  die  in  dem  obigen  Ausdrucke  (8)  noch  übrig 
gebliebene  Anzahl  von  n  unbestimmten  Constanten  noch  weiter  redu- 
ciren  lässt,  wenn  wir  beachten,  dass  die  /Z-Function  der  Gleichung 
(28)  der  dreiundzwanzigsten  Vorlesung  genügen  musste,  denn  durch 
Einsetzen  der  Entwicklung  (6)  in  jene  Gleichung  folgt  dann 

*"  ""       *  —  I  /t  (2  7«  -h  III)  p  -f  Z'-  (2  m  +  ni)'  r 

4  n 


2  (-irÄ„,e 


W»  =  —   OD 


m=:  —  CO 


und  wenn  man  links,  ähnlich  wie  früher  geschehen,  den  Summations- 
index  —  w  —  m  statt  m  einführt,  die  Beziehung 

oder,  da  für  ungerade  n 


*)  Die  AuBfühcuDg  der  allgemeinen  Transformation  paaren  Grades  ist  von 
dem  Verfasser  in  seiner  Schrift  über  die  Transformation  der  elliptischen  Func- 
tionen gegeben  worden. 
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q  m  ^  mx  nx  (mod  .  2) 


war, 


m  -  m 


(21) A„,=A_m- 

Bedeutet  nun  m  irgend  eine  ganze  Zahl^  die  kleiner  als  n  ist, 
und  sucht  man  die  zu  —  m  —  m  nach  dem  Modul  n  congruente  Zahl, 
die  nach  der  für  ungrade  n  aus  (7*)  entstehenden  Gleichung 

einen  gleichen  Werth  des  A  liefert,  so  wird  man  zu  jedem  in  der 
Reihe 

liegenden  Goefficienten  einen  in  derselben  Reihe  befindlichen  gleichen 
Cocfficienten  erhalten,  nur  in  dem  einen  Falle  wird  dies  nicht  statt- 
finden, in  welchem 

m  j:^  —  m  —  m  (mod  .  n) 
oder 

2  w  ^  —  m  (mod  .  n) 

ist.  Da  nun  diese  Congruenz  für  ungrade  n  stets  lösbar  ist,  so  wird 
es  stets  einen  Goefficienten  geben,  der  in  der  obigen  Reihe  in  sich 
selbst  einen  gleichen  findet,  die  übrigen  n  —  1  Goefficienten  werden 
sich  zu  je  zweien  zusammenfassen  lassen,  und  es  wird  daher  für  eine 
uugradzahlige  Transformation  die  Anzahl  der  übrig  bleibenden  Con- 
stanten 

sein,  so  dass  die  /7-Function  die  Form  annimmt 

(23)  .  •  .  .    77(0,  =  A^o  +  A,S,  +  . . .  +  An^Sn-^y 

8  8 

worin  jSq,  Sj,  ...  Sn-i    wieder   unendliche   Reihen   von   ähulicher 

Gestalt  wie  die  oben  definirten  Ra  bedeuten,  welche  nur  von  den  in 
den  Bedingungsgleichungen  (2)  der  77-Function  yorkommenden  Cou- 
stauten  abhängen  und  somit  für  alle  diejenigen  endlichen  und  ein- 
deutigen Functionen,  welche  den  Gleichungen 

77(-r)2    =(-!)"'' 77  (t;), 

1^4) 77(r  +  l);i  =  (-  ir  n{v)i 

77  (r  +  r),  =  (-  !)<»«— •*^''  +  ^^  77  (i;), 

genügen,  dieselben  Werthe  haben.  Da  aber,  wie  unmittelbar  aus  den 
oharaktoristischen  Gleichungen  der  -Ö*- Functionen  zu  ersehen,  die 
Ausdrücke 

^>  e^  0:,„ .  *>  yv.  r); - ^  ^  vr,  xt  ^  (0  rT-'  ^  (r,  r)^,  . . .  ^  (r,  r);„,  ^(f,  A 

in  wolohon  der  Index  ctm  derjenige  sein  soll,  welcher  durch  die 
(Jongruon/.en 


.-1 
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i|  —  nif. ,  in  ~  H,,  (mod  .  2) 

finirt  wir<},  allen  oben  äiifgeBtclltuu  Ücdiiiguiigeii  geitügeD,  und  sicli 

DJt  ebenfalls  vermöge  derselben  -1^  -  Reihen  S  linear  au  ad  rücken 

lassen,  so  wird  sich  durch  Eliniinalioii  dieser  Reilii-u  der  Trausforma- 

tionsausdruck  ergeben 

(25) n(,o,-i-"'-+"""'»0'-,.-)i- 

•w ');„  +  ",»(■■, '),",'»(«,«):+  ■••  +"._,  »('•,'}„  »(t,")r 

hIbo  das  transfoimirte  &  von  einer  ExponentialgrÖsse  abgesehen  eine 
ganze  homogene  Function  «'"  Cirades  von  zwei  fr- Functionen  des 
ursprOngÜL-hcn  Systeme»,  worin  n„,  Rj,  . . .  «,_,  noch  zu  besÜnimeude 
Coiiataaten  bedeuten.  Es  ist  aber  wesentlich,  dass  mau  iliese  Be- 
stimmung der  Ounstanten  nur  für  ehis  der  tran^rormirteu  &  auszu- 
führen hat;  denn  vermehrt  man  v  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
!&)  um 


1  von  den  Zahlen  r  und  v  entweder  eine  oder  beide  ungrade  sind, 
Bo  gehl  aus  den  Clleichungen  (Ic)  der  dreiundzwanzigsten  Vorlesung 
hervor,  dasa  für  luigrade  n  auch  von  den  Zalilen  p  und  ö  eine  oder 
beide  ungrade  sein  müssen,  d.  h.  dass  von  den  Zahlen  p"  und  a"  eine 
oder  beide  den  Werth  l  annehmen  also  m,  und  k,  in  den  Gleichun- 
gen (26)  jener  Vorlesung  nicht  zu  gleicher  Zeit  mit  mj  und  m  zu- 
tnmenfalleu  könuen.  Da  ferner  leicht  aus  den  den  Gleichungen  (k) 
uommeDeu  Beziehungen 


rrorgeht,  dasa  den  drei  verschiedenen  in  der  Form 

entballenen  Substitutionen  auch  drei  verschiedene  Werthepaare  von 
fi"  und  a"  zugehören,  so  wird  man  im  Stande  sein,  aus  eiyier  Trans- 
formatiunsgleichung  durch  Substitution  von  halben  Penodra  die  Aus- 
drücke für  die  vier  transformirten  fr-Functionen  herzuleiten.  Es  mag 
endlich  noch  hinzugefügt  werden,  dass,  wenn  man  auf  die  Gleichung 
16)  fOr  V  die  durch  den  Index 

(q  m)  a 
ttimmte  Substitution  anwendet,  der  Index  iiiii  in  a  und  u  in  qm 
srgebt,  und  daher  die  fr-Functionen  auf  der  rechten  Seite  der 
teicbuDg  dieselben  bleiben,  und  es  folgt  somit  der  Satz,  liass  es 
W'  transßrmirte  fr  f/ieht,  welche  durch  dieselben  ewci  umprünglkfifn 
Functionen  darstellbar  sind. 

Bevor  wir  nun  zur  voltatäudigeu  Ausführung  der  zu  einem  un- 


1 
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paaren  Grade  gehörigen  Transformation  sehreiten,  wollen  wir  zeigeix, 
dass  wir  zur  Vereinfachung  des  Problems  annehmen  dürfen,  dass  di« 
vier  Transformationszahlen 

«o;  «i>  &o>  ^ 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sind;    denn  hätten  diese   einen  grosst^^u 
gemeinsamen  Tlieiler  dy  welcher  somit  ein  quadratischer  Theiler  vovbu 

wäre,  so  würden  sich,  wenn  man 

setzte  und  auf  die  ursprüngliche  'S"- Function  die  durch  die  Transft ij 

mationszahlen 

«07  «i;  /'o;  ß\ 
gegebene  Transformation  vom  Grade 

anwendete,  die  Beziehungen  ergeben 

n 

und  es  würden  sich  dann  nach  den  später  zu  entwickelnden  Re^ü/. 
taten  die  -d^-Functionen  mit  dem  Argument  f,  und  dem  Modul  r,  'voa 
einer  Exponentialgrösse  abgesehen   als  ganze   homogene  Function  ezi 
der  gegebenen  -d^-Functionen  ausdrücken  lassen.     Da  aber  für  die  ge- 
gebenen Transformationszahlen 

ist  und  sich,  wie  später  die  Theorie  der  Multiplication  der  ö'-Fouc- 
tionen  ergeben  wird,  sich  eine  '^'-Function  mit  dem  c7-fachen  Argument 
als  homogene  ganze  Function  der  -Ö'-Functionen  mit  dem  einfachen 
Argument  und  demselben  Modul  ausdrücken  lässt,  so  wird  man  sieb 
hei  der  Behandlung  der  ungradzahligen  TransfornmUon  offenbar  mt 
auf  solche  Transformationszahlen  zu  beschränken  brauchen,  todck  nicU 
alle  vier  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.*) 


*)  Was  die  Anzahl  derjenigen  in  den  Schematen 

!  t  0 

enthaltenen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten-  Klassen  angeht,  für  welche 
tj  g,  t'  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  ist  in  der  oben  genannten  Schrin 
über  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  gezeigt  worden,  dass,  wcdo 

ist,  diese  Anzahl  durch  den  Ausdruck  bestimmt  ist 

(a" +>«-')  (6^  +  W*  -  0  (c'' +  c'' -')...  (d' +  d*  - ') 
=  a''-'6'*-*c''-'...d''-*(a+l)(6+l)(c+l)...(<»+J)- 
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Vir  wollen    nnnmelir   einen   arithmetischen   Satz  herleiten,    der 
Irundlagt!  fiir  die  BeBtimmung  dur  in  dem  Ausdrucke  von  II  (r)x 
ibestimmt  gebliebenen  Constanten  bilden  wird: 
Wenn  a^,   «i,   b^,  h^   vier  ganze  Zahleti  bedeuten,   die  nkht 
alle  einen  i/cmeitisamcn  Theiler  haheti  und  ßr  tcelcke 

a„6i  —  ii,b„  =  n 
t'on  Null  verschieden  ist,  so  soll  gezeigt  werden,    dnss  gmisr 
Zahlen  p  und  q  cxisHreti  so  bcscha/fett,  dass 

pbj  —  qb„    und   pai  —  qa„ 
relalire  Primsahlen  sind. 
ffir  zeigen,  dass  schon  für  g  ^  1  Bestimmimgen  für  p  inilglicli 
welche 

ph^  —  \,  jta,  —  "„ 
Ifttiv  primen  Zahlen  machen.    Denn  wenn  fiir  irgend  ein  p  diese 
Zalilenrormen   einen  gemeinsamen   Theiler  S  liaben,  so  folgt 
ten  Gleichungen 

pOf  —  du  =  ft^,  ph^  —  fjo  =  vÖ , 

n  =  (i„&|  —  Ujhn  =  d{va,  —  /ib,) 
L  h.   dosä  3  ein  Theiler  von  »  sein  muss,   und  wenn  daher  t'Ur 
jene   beiden  Zahlenformen  gemeinsame  Theiler  haben  sollten, 
ftsGteti  sich  dieselben  nach  den  Primzahltheilern  der  Zahl  n 

d,,  rf,,  ...  d^ 

Klassen  zusammenordneu  laeseu,  von  denen  mindestens  in  einer 
solche  Paare  der  unendlich  vielen  Zahlenformen  liegen  mUssen, 
I  Anzahl  jener  Klassen  eine  endliche  ist,  und  es  lüsst  sich  YOn 
einer  Klasse  gehörigen  Paare  solcher  Zahlünformen  buhaupten, 
licht  a,  und  b,  zugleich  durch  den  Divisor  ä  jener  Klasse  tbeil- 
liid;  denn  wäre  a,  und  pa^  —  «„  durch  S  theilbar,  so  müsste  es 
ebenso  It,,  und  b,,  also  alle  vier  Traiisformationszahlen, 
üeser  Fall  war  ausgeschlossen.  Seien  nun  zwei  zu  einer  Klasse 
ige  Paare  aolchet  Zahlenformen 

p'  tt,  —  o„     p'  bf  —  b„ 
p'^i  —  f^u    p'bj  —  b„ 
Isste  entweder  «,  oder  6,  nicht  durch  d  theilbar  sein;  ist  z.  IJ. 
it  diireh   d  theilbar  (ftir  den  zweiten  Fall  gelten  die  Bimlogen 
le  mit  Vertauschuug  von  a  und  h),  so  wlhde  iius 
p'a,  —  n„  =  fiÄ   und  j/'rt,  —  ««  =  i'd 

]S 

(l/-p")a,=iii^v)6 
|)'  —  ji"  durch  ä  tlieilbar  ist  oder  doas,  wenn  eine  der  p 
icfanct  winl,  nllo  anderen  p  dieser  Klasse  durch  die  (Kongruenz 


fccacii 
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p  Tn  n  mod  .  d 

bestimmt  sind.  Es  gehören  somit  alle  p,  welche  die  beiden  Zahlen- 
formen 

nicht  relativ  prim  machen^  zu  den  Losungen  der  Congruenzen 

p  ^^  Ä,  mod  .  d, 
p  =^  ^2  mod  •  62 

|)  ^  Äjt  mod  .  dt , 

wenn  n^,  tc^,  ...  nt  je  einen  in  den  Klassen  1^  2,  ...  k  liegenden 
Werth  des  p  bezeichnen.  Um  somit  ein  p  zu  finden^  f&r  welches 
die  beiden  Zahlenformen  zu  einander  relativ  prim  sind,  ist  es  offenbar 
nur  nöthig  fQr  jeden  Primtheiler  da  von  n  die  Congruenz 

j>a,  —  a^  —^0  mod  .  d«  oder  jp6,  —  6^  ^  0  mod  .  d«, 

je  nachdem  a^  durch  da  nicht  theilbar  oder  theilbar  ist  (a^  und  5) 
durften  es  nicht  zu  gleicher  Zeit  sein),  au&nlosen;  ist  eine  der 
Li5sungen  «ay  so  suche  man  eine  Losung  des  bekanntlich  stets  auf- 
lösbaren Systems  von  Congruenzen 

p  ^  jr,  +  1  mod  .  d, 
^  ar,  -|~  ^  T^*^  •  '2 

^  art  -f-  1  mod  .  dt , 

und  es  ist  klar,  dass  das  sich  ergebende  p  nicht  zu  den  obigen 
Klassen  gehören  kann«  da  es  sonst  nach  den  oben  ao^gestellten  Klassen 
X«,  mod  •  da  sein  müsste;  somit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz 
iH'wiesen«  und  zugleich  die  Methode  angi^eben,  wie  man  Werthe  Ton 
p  bixsttimmen  kann,  für  welche  die  Zahtenfotmen 

j>a,  —  a^  und  pft,  —  h^ 

$\x  oiuaud^  r^ktir  prim  sind. 

Wir  ^^«htMi  mm  tu  d«r  oben  ßür  n(r\i  gefundenen  Form  zurück 

v:J^^^^ /'^^^'^"'•^''^.r.rii 

m  ««fIcImv  4te  C«.H»teBt«ii  c.  «u. .. .  c._t  n  beatimmai  änd.  Sind 
I«  mn)  f{  swt^  $3Uit^  Zahlen,  so  beschaffen,  dass 

VA,  ~^A,    ph.—qh^ 

ivUlix  i^m  ;!uudx  dar::^  wii>i  v^mui  fSir  r  die  Grössen 


^ 


jiN-^^Al   >Äv^kH*,.  xftv^nu  Äf«Ä  w  wi^äer  die  Wefthe   1,2,  ...  «  —  1 


h    -      A.1^ 


t, 
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l  unmittelbar  zu  sehen,  die  Werthe 

imen.     Die  in   dem   Ausdrucke  (a)   enthaltenen   Werthe   unter- 
ien  sich  aber  auch  unter  einander  nicht  bloss  um  ganze  Zahlen 
ganze  Vielfache  von   t;   denn   wäre  dies   für  zwei  Werthe  dos 
.'i  und  Lj,  der  Fall,  bestände  also  die  Gleichung 
(pb,  —  qV  ~  (pa,  —  q(t„)t  _  j.    (i'b,  —  qbB)  —  (pa,  -  qa,)i 


+  (i  +  »'r, 


k  folgte  hieraus 

*i  —  flK)  l"»i  —  »'s)  =  f  ■  «.  iP^i  —  ü'H)  Cm  —  Aj)  =  —  f  ■  m; 
it  nun  n  mit  ^,  —  h.^  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d, 
kleiner  als  n  sein  muss,  da  k^  —  k^  <  n,  so  mUsate  -■.  sowohl 
ph^  —  ^(ly  "1*  auch  in  pa^  —  (/«ü  aufgehen  d.  )i,  es  nntissten 
Ki  - — qh^  und  pa,  —  qa^  einen  geroeinsamen  Theiler  haben,  was 
Igen  die  Annahme  ist.  Wir  erhalten  somit  in  dem  Ausdrucke  <n) 
—  1  wesentiieh  verschiedene  Werthe  des  r,  für  welche  die  Werthe 
■  v  ganze  Zahlen  oder  ganze  Vielfache  des  r'  werden,  und  dasselbe 
idet  offenbar  statt,  wenn  mau  /•  die  sämmtlichen  positiven  und 
egativen  ganzzahligen  Werthe  von  I  bis  -  giebt  oder  wenn  mau, 
ie  leicht  ersicht-lich,  v  die  Werthe 

^  _   m[(p&,  —  gto)  — (pg,  —  ga,)Tl 

ibt,    worin    nt    eine   zu   n  relativ    prime    Zahl    und  h   die   Zahlen 

2,  . . .    -~   bedeutet.     Setzt    mau    nuu   iu    der    Uleichuug  (2(j) 

=  1,  in  welchem  Falle  auch,  wie  früher  gezeigt  worden,  der  Index 

tu  <=  1  wird,   beachtet  femer,  dass   die  ungrade  Function  3(t'',  t'), 

die  durch  (^)  bezeichneten  Werthe  von  v  verschwinden  muss,  weil 

Argument  gleich  eiuer  ganzen  Zahl  oder  einem  ganzeu  Vielfachen 

r  wird,  dass  endlich  jene  trausformirte  »-Function  eine  homogene 

iction  »""   Grades  der   ursprünglichen  »Functionen   ist,   ao  wird 

,  wenn 

F^\  —  qhf^  —  (jja,  —  g«y)  I  i=  t 

wird,  and  die  demselben  positiven  und  negativen  /■  eutsprechen- 
Factoren  zusummengefasst  werden,  der  Ausdruck  ergeben 


e'"'"'  +  "-"""*(r',T),= 


9r, 
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aus  dem   durch  Substitution  von  halben  Perioden  die  andern  trans- 

formirten  0^-Functionen,  wie  oben  gezeigt  worden,  sich  herleiten  lassen, 

und  worin  die  Constante  C  gefunden  wird,  wenn  man  in  einem  der 

für  die  drei   andern  graden  'S"- Functionen   aufzustellenden   Transfor- 

mationsausdrücke  /;  =  r'  =  0  setzt. 

Da  jedoch  oben  gezeigt  worden,  dass  wir  uns  für   die  Losung 

des  Transformationsproblems  nur  mit  den  Repräsentanten  der  nicht 

äquivalenten   Klassen  zu    beschäftigen   brauchen,    welche    durch   das 

Schema  dargestellt  waren 

I        ^    0  : 

worin  1 1'  =  w  war,  und  5  einen  der  Werthe  0,  1 ,  2,  ...  f  —  1  bedeutet, 
jedoch  so,  dass  die  drei  Transformationszahlen  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler  haben,  so  wird,  wenn  mit  s  die  Grosse  (y)  für  diese 
Wahl  der  Transformationszahlen  bezeichnet*),  und  der  Index  «  = 
gesetzt  wird,  die  Gleichung  (27)  in  die  folgende  übergehen 

(28) *0',T'),= 

wenn  die  Bezeichnung  des  Moduls  r  für  die  ursprüngliche  d-FunctS. 
fortgelassen  wird;  wendet  man  auf  (28)  der   Reihe   nach  für  v 
Substitutionen 

an,  so  ergiebt  sich 

t  -  1 

(29) (-1)   »    »0",t')o  = 

*)  Es  miissen  in  diesem  Falle   zwei   ganze  Zahlen  j)  und  q  so  besti"»*»  ""^^ 

worden,  dass 

pt'  —  q,  16g  und  qt 

relative  Primzahlen  sind  und  dann 

pt'  —  q,  16|  +  qtx  =  s 

p^csetzt  werden;  ist  n  eine  Primzahl,  so  werden  sämmtliche  ReprSjBentonten  di"^ 

die  Schemata  dargestellt  sein 


■-•): 


me 


1  0 
0  n 


1   O:  ! 


1    0 


16.  1  w'     16.2  n 


0. 


16  {n  —  1)  n 


n  0 
0   1 


und  man  wird  daher,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  für  die  ersten  n  RepriUentanteD 

j)  =  0 ,  3=1,   also   f  =  r  —  16  J 

und  für  den  letzten  Repräsentanten 

2)  =  1 ,  (/  =  0  also  5=1 
wählen  können. 
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JO) (-1)   '    »(v\t\  = 

51) (-1)  *  »iy',T\^ 

,  [hvv  H'^i  -nvv  K*^)!]  [^(-v  <-"):  -  ^(4/  *K-);]x 

Da  ferner  nach  den  Additionsformeln  der  <9--Functionen 

3  erhält  man,  wenn  in  (30)  und  (31)  die  Argumente  v  und  v  gleich 
[all  gesetzt,  und  die  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt 
rerden,  mit  Benutzung  der  bekannten  Beziehungen  zwischen  dem 
ategralmodul  und  den  -B'-Functionen 

j2) yk  =  r^   ^"^*  ^"^«      ^  ^   "^^ 


V  n  /s     V  n  /m  ' ' '       V    2       n  /: 


der  wenn  man  die  elliptischen  Functionen  der  getheilten  Perioden 
inführt  und 

(0 

etzt; 

/mi7\             /2f»i7\                     /n— 1    t»w\ 
cos  am  i  — - 1  008  am  l j  . .  .  cos  am  I     ,,  — ^  I 

zram(— 9    ^am(--9   ...    ^  am  (-  ^      •   J) 
ind  daher,  wenn  nach  Jacobi 
sin  am  (j  —  %i)  «=  sin  coam  w,    cos  am  (^  —  m)  =  cos  coam  t«, 

z/  am  ^ j  —  uj  =  /l  coam  w 

[esetzt  wird;  weil  nach  den  Formeln  der  neunzehnten  Vorlesung 

/go  \         cos  am  u 

sm  am  (  .  —  m)  =  — ^ — — 

34)  f^A = (^  c)**  <  sin  coam(*'*^)  sin  coam  ^-^) ...  sin  coam  (^^—  ^)  [  • 

Ebenso  ergiebt  sich  durch  Division   von   (29)  und  (31)    für  die 
fallwerthe  der  Argumente 

KOnig»berg«r,  eUipt  Fnnct.  II.  7 
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V  »I  /$      V    n   /j  V    2        fi  's 

oder 

(36)  ...   i/ki=  ^^'^" 


-^-«C"n^)^-.(^^')...^a.«C-^=^) 


Die  Division  der  Gleichungen  (28)  und  (29)  liefert  ferner  die 
nachfolgende  Beziehung  zwischen  den  elliptischen  Functionen  der 
beiden  in  einander  transformirten  Integrale: 


/  - 1 


N 


<•  sin  am  («,  c) 


(37) (—1)  *     /A'-sinamd,  a)  = 

<  sin*  am  (i«,  c)  —  sin*  am  ( — -,  cj><  sin*  am  (u,  c)  —  ain*  am  f — -,  cj\ 
<  1  —  c*sin*am(i»,c)8in*amf    -,  cj><  1  —  c*8in*am(u,c)8iu*amf — -,  c]\ 

. . .  <  sin*  am  (h,  c)  —  sin*  am  (  — ^ -,  cj  > 

. . .  <  1  —  c*  sin* am  (n,  c)  sin»  am (—- ^,  c)  > 

oder  niit  Benutzung  von  (33) 

sin«  am(!?^)8in*  am(?^),. .  an*  am('^ '"^^^^ 


r  — 1 


(38)  sinam(^,it)=(— n 


sin*  coam  f — -j  sin*  coam  ( — -j. . .  sin*  coam  \^- — ) 


sin*  am  m    \   ,^  sin*  am  u 


i     sm«  am  m    \   . sm*  am  u     \ 


Sin  am  if — -— X 

1 1  -  c*  sin*  am  n  sin*  am (!^)}  1 1  -  c*  sii^  am  «  «n*  am ( -^'?) | 

.     _  sin»  am«  i 

I         sm*  am  ^^-5-  -^)\ 


•  •  •  N  1  —  €»  sin*  am  m  sin*  am l—z —  •  — ') \ 

Setzt  mau  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  11  =  0,  so  er- 
giebt  sich,  da 

siu  am  iM*  r»«-o  =  0,    smami-«  AI         =0,  |^ \        = 

^  Va        /»  =  o  •    l  smam(ii,  e>   \=zq      a 

ist, 

••  -  »   I  ^n  coam  C^)^in  caam(^^)  ...  sin  coam  C  "  *  '''' 

I       .in  am  (";;)sin  am(-  ^  ')  .  • .  «n  am  ("  J  >  "* «?) 
\iiniach  man  iUeichung  u^>  auch  in  die  Form  setxen  kaiin 
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{>9 


\o'  /  o 


{■ 


sin^  am  u 


sin*  am  ( — - 


nu     I    r,  __       sm*  am  u      \ 


{ 1  — c^Bin'amusin'amf  --^)}  |  l  — c*8in*amt*8iii*amf  —  -j\ 


X 


ein'  am  u 


Bin*  am  u  \ 

""•'^i-  2      •    n)} 

•  •  •  { 1  —  c*  sin*  am  u  sin*  am  f         -   —  )  | 

^i  mit  Einführung  der  Integralgränzen  der  beiden  in  einander  trans- 
fomürten  Integrale  fiir  die  Bepräsentanten  der  nicht  äquivalenten 
Klassen  y  als  rationale  Function  von  x,  deren  Zähler  eine  ungerade 
Funäiai^  n*"»,  deren  Nenner  eifie  gerade  Function  n  —  1**"  Grades  in 
X  van  folgender  Form  ist 


J;y-:-r- 


^  {l-c^a?Bin«am(^;'))  jl -c«a^ Bin^ am  ('-^^)) ...(  1 -c«a;» sin« am (^^^^^ 
Femer  liefern  die  Gleichungen  (29)  und  (30)  die  Beziehung 


•>   /*C08am(«  *)  =  Q)  cos^am(7)cos^am(^«'')...cos^am("^7)x 


COS  am  M 


{■ 


sin*  am  u 


sin*  coam  1  — - 


M  f 


Bin^'am  u 


sin'  coam 


n  u        ^ 


{ 1  —  c*  sin*  am  u  sin«  am  f    -  )  1    !  1  —  c*  sin*  am  u  sin'  am  ("^'^  ^') } 

sin'  am  u  \ 

•  •  /n  —  1  w  w\  > 


X 


...  1 1  —  (jt  sini  am  u  sin'  am  (  -  ö~    '        )  1 

woraus,  da  nach  (32)  und  (36) 

H 

(43)    /|  =  CXco8^  -n  (^)cos^  am  f:^)  ...  cos'^  amf;^  ^-^), 
folgt: 

sin'  am  u      \    f 

sin' coam  C^)!  | 


)  co8ain(-,t)=co8amt* 


sin'  am  u 


sin'  coam 


c-n 


|l  — c'sin'amusin'amf     '^jj  |l— c»Rin»amt*8in'amf*'  "^yJ 
sin'  am  u  \ 

Bin' coam  (^-^-    ^/JJ 
\X  -  C'  Bin'  am  u  Bin'  am  1      ,  '  I } 


X 


oder 


7* 
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I  sin*  coam  l — ■)  j    j  sin*  coam  l  — -j  1 


(45)  yi-f^==yi-xi  -—  _  X 

jl— c*«'sin*am( — -))  !  1  — c*«*8ui*aml  —  '1 

'  J Bin' coam  ('i'-J^)/ 

...  j  1  —  c*  a:*  sin*  am  l — -j  | 

also  yl  —  y-   bis   auf   den  Factor  j/l  —  x^  eine  rationale  Function 


von  :r*. 


Dividirt  man  endlich  die  Gleichung  (31)  durch  (29),  so  erhalt  man 
(46) ,;  ./am(«,  A)= J,^aiB(7)^an.e-^^)...^am(!^»^5)x 


er 


I  l  —  c* sin*  am  m  sin* coam  f — -j  j  !  1  —  c* sin* am u sin* coam y- — -  j 

J am  u /m  \\  { nm  \\  ^ 

!  1  —  c*  sin*  am  u  sin*  am  l — -j  Ml  —  c*  sin*  am  u  sin*  am  f — -  j  j 

...  j  1  _  ^t  8i||t  am  M  sin*  coam  (  —r )  j 

...  j  1  _  (^  sin»  am  n  sip*  am  f — ^ -j  \ 

also  mit  Benutzung  von  (36) 

(\\ — c*8in*amMsin^coam( — -x  U — c*sin*amti8in*coam(^ — % 

Jl  —  c*  sin*  am  m  sin*  am  ( — 5¥  h  —  c*  sin*  am  u  sin*  am  ( '     j\ 

•  -  •  }l  —  r*  sin*  am  m  sin«  coam  ( — -ji 

-  •  ^  I  —  c*  sin*  am  n  sin*  am  f  — -Jt 

ixlor 

^_     { 1  -  c«x« «in*coam (^)]  { l  -  c*x«  sin* coam ^^'')| 

^  "  |l-r*:r*dn*am(!?J?))(l~c*^*sin*amP^^^^^ 

Jl  — r»j* sin* coam (^^^  ~^)| 


:ö^>  d^jis  ^ich  }  \       irff-  bis  auf  den  Factor  ^'1  — r-x-  als  rationale 

fNiuotion  von  ^''  austinioit» 

Wir    können    dioson    Transfonn:itionsfonneln  jedoch    noch    eine 

wosonlliob   Audort^  Forn:   gt^lvn.  dio  wir  nachher  brauchen    werden. 

Mit  UültV  dor  aus  don  AiMniv^nsformeln  der  elliptischen' Functionen 

steh  «M'>iYlvudon  A\:sxirrAko 

«n*  am  «  —  sin'  am  « 

^  ^  I  —  f  suk'  am  fi  sau'  am  a 
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cos  am  (t*  +  «)  cos  am  (u  —  a) 
cos*  am  a 

J  am  (u '^-  a)  J  am  (u  —  a) 


sin*  am  u 
sin*  coam  a 


1  —  c*  sin*  am  u  sin*  am  a 

1  —  c*  sin*  am  u  sin*  coam  a 

J*  am  a  "         1  —  c*  sin*  am  u  sin*  am  a 

Igt  aus  den  Gleichungen  (38),  (44),  (47)  leicht,*)  dass 

jim(-,  lcj=  ( —  1)  ^    y  Y  ^^^  ^°^  ^  ^^^  ^™  (^"1 — ^^')sinam(ti  +  ^^) 

(t*  +  4(n-l)7) 


X 


...  sin  am 


cos  am  li  cos  am 


(w+-^jcosam(ti+-'')x 


))  cosam(J,Ä;)=/^j^ 

. . .  cos  am  \i(  +  4  (w  —  1)  — ) 

l)  z/  am  (^,  h)  =  }/\  ^SLmuJum  (u  +  *'^^)^/  am(M  +  ^p)x 

•  •  •  z/  am  (ii  +  4  (n  —  1)  ^). 

Aus  der  Gleichung  (41)  folgt  femer 

aj*  —  sin*  aml  w    -    ) 

t«     7\        ca  T~T  ^      '*  ^ 


/)  =  1,2,  ... 


2 


a;*  — 


c*  sin*  am 


fr?) 


jr 

0 


X 


YJ         [x*-sm»am(p^)) 


J9=  1,  2,  .  .. 


n  — 1 


,  =  ,..    .--rJ  I  <^  8.U.  am  (p -^)/ 

aber,  wenn  w  um  4Ä;  —  zunimmt,   wie   aus  (49)  ersichtlich  ist, 

am  (-,  Icj  unverändert  bleibt,   so  werdeu  wir  die  Lösungen  der 
nebung  n^"  Grades  (52)  in  der  Form  erhalten 

am  u,  X2  =  sin  am  Iti  -j — ^j,  ...  Xn  =  sin  am  (u  -f-  4  (/i  —  1)  — 0, 

dass  sich  die  Summe  aller  Lösungen  in  der  folgenden  Weise  dar- 
[leu  lässt 


)  .  .    —  sin  am 
^  ac 


("i.')- 


sin  am  ii  -|- 


2 

9  =  0, 1, ... 


2        8inam(u+,  4g*^^'') 

7  =  ü,l,...n  —  1 


rt  —  1 


<8in  amfw  +  43 --^J+  sin  am (^ti  —  4(/*'"'U 


2 


*)  indem  wir,  um  die  Unterscheidung  einsteiner  Fälle  zu  vermeideu,  4m  statt 
Iß  eine  zu  n  rclatiy  primo  Zalil  wählen. 
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und  in  derselben  Weise  findet  man 
t'  -1 

(54)  (-  1)'  ^   A  cos  am  (J,  fc)=        ^        cos  am  («  +.43!^!) 

=  COS  am  w  +      ^         {^^^ am^M  +  4q  — )+  ^os am^ti  — 4^—)} 

n  — 1 
g  =  ü,  1,...  — ^ 

(55)  (-l)'~l^am(^,Ä;)=       ^        ^am(«  +  42?i5) 

9  =  0, 1»  ..*  n  —  1 

=  z/ am  w  +      5^        <-t^  amft*  + '^9'")+ -^  ^°^(^  ""^^  ~7(* 

9=0,1,... — ^ 

Es  folgt  ausserdem  für  die  zweite  Potenzsumme  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (52),  wenn 

(56)  sin^  am(^)+  sin^  am(^)+    •  •  +  sin^  am('^^  ^)  =  e 
gesetzt  wird, 

8in^amtt  +  sin2am(^t*  +  ~~^)+sin^amfM-| — --)-] [-sin^amfM+4(H-lH 

=  -J^,sin^am(^,i)  +  2(» 
oder 

(57)  j'^8m'am(|,Ä)=       ^        sin*  am  («  +  4Ä:^)  -  2p. 

*  =  0,  1,  ...  n—  1 

Aus  (57)  folgen  unmittelbar,  wenn  man  die  Grossen  ö  und  6^ 
durch  die  Gleichungen  definirt 

m ^ 

ät   =  w  -  2c2e  +  2cr„ 
die  nachfolgenden  Beziehungen 

(59)  ^  cos'  am  (| ,  fc)  =       ^        cos«  am  (u  +  4*  ?^)  -  2* 

(60)  i,  ^'  am  Q,  ä)=       2        ^'  «■"  ("  +  4*  ^)  +  2«,; 

Jl  =  0,l,...n  —  1 

setzt  man  in  (59)  m  =  ^ ,  so  wird,  da  cos  am  -  =  0  und  nach  (5Ö) 

auch  cos  am  [£- ,  J J  =  0  ist, 

(Gl)  (y  =  co8^coam(^^)  +  cos'  coam  {^)  . . .  cos'  coam  (?^^^  -^^) 

r 

und  ebenso  durch  Substitution   von  w  =  ^  -j-  —  in  Gleichung  (59] 

sin«  am  (^-^'J  sm«  am  (^-^J  . . .  am«  am  [~^  -^) 


,  ,  =  w  —  2p  —  2<y 


■     (62)  .    tf.  =  c,' 


COB«  am  (iy )  COS.  am  {^)...  cob«  am  (^  ^) 
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Den  ScbluBS  dieser  Vorlesuug  mag  die  Entwickluug  der  Trans- 
formationsausdn'icke  der  zweiten  und  dritten  Legendr  ersehen  Normal- 
integrale bilden,  wenn  man  die  Gleichung 

(63)..     f~         ^^ --  =  ^L;  ^v^^^^^^u 

durch  eine  rationale  Transformation  w*®"  Grades   befriedigt    voraus- 
setzt.    Nach  früheren  Bezeichnungen  ist 


u 


(64)  .  E  (x^  c)  =  i  ^,rz-^^  — = r^  =  -? «  I  J^amu  du: 

0  Ü 

bezeichnet  man 

I  ^  amu  du  mit  Eq  (m)  , 


so  dass 


[^2  am  (w  +  a)  +  /J'^  am  (u  —  a)]  du  ==  Eq  (u  +  «)  +  ^o  (**  —  ^) 


ist,  dann  ergiebt  die  Gleichung  (59) 

(65).  l^am(j,  Ä)=^am«+     ^         {-^' am(«  +  4<z7) 


n  -  1 
9  =  1,  2,  ... — Y~ 


oder  wenn  zwischen  den  Gränzen  0  und  u  integrirt  wird, 
(66)  .  .   ii'.(|,  ä)=^o(«)+     2         (^«(«  +  42^) 


-         n  —  1 
9  —  *»  2»  •••  — 5 — 


da  nun  nach  dem  Additionstheorme  der  elliptischen  Integrale  zweiter 

Gattung 

„,      ,      Ni-rr/  \        oTn/\        2c*  sin'  am  v  sin  am  m  cos  am  n  J  am  w 

^\      i      /   i       Q\  I  o\/  1  —  c»  sm*  am  t?  sm*  am  u  ' 

so  geht  die  Beziehung  zwischen  den  transformirten  und  ursprünglichen 
£Q-Functionen  in 

(67) nE^{u)-\  E^i^-,  fc)+  2tf,  h 

sm'  am  4  g  — - 


—  2e'sinamiicosamti^amu        ^ 


y^ i        ^      •  •  •         •  •      A    ^v^ 

^"^  „_i  1  —  c'8in*amu8in'am45' 
7  =  1,2,...-^  n 

aber,  und  es  wird  somit  die  Transformationsforrael  für  die  JS(a;)- Function 
mit  Berücksichtigung  von  (64)  und  der  zweiten  Gleichung  (58) 
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a 


E{yyl)—  fi^c^  E{x,c)+2c^Qu 


=  —  2c'^  sin  am  w  cos  am  u  ^  am  w 


2 


Bin^  am  4^ 


1»^ 
n 


9  =  1,2,  ...  — g— 


n—i  1  —  c^  sin*  am  u  sin*  am  4g  — 


Für  das  durch  die  Gleichung 

'c*  sin  am  a  cos  am  a  ^  am  er  sin*  am  u  du 


u 

n{u,a,c)=J- 


1  —  c*  sin*  am  a  sin*  am  u 


definirte  Jacobi'sche  Normalintegral  war   in  der   zwanzigsten  Vor- 
lesung der  Ausdruck  entwickelt  worden 

(68)      n  (u,  a,c)  =  u T^-  +  i  log 


V  09  /O 


da 


ebenso  folgt 


^ruu  +  a)    ^ 

\  09  /( 


0} 


(69)    77(-;;,£,ft)  =  « 


"•<>«*&•  4 


da 


+  llog 


-x 


nun  ist  aber,  wenn  man  in  die  Gleichung  (29) 

t;  =  — ,  also  v  =  (ao  +  «i  ^)  -  = 
setzt,  wie  leicht  zu  erkennen 


09      2a 


aSl     09 


2« 


t  - 1 


(70)  (-1)  «  ^d«,  r')  =  C^C^.  rX  •     [J        |l-c»8m»am«8in'amg", 


9 ^  li  2, ... 


«  —  l 


oder 


(71) 


'^•»«»eS'^ 


=  H 


°         \  CO  /O  0-«      •  A 

2(rsmamacosaraa/jama 


da 


2, 

9=1,2,  ...  - 


.  ,  mit 

sin«  am  q  — = 
*   n 


_i  1  —  c*  sin*  am  a  sin*  am  j 


(72) 


und  ebenso  ergiebt  sich  aus  der  angeführten  Gleichung 

/2(u~a)      A 

^72  (u  +  «) 
V     a  Ä  /Ol 

•  •  •         ^^ 


n  ,        I     V       09        '    /ü 


^/2(M-a) 


/2Ju  +  a)      A 

1  —  c*Bin*amg— ^ain'am  (u~  «)  j 
1— c*  sin'amg—^sin*  am  (u+a) 


9  =  1.2..  . 


n  —  l 


Wenn  man  nun  die  Gleichung  (68)  mit  n  multiplicirt  und  von  (öO^i 
abzieht,  so    erhält   mau    vermöge  der   llelationen   (71)    und  (72)  die 
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folgende. Transformationsformel  für  die  Jacobi'sche  Normalform  des 
elliptischen  Integrales  dritter  Gattung 

Tl(l,^,k)-nn{u,a,k) 


(73) 


s=  —  2uc^*sin  am  a  cos  amaJenna 


2 


Sin*  am  q  — *- 


mrj 


a—t  9*   ,—~l  1— c*8in*amasin'amflf — - 


2 


n 


9  =  1,«,... 


log 


«  — 1 
2 


1  —  c*  sin*  am  q  — -  sin*  am  (i*  —  a) 
l  —  c*  sin*  am  />  — -  sin«  am  (t*  +  a) 


Mit  der  Lösung  des  Transformationsproblems  für  die  elliptischen 
Integrale  erster^  zweiter^  dritter  Gattung  ist  aber  bekanntlich  das 
allgemeine  rationale  Transformationsproblem  für  elliptische  Integrale 
erledigt. 


Siebenundzwanzigste  Vorlesung.  ' 

Theorie  der  Hermite*80hen  g)-Fiinotion. 

Bevor  wir  zu'  Untersuchungen  übergehen,  welche  die  Beziehuiigeu 
zwischen  dem  gegebenen  Integralmodul,  dem  transformirten  Integral- 
modul  einerseits  und  dem  Multiplicator  der  Transformation  anderer- 
seits zu  ihrem  Gegenstande  haben,  müssen  wir  eine  eingehende  Unter- 
suchung einer  für  algebraische  und  zahlentheoretische  Anwendungen 
der  elliptischen  Functionen  höchst  wichtige  Function  des  Moduls  der 
'9' -Function  vorangehen  lassen. 

Für  ein  elliptisches  Integral  von  der  Form 

dx 


j. 


dessen    früher   definirte  Perioden    mit  o  und  o'  bezeichnet  werden 
und  für  welches 

2(o 


r  = 


gesetzt  worden,  wird  sich  einer  der  vier  zu  einem  festen  Werthe  von 

c^  gehörigen  Wurzelwerthe  ^c   als    eindeutige  Function  von  t  mit 
Hülfe  der  0-- Functionen  nach  dem  Früheren  in  der  Form 


V-c  = 


»  (0,  t). 


^  (0,  T), 

darstellen  lassen,  und  es  wird  auch  leicht  ersichtlich  sein,  wie  sich 
die  drei  übrigen  Werthe  von  }/c  ia  ähnlicher  Weise  ausdrücken. 
Denn  bemerkt  man,  dass  die  in  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung 
behandelten,  zum  ersten  Hauptfall  gehörigen  Transformationen  ersten 
Grades  zwischen  dem  ursprünglichen  und  transformirten  Integral- 
modul die  Relation 

somit  für  das  Quadrat  des  Integralmoduls,  da  h^  gerade  ist,  den- 
selben Wcrth  liefern  imd  das  Integral  von  einer  Gonstanten  abge- 
sehen, welche  nur  die  positive  oder  negative  Einheit  ist*),  in  sich 


*)  indem  die  aus  den   dort   aufgestellten  Transforraationsformeln  der  ^- 
Functiouen  unmittelbar  sich  ergebende  algebraische  Transformation  die  Form  hat 

worin  Oj  eine  ungerade  Zahl  bedeutet. 


leibst  traiisfortuiren,  so  ist  sofort  einzusehen,  dass  die  vier  ntöglicheii 
Wertlie  VOM  y  c  alle  in  jener  TriinsforniaHousgattung  enthalten  sind, 
Bud  dass  sich  dieselben  somit  sämnitlich  als  eindeutige  Functionen 
des  ursprünglichen  oder  des  transformirten  d-ModuIa  in  der  Form 


llaratelleu  hissen ,  wenn 

«„=1,     ^,  ^0, 


/c, 


I,     &,  =  I  (mud.  2) 
,  und  ebeuso  ündet  man  die  vier  /.a  c-  gehörigen  Werthe  von  j''  '■, 
der  Gestalt 

»(»•  vf-°"t), 

Wir  hatten  aber  niclit   bloss  für  die  Quadratwiir/«!  ans  dem  In- 
tegralmodul einen  eindeutigen  Ausdnick  von  r  gefunden,  sondern  es 
'gab  sich  auch  in  der  achtzehnten  Vorlesung,   dass  sich  einer  der 
;ht  zu  einem  gegebeneu  Werthe  von  c'  gehörigen  Werthe  von  y^ 
a  eindeutige  Function  dos  ^-Moduls  in  der  Form 

Unitelleu  \as&a,  wenn 


„1  (i  +  g')('  +  g')(t  +  g')--- 
^    Ö+3)(l  +  ^)(l  +  g»)... 


q^  e"'^    und     'j   = 
[CÄel/t  wird, 

i  HoU  ximüchst  uuserc  Aufgabe  sein,  die  acht  zu  jeder  die 


,  und  ähnlich  war 

V''. 


Ijrössen 


pehihigeii  Werthe  nach  deu.  Trans  form  ationszahlen  a^ 
reiche  zum  ersten  Haujitfalle  der  linearen  Transformation  gehören, 
n  sondern  und  utigemeiu  fßr  die  lineare  Transformatioa  die  Uo 
teliangen  awisehen  der  durcli  jene  eindeutige  Function  von  r  dcti- 
tirteu  vierten  Wurzel  aus  dem  vorgelegten  und  dem  transformirten 
nt^ralmodul  aufzustellen. 
Setzen  wir 

,...^=.(,)=r2.;-^il+fii+|iii±^, 

I  werden  sich  vor  allen  Diugeu  leicht  die  Trausformationürurmetii 
ieaer  eindeutigen  Functionen  von  t  fiir  die  beiden  oben  betrachteten 
Formalfalte  der  linearen  Transforniatiou,  auf  die  alle  andern  zurtick- 
^brt  werden  konnten,  behandeln  lassen.     Denn  da 


M 
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m  rr  4-  1 W  T^2     /^  (l  +  e^'-'^+'Q  (i  +  .^«H^+D)  (^  +  e'"'-'*+'') . . . 

oder 

9>  (r  +  1)  =  y  2  .  eT  .  g*  <-L+41i +i;)^i+4^ 
^^      '      ''        '  (l  —  S)  (1  —  2 )  (1 — ff)--- 

ist,  80  folgt  unmittelbar  die  eine  Fundamentalformel  der  Transfor- 
mation 

(3).- 9{r+\)  =  eT^^ 

und  ebenso  leicht  aus  (2): 

Um  ferner  für  den  zweiten  Hauptfall  der  Transformation,  welcher 
den  Werth  des  '9'- Moduls  in  den  negativen  reciproken  verwandelt, 
die  Beziehungen  zwischen  den  zugehörigen  9-  und  ^-Functionen  zu 
entwickeln,  gehen  wir  auf  die  für  jenen  Transformationsfall  ent- 
wickelten Gleichungen 

zurück,  aus  welchen  sich  durch  Äusziehung  der  Quadratwurzel 

(5) 9'(-v)  =  ±^W,    '/' (- -f )  =  ±  9  W 

ergiebt,  und  es  bleibt  somit  zur  Erledigung  dieses  Falles  nur  noch 
die  Bestimmung  des  Vorzeichens  übrig.  Bemerkt  man  aber,  dass, 
wie  früher  gezeigt  worden,  für  verschwindende  Werthe  des  Integral- 
moduls c  die  Grösse  q  sich  der  Null  nähert,  während  für  t'  =  —  y 
der  transformirte  Werth  von  q  nämlich 


ni 

r 


q  =c 
für  verschwindende  c  sich  der  Einheit  unendlich  nähert,  so  wird,  da 

^(       M  —  1/9    «'*  '^  +  g'')  (1  +  i*)  (^  +  g'")  ••• 
'P\--:i)-V^-i    0+  4)  (1  +  4')  (1  +  s'^TT. 

und 

^  W  -    (1  +  qy(l  +VÜ1  +  2*)  - . . 

ist,  für  verschwindende  c  sich  positiven  Gränzen  nähern,  in  den  Glei- 
chungen (5)  das  positive  Vorzeichen  zu  wählen  sein,  so  dass  die- 
selben in 

(6)...     9(-4)  =  V'(r),  (7)    f(-l)  =  ^(t) 

übergehen. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (3),  (4),  (6),  (7)  aber  werden  sich 
auf  Grund  der  in  der  siebzehnten  Vorlesung  in  Betreff  der  Herleituug 
der  Elementarperioden  gemachten  Auseinandersetzungen  die  allge- 
meinen Transformationsformeln  der  (p-  und  ^-Functionen  leicht  ent- 
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wickeln  lassen.     Bevor  wir  jedoch   zur  wirklichen  Darstellung  über- 
gehen, wollen  wir  bemerken,  dass  es  oben  gelang,  jede  in  der  Form 

fco    fci 

gegebene  lineare  Transformation  durch  Zusammensetzung  mit  linearen 
Transformationen  von  der  Gestalt 

1  -p 


0        1 
in  die  identische  Transformation 


und 


1    0 
-q    l 


1   0 
0   1 


umzuformen,  niid  es  wird  daher  nüthig  sein,  zur  Beiiandiung  der 
allgemeinen  linearen  Transformation  die  Ausdrücke  der  ip-  und  ^- 
Functionen  fQr  die  durch  jene  beiden  Transformationen  gegebenen 
neuen  ^-Moduln  herzuleiten.  Da  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  und 
(4)  unmittelbar  folgt,  dass,  wenn  It  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 

2t  f»  («t4-  1)1» 

9)(r  +  2Ä:)  =  e  »    <p(t),    9)(t  +  2 Jt  +  l)  =  e       » 


^(r  +  2fc)  =  ^(r),  ^(r  +  2fc+l)  =  ^j 

ist,  so  wird  für  den  zur  Transformation         » 

1    -p 


0 


1 


gehörigen  '9'- Modul,  welcher  allgemein  durch  den  Ausdruck 


X  = 


«iT  —  6,  ' 


in  diesem  Falle  also  durch 


—  T 


—  px  —  i 

gegeben  ist,  die  Transformationsgleichung  der  97-Function  folgender- 
massen  lauten 


•^  (rf^) -*  (=^^') -♦(-.■- i)  -  { 


g?(r),  wenn  j)  gerade, 
,  wenn  p  ungerade; 


<P(t) 


wendet  man  dagegen  auf  den  Modul  r  die  Transformation 

1    0 


an,  so  ergiebt  sich 

(10)     9,  (r_?--il)  =  y  (5  +  r) 


-q    1    ! 

qi  n 


e  ^    9(t);  wenn  q  gerade. 


q  in 


<jp(t) 


e  ^    ^(\)  wenn  q  ungerade. 


JIO 
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Gehen  wir  nunmehr  zur  Betrachtung  des  ersten  Falles  der  linea- 
ren Transformation  über,  in  welchem 

Uq^^Ij    a,  ^  0,    60  ^  0,    6j  =  1  (mod.  2) 

war,  nehmen  an,  dass  a^  von  Null  verschieden  ist,  unterwerfen  femer 

den  Bruch  —  der  Bedingung,  dass  er  sich  in  einen  Eettenbruch  von 

nur  drei  Elementen  von  der  Form 

"  =  ü  +  1 

3+i 

r 

entwickeln  lässt,  und  setzen  endlich  fest,  dass  b^  und  b^  Nenner  und 
Zähler  des  vorletzten  Niiherungswerthes  dieses  Eettenbruches  sein 
sollen,  so  wird,  da 

a,  =r  (2)2+1) +p,     bj^=pq+  1, 

ist,  und  die  Transformationszahlen  den  obigen  Congrueuzen  geDÜgen 
sollen,  C[  gerade  sein  müssen,  während  p  und  r  zu  gleicher  Zeit  ge- 
rade oder  ungerade  sind.  Nun  ersieht  man  aus  den  Gleichungen  (9) 
und  (10)  unmittelbar,  dass,  wenn  p  und  r  gerade  sind,  die  erste  auf 

/  60  —  <*Ü  ^ 

X     8==    — 

0|T  —  Ol 

ausgeübte  lineare  Transi^rmation 

1  -p 
0     i 

den  Werth  der  g»- Function  unverändert  gleich  9>(t')  lässt,  währeDd 

die  zweite  , 

1    0 

~q    l 


denselben  in 


b^iTt 


Da  aber  nach  dem  Obigen 


e  ^    €p  (r) 
verwandelt,  und  die  dritte 

1    —r 

0         1 

diesen  Werth  wieder  unverändert  lässt. 
die  resultirende  Transformation 

1  0 

0  1 

und  somit  der  -O*- Modul  r  ist,    also  der  Werth  der  zugehörigen  (f- 
Function  q)  (t),  so  folgt 

^11) 9  (-')  =  ^  a^^O  =  ^"  '"^"  9  W; 

und   ebenso   werden,   wenn  p  und  r  ungerade,  die   der  fi^ihe  nacb 
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rch    die   drei   Transformationen   gelieferten   Werthe   der   9)-Func- 
»nen 

d  es  ergiebt  sich  somit  für  diesen  Fall 


6.1 1  ft 


Um  nun  für  die  Ausdrücke  (LI)  und  (12)  eine  gemeinsame  Form 
erhalten;  leitet  man  aus  der  zum  ersten  Transformationsfalle  ge- 
rigen Gleichung  für  die  Integralmoduln 

rch  Wurzelausziehung  die  Gleichung  ab 


9'Qf-^67)  =  """^^«' 


welcher  e  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet;  und  es  folgt 
nn  für  den  Fall;  dass  p  und  r  gerade  waren ;  aus  der  zuletzt  er- 
Jtenen  Gleichung  und  Gleichung  (11);  dass 

)\  da  aber  die  Congruenzen 

6j,  rE  tto  +  ^  (mod.  2)    und     ao  —  1  ^  0  (mod.  8) 
ler 

60  =^  «0  4"  1  (mojl.  4)    und     a^  —  1^0  (mod.  4) 

i  gleicher  Zeit  stattfinden  müssen;    wie  aus  den  oben   ermittelten 
'^erthen 

«0  =  ^3+1,     60  =  3 
imittelbar  hervorgeht;  so  folgt 

Form  des  Jacobi 'sehen  Zeichens.    £benso  wird  im  zweiten  Falle, 
welchem  p  und  r  ungerade  sind; 

id  daher  wegen  des  gleichzeitigen  Bestehens  der  Congnienzen 

Oo  +  1  :zi  2  (mod.  4),  6(,  7^  a^  —  1  (mod.  8) 
er 

fly  +  1  ^  0  (mod.  4),  h^^  a^  —  1  (mod.  4) 
ederum 

Wir  erhalten  somit  für  diejenigen  von  Null  verschiedenen  Werthe 
n  rip  und  a^y  für  welche  die  Kettenbruchsentwicklung  von  -^  nur 
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aus  drei  Gliedern  besteht,  voransges^zt,  dass  die  beiden  andern  mit 
a^  and  a,  zn  dem  ersten  Transfonnationsfalle  gehörigen  Zahlen  h^ 
nnd  &,  Nenner  und  Zähler  des  Torietzten  Näherongsbraehes  bedeu- 
ten, den  Aasdruek 

»(l;7^)-(i)«-'^%c). 

and  unter  denselben  Bedingungen  für  die  fünf  andern  linearen  Traus- 
formationen,  wie  entweder  unmittelbar  genau  nach  der  eben  durch- 
geführten  Methode  oder  aus  der  eben  gefundenen  Gleichung  mit  Hülfe 
der  Substitutionen 

T  +  1     iiöd 

und  der  Gleichungen  (3)  bis  (7)  folgt,  die  entsprechenden  Trans- 
formationsformeln ,  denen  wir  die  obige  noch  beifilgen: 

I.  Hq^z  \y    fl,  ^=  0,     b^T^O,    6,  ^=  1  (mod.  2), 

<■>>> •^(^:f^)-(~K'^-%w. 

II.  fly  iz:  0,     fij  =^  1 ,     6^  ==  1 ,    6j  r^  0  (mod.  2), 

III.  a^  ^  1,    a,  =F^  1,    fco  ^^  0,    6,  ^  1  (mod.  2), 

IV.  «0  =  1,    a,  zzl,    6o^l>    6,  =  0  (mod.  2), 

(16) q,  (*?  =^)  =  e-"-'''"^r, 

V.    a„  ^E  1,    a,  ^  0,    fco  ^=  I7    ^1^1  (mod.  2), 


07) 9>(-^f::^)=^ 


f  jr 


bo-'aaT\  _^  ^-^Opft^y  (t) 

VI.     0^  =  0,    a,  =  1,    60  =  1 ,    6i  =H  1  (mod.  2), 


—    0-00*0  1 


w "(-^If^)-©»  •  ,<„ 

Es  soll  nunmehr  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  für  alle  Ton 
Null  verschiedenen  Werthe  von  a^  und  a,  durch  den  Schluss  von  n 
auf  n  "4-  1  nachgewiesen  werden,  jedoch  noch  immer  mit  der  Be- 
schränkung, dass  Iq  und  b^  Nenner  und  Zähler  des  vorletzten  isihe- 


es 


rungsbruches  der  Kettenbruchsentwicklung  von  — ^    sind,    wobei 

genügen  wird,  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichung  (13)  nach- 
zuweisen, da  die  Behandlung  der  andern  Fälle  wieder  entweder  gena« 
ebenso  durchzuführen  ist  odeV  sich  durch  die  oben  angegebenen  Sub- 
stitutionen mit  Hülfe  von  (13)  vornehmen  lässt. 
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Sa  also  zuerst  für  solche  a^.  «i,  t,,  ft, ,  für  welche 


und  b,  Zähler  und  Neuner  lies  vorletzte»  NüLerungsbrucbes  bo- 
iteii,  und  die  Anzahl  der  Tlieiluenuer  eJue  ungerade  ist*),  die 
BcheQ  der  trausfurmirten  uud  der  urspiUngtichen  ^-Fuuctioii  statt- 
leude  Ilelation ,  wenn  jene  vier  Tran sformatioii »zahlen  zu  dem 
teu  liiifan-ii  Transtormatiousfall  gehören,  die  folgende 

sutl  II ucbge wiesen  werden,  dass  auch  dieselbe  Relation  statthnt 
diejenigen  Tran sforniations zahlen  «,/,  u/,  b„',  i,',  für  welche 


-)>+»- 


+•.. 


'  +  U' 


und  fc,'  den  Neuner  und  /übler  des  vorletzten  NÖhorungawerthes 
Kettenbruches  darstellen,  und  die  übrigens  auch  den  Bedin- 
Dgeti  des  ersten  Trans  form  ations  fall  es  geniigen. 

Nun  folgen   aber  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Kettenbrflche 
Folge  der  für  die  Zahlen  h„,  b,,  b„'.  b,'  gemachten  Voraussetzuu- 
iiie   Ueziehungen 

i,'=<öj  +  bj  V='''(i  +  K 

a{  =  Ml/a,  -f  ft,  I  +  a,  0,,'=  M((a„  -|-  h^)  +  ö„, 
I  ea  werden  daher,  da  a„  und  h^  der  Voraussetzung  nach  ungerade, 
tmd  ig  gerade  sind,  und  die  neu  eintretenden  Transfurtnations- 
ebenso  beschaffen  sein  sollen,  t  und  u  gerade  sein  niilssen, 
1  die  zur  weiteren  Reduction  auf  die  einfachste  lineare  Substitution 
br<Ierliclien  Substitutionen 

I       1    0  1    I  1   -  «  I 
-  (     1   Mo         1 


t  somit  bei  Benutzung  der  Gleichung  (18)  den  folgenden  Ans- 
ftlr   die  aus   allen  Transformationen   resuttirende    9- Function 
!eni 


wae  naoli  ['rühert^m  kme  äeacfarünkung   int,    imlnru  mm 
lilimner  aiirh  elvts  (furch  zwei  solche  ersetzen  kann. 
tftalB«kara*i.  aiXft,.  tuuel.  II. 
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^^ilt;.-?  -—  ^i  ^     also     a<)  =  a^  —  w6„' 

und  durch  Einsetzen  des  Werthes  von  a„  in 

V=  ^0^0  + fco 
sich 

K  =  V  ~  <  («(»'  —  w  6o') 
ergiebt, 

worin 


und  daher 

t>0   —  «0  * 


<^Ö7fi^')=(y'^"^>w. 


und  zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  a^^  a^,  \^l\ 
die  den  fünf  andern  Transform ationsfällen  entsprechenden  Trans- 
formationszahlen  bedeuten  lässt,  für  welche  die  Richtigkeit  der  Glei- 
chungen (14)  bis  (18)  nachgewiesen  ist,  wenn  nur  a©',  a/,  V;  ^  '" 
den  ersten  Transformationsfall  gehören. 

Um  somit  die  allgemeine  Gültigkeit  der  oben  aufgestellten  Trans- 
formationsbeziehungen  der  97-Functionen  nachgewiesen  zu  haben,  wird 
es  nur  noch  nöthig  sein,  uns  von  der  Beschränkung  frei  zu  machen, 
dass  2^0  und  &,  Zähler  und  Nenner  des  vorletzten  Näherungswerthes 

des   Kettenbruches  —  sind,   und  sodann  noch  die  Richtigkeit  jener 

Formeln  für  verschwindende  a^  und  a^  nachzuweisen.  Setzt  man 
nun,  um  die  erste  Beschränkung  zu  beseitigen,  in  die  Gleichung 

X  -{-2  h  für  TT,  worin  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  erhält 
man  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (8) 

oder  da 

2ÄV  =  2i  (niod.l6) 
ist, 

d.  h. 

»(':f:?^)-(I>"'^°-*>w 

für  alle  6^,  und  t,,  welche  der  Gleichung 

«0^  —  «1^0  =  1 


j 
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iQgen,  da  alle  Werthe  von  b„  imd  h„  wenn  sie  dem  ersten  Traiis- 
irmatioQS falle  angehJ'jien  sollen,  iu  der  Form  enthalten  sind 

Drau§geBetzt,  dasa  b„  und  fc,  selbst  Nenner  und  Zähler  des  vorletzten 
ßUierungswortliea  des  Kettenbniches  ~  bedeuten ;  und  genau  so  folgt 
Gültigkeit  der  (ileichungen  (14)  bis  (\8).  Es  bleibt  somit  nur 
Oeli  die  Frage  zu  erledigen,  welche  Form  der  Ausdruck  für  die 
nansforniirte  ^-Function  annimmt,  wenn  Zähler  nud  Nenner  des  vor- 
ibcten    Nühernngswertlies  von    -   nicht    in   den   ersten   Transforma- 

'Dsfall  gehören;  unter  dieser  Annahme  müssen  jedoch  die  vier  Trans- 
mnatiouszahlen ,    da   n^   ungerade  und  a,   gerade  sein  sollen,    dem 

i'ten  Falle  der  linearen  Transformation  angeboren,  und  es  wird 
iher  fiir  diese  die  Gleichung  statthaben 

Fird  uun  hierin  z  —  (2  k  —  1 )  statt  t  gesetzt,  30  erhält  man 
a,(i-(at~l))\  _  ^_  ^^^  f(t-  (äi-  D)  _  ^-  j^«a^  _(!Ur-_lli?  ^ 

vir  "     ' 


-(«t- 
:  da 


-  1 


-(äi- 


+  (»t-lin,-a.,>    _ 


l)o.'0« 


id  .  16) 


Bli  sind  aber  otTenbar  alle  in  der  Form 

i. +  (2A-  1)0,,     i., +C2t—  1)0, 
ithalteuen  Zahlen  sänimtliche  Lösungen  der  Gleichung 

a,iS,  —  o,i,  —  1, 
siehe  dem  ersten  Trnnsfornintionsfalle  angehören,  und  es  ist  somit 
B  Ausdehnung  der  (ileichuug  (13)  auch  auf  diesen  Fsli  narhgewie- 
D;  dasselbe  folgt  für  die  Gleichungeu  (14)  bis  (18),  und  es  bleiben 
mit  xur  vollständigen  Erledigung  der  ("Vage  nuch  die  beiden  Fälle 
behiuidehi  fihrig,  iu  denen  o„  oiler  M,  den  Werth  Null  haben,  uisu 
p  l^eidcn  Transformationen 


»   +  1   I         ,    I  +  '        "1 

—  .         ,  und  ,       ,    ,     , 

I  -t-  1         b,  \  I       i„  + 1  I ' 

welche  die  entsprechenden  'IVausformationsformeln   del 


ip.  Fuuc- 
ivenn    man   die   Uleichungeu   <6),   (7)  und  (8)    berücksichtigt, 
dgeiidemiassen  lauten: 
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9>  i^^^i)  =  ^  (^  +  &i)  =  t  (t),  wenn  b^  gerade, 

=  ^'  ^®"^  **  ungerade, 

die  somit  als  Transformationen  des  zweiten  und  sechsten  Hauptfalles 
in  den  Gleichungen  (14)  und  (18)  enthalten  sind,  und  ebenso 

^  (  ^1  y  =  9  (^  +  y  =  ß"^   "*    9>  (^);  wenn  6o  gerade, 

welche  als  Transformationen  des  ersten  und  fünften  Hauptfalles  durcb 
die  Gleichungen  (13)  und  (17)  gegeben  sind. 

Wir  fugen  unmittelbar  hieran  noch  die  Transformationsformeln 
der  ^-Function,  die  aus  den  Gleichungen  (13)  bis  (18)  mit  Hfilfe 
der  Beziehung 

9.  (_  I)  =  V- (r) 
abgeleitet  werden  können, 

m ^(^.7-^-)=a>"'^''"%«. 

(21) H^f^)=«'^ ""-:-{?, 


-    g-  «.  ft,         1 


(24) /6o-aoT\         -^g.^  y_(tl. 

Wir  wollen  endlich  noch  eine  dritte  in  der  späteren  Theorie  vor- 
kommende eindeutige  Function  des  'd'-Moduls  einführen  und  die  linea- 
ren Transformationsformeln  dieser  entwickeln.    Da  nämlich 

ist,  und  nach  den  Formeln  der  neunzehnten  Vorlesung 


1 

00  OD 


war,   so  ergiebt  sich 

(25) ye-c,  =  ^, ^^ ^ 


6 
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Ferner  ergiebt  sieh  aus  eben  jenen  Formeln 

/^ .  ^=2^  A\-^.$w^-^l  A{i-Q"-y  HA^-r) 

id 

2«        ""1  +  3**   Ol -3»'-" 

oraus  nach  einer  leichten  Rechnung,  wie  sie  in  jener  Vorlesung 
mau  in  derselben  Weise  bereits  angestellt  worden*), 

6)     j/^  =  2^  {(1  -  g)  (1  +  q^)  (1  -  q^)  (1  +  q*)  .  .  .}' 
Igt;  SO  dass 

7) ^^  =  ;((t)  =  . ?^-.«* 

:,  und  da  sieb,  wie  in  derselben  Weise  zu  sehen,  auch  die  Werthe 
n  (f  (r)  und  ^  (r)  in  die  Form  setzen  lassen 

8)  <?  (r)  =  J/'2  .  3*  {(1  +  2')  (1  +  2')  ...}'(1-?)(1 -?')..., 

9)  ^(r)  =  (l  +  3^)  (1  +  3^)  .  .  .  {(1  -  3)  (1  -  q')  •  •  •}% 
folgt,  dass 

0) X(r)=^q>{T).t{T) 

,y  und  es  wird  sich  jetzt  um  die  linearen  Transformationsformeln 
eser  eindeutigen  Function  von  r  handeln. 

Nun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen   (3),  (4),  (6),  (7)  vermöge 
r  Gleichung  (30)  unmittelbar 

^) x(-j)=xir). 

d  ebenso  ergeben  sich  für  die  sechs  Fälle  der  linearen  Transfor- 
ition  aus  den  Gleichungen  (13)  bis  (24)  die  nachfolgenden  Be- 
übungen 

I.     «Q  ^  1,     ttj  =£f  0,     6q  ^  0,     ft,    -  1  (mod  .  2), 
*)  weDD  man  nur  die  einfach  herzuleitenden  Identitäten  berücksichtigt 

U  1  1 

l 


in 
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II.  ^„  -- 0,    a,  ^il,    feo=^l;     6,  ^0  (mod  .2), 

III.  a^^  —  l ,     a,    3  1 ,     6^  ^  0,     6,  :^  1  (mod  .  2), 

IV.  a<)  z:^  1,     a,  jl:  l,     fcß  ^^  1,     &!  ^  0  (mod  .  2), 

V.  a„  ^i  l ,     a,  E^  0,     6o  ^^  ^  >     6,  ^  1  (mod  .  2), 

VI.  <^/^^  =  0,    a,  =  1,     6,3  =  U    *i  ^  ^  (™od  .  2), 

Wir  werden  in  der  nachfolgenden  Theorie  der  Modulargleichun- 
gen  die  Untersuchung  nothig  haben ,  wie  sich  die  9 -Function  eines 
^>  Moduls^  der  entstanden  ist  aus  der  successiven  Anwendung  einer 
linearen  Transformation  und  eines  zur  Transformation  n*'°  Grades 
gehörigen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  ausdrücken 
lässt  durch  die  ^Function  des  unmittelbar  durch  einen  der  Reprasen- 
tauten  transformirten  0^- Moduls,  und  es  bedarf  keiner  weiteren  Aus- 
einandersetzungy  dass  diese  Aufgabe  durch  die  am  Schlüsse  der  drei- 
undzwanzigsteu  Vorlesung  angestellten  Betrachtungen  bereits  voll- 
standig  gelost  ist,  da  die  Grossen  «,  x,  u  sowohl  als  auch  die  Trans- 
formatiouszahlen  der  linearen  Transformation  a,  ß,  y,  d  bestimmt 
sind,  und  in  den  Formeln  (13)  Hs  (18)  dieser  Vorlesung  die  Rednc- 
tiou  der  g^-t\inction  für  eine  auf  den  Modul  angewandte  lineare 
Transformation  gefiinden  ist  Wir  Inrauchen  jedoch  später  vorzüglich 
die  Losung  dieser  Aufgabe  für  die  zwei  Fundamentalfalle  der  bnearen 
Transformation«  für  welche 

ci<»=l.    €ij  =  — 1,    ft^^O,    61  =  1, 
«1^  =  0,    «1  =  —  1  *    ft#  =  1»    6,  =  0 
ist.  von  denen  die  erste  den  Modul  t  in  ^37- ,  *e  zweite  denselben 
in         *    v^^rwandeh.  und  entnehmen  aus  den  Formeln  der  dreiond- 

»WÄiwijj^t<M\  Vorletsung,  wenn  wir  dort  16 1  statt  l  und  16a:  statte 
sot^oiK  indtMu  wir  nur  den  Fall  des  ungeraden  n  behandeln,  fürwel- 
cbou  die  Ropr^nUAnten  in  tler  Form 

i   0 
16  £  f 
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eilt  waren^  dass^  da  t  und  f  uugerade  Zahlen  bedeuteten,  und 
p^sste  gemeinschaftliche  Theiler  von 

aQt  -f-  16  a,  6     und     a^f 
zh  u  und  u   ungerade  sein  werden,  dass  aber  ferner,  da 

«0—  ^  ;         Po—  -    - 

ütt'  f%    5,w — X^axX 

«1  —    u   2  Pi i 

ersten  Falle 

ngerade,     «,  ungerade,     ß^EnO  (mod  .  16),    /S,  ungerade, 

itefi  Falle 

0  mod  16,     a^  ungerade,     /Jo  ungerade,     /3,  ^  0  (mod  .  16) 

rd,  und  dass  somit  nach  den  Beziehungen  (15)  und  (14) 


rd;  bemerkt  man  nun,   dass  nach  den  bekannten  Operations- 
für das  Jacobi'sche  Zeichen  und  dem  Satze,  dass 

V»«/        t  -    16g     J        \t-l6iJ         \t/ 
Vm/     t  —  16a:a„  Vf  -  16x«o'        Vt  ■' 

V     ««'  — / 

folgen  die  später  in  Anwendung  kommenden  Formeln 


■  (f)^ 


'ttv-"« 


(n  ,  (/•-.-) 


•   (f).('*^4^'°-0-©»(-'-^'")' 

in  M,  Xy  u   durch  die    in  der  dreiundzwanzigsten   Vorlesung 
len  Ausdrücke  fest  bestimmt  sind.*) 


Setzt  man  t »«  1  uud  *'  =  w,  so  werden,  wie  aus  der  dreiuudzwanzig- 
lesung  hervorgeht,  die  Grössen  u,  u\  x,  «oi  «i>  Po»  ßt  den  Gleichungen 
müssen 
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Wir  stellen  uns  nunmehr  die  Aufgabe ,  für  die  Werthe  der  za 
den  Repräsentanten  einer  Transformation  n^~  Grades  gehörigen  tp- 
Functionen  andere  analytische  Ausdrücke  zu  finden,  die  uns  un- 
mittelbar durch  die  in  der  letzten  Vorlesung  entwickelte  Transfor- 
mationstheorie geliefert  werden.  Nach  der  dort  gefundenen  Beziehimg 
(34)  nämlich  war 

}/%  «=  (}/^y  { sin  coam  [p-^j  sin  coam  (— ^)  ...  sin  coam  (^^^-  ^j 
worin  m  eine  beliebige  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeutete , 

'?  =  -f  [l>^'— 3-  161^  +  qtt] 

war,   wenn  pt'  —  q  .  16^  und  qt  ebenfalls  relativ  prim  waren,  und 

endlich  "j/k  und  y^c  jene  eindeutigen  durch  die  Quotienten  der  ^• 
Functionen  gegebenen  Werthe  vorstellten;  durch  Quadratwurzelaus- 
ziehung erhält  man,  wenn  ausserdem  m  =  2  gesetzt  ¥nrd, 

yk  r=z  \yc)   sm  coam  — -  sin  coam    -     ...  sin  coam  -^ -j 

4 

und  wenn  man  festsetzt,  dass  das  Zeichen  von  yc  so  genommen 
werden  soll,  dass 


w  «0  =  16  J 
lexoTo  +  w'Po  =  —  1 

uai  SB  n 

lexui  +  ußi^o, 

und  es  wird  u  als  grösster  gemeinsamer  Theiler  zwischen  16  £  und  n,  voraos- 
gesetzt,  dass  n  eine  Primzahl  ist,  die  Einheit  sein,  während  u'=:n,  a^^^^l 
ttj  =  n  wird ,  uud  es  bleiben  daher  nur  die  Gleichungen  zu  befriedigen 

16  a;.  16  J  + w|5o  =  —  1     und    16a;  +  ß,  =  0; 
hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  x  =  ^  sein  soll,  d.  h.  wenn  die  resultirende  ^^ 
Function  zu  demselben  Repräsentanten  gehören  soll,  dem  die  zu  Grunde  ge- 
legte qp-Functiou  angehört, 

(16  6)«  +  nßo  =  —  1     oder    1  +  (16  {)«  =  0  (mod .  n) 
sein  muss,  d.  h.  es  muss  —  1  Rest  von  n,  also  n  =  4m  -f-  1  und  16 £  die  Auf- 
lösung der  Congruenz 

ifl  =  —  l  (mod  n) 

sein;  da  diese  Congruenz  jedoch,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  nur  zwei  incon- 
gruente  Auflösungen  Zi  und  —  £f,  hat,  so  werden  nur  zwei  Werthe  von  |,  n^ni 
lieh  diejenigen,  welche  den  beiden  Gleichungen 

16  J  ==£?,  +  fc  .  M    und    16  J  =  —  £r|  +  Ä; .  n 

genügen  und  zugleich  <Cn  sind,  so  beschaffen  sein,  dass  ^==»§,  u=^\,u^^ 
wird,  dass  also  die  Lösung 

tibergeht  in 

(l)»(^^')-»C-^0. 

da  n  von  der  Form  4  m  +  1  sein  musste. 
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ist,  und  in  diesem  Falle  der  entsprechende  Werth  von  y^  mit  v 
bezeichnet  werde,  so  ergiebt  sich 

/oK.\  /«^/""X*    •  2?7.  4ii  .  (n  —  I)i7 

(öd)   V  =  (i/c)    8111  coam  — '  sin  coam  — -  ...  sm  coam —  > 

Da  aber  ausserdem  sich  Werthe  der  vierten  Wurzel  aus  dem 
transformirteii  Integralmodul  als  eindeutige  9) -Functionen  der  trans- 
formirten  ^-Moduln  darstellen  lassen  in  der  Form 

(36) ^fc  =  9.(LlI^«), 

wenn  die  zugehörige  Transformation  durch  das  Schema 

t   0 

16g    f 

bezeichnet  wird,  so  fragt  es  sich,  wie  die  offenbar,  nur  durch  das 
V'^orzeichen  unterschiedenen  Werthe  (35)  und  (36)  sich  zu  einander 
verhalten:    Betrachten  wir  zuerst  alle  in  der  Form 

1    0 

16  g    n 

enthaltenen  Repräsentanten,  so  wird  man  nach  Früherem  in  (35) 

,,  =  f(r-16|) 
setzen  dürfen*)  und  erhält 

*)  Ed  bedarf  noch  einer  näheren  Begründung,  weshalb  dieser  Werth  von 
rj  in  (36)  gesetzt  werden  darf,  oder  vielmehr  es  muss  gefragt  werden,  ob  alle 
andern  Werthe  von  rj,  welche  für  diesen  Repräsentanten  in  der  Form 

enthalten  sind,  den  Werth  von  v  nicht  ändern,  was  aus  der  Transformations- 

theorie  für  V  k  unmittelbar  ersichtlich  war,  für  die  Quadratwurzel  aus  Vk  aber 
folgendermassen  eingesehen  werden  kann.  Es  ist  nämlich  nach  der  Definition 
der  sin  coam 

2 11                       /        ,          r  — 16{\                              T  — 16S 
sin  coam  — -  =  sm  coam  [pm  4-  q<o 1  =  sm  coam  am , 

sm  coam  — ^  =  sin  coam  l2poi  -1-  2flfa» -I  =  sm  coam  2  am , 

(n— 1)1?                        /n—  l           ,     n—l           r—  IGJX 
sin  coam  ^ =  sm  coam  l — - —  pm  -{ ^r —  q  m -) 

n—  1  T—  16{ 

=:  Sin  coam  — - —  q  m , 

2       ^  n 

and  daher,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

pn  —  16  4g   und   q 

relativ  prim  sein  sollen,  also  q  mit  n  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben  darf, 
und  somit  die  Zahlen 
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(37)  .     V  =  (yc)   sin  coam  (o — -  sm  coam  2  o x 

n  —  1       T  —  16  4 

.  .  .  sin  coam  — - —  gi 

2  n 

oder  da 

«  —  1         r  —  16J  COT—  I6i 

sm  coam      - —  o ^  =  sin  coam  -r ^ , 

2  n  2  n       ' 

n  —  3        t  —  16J  3(0T  —  16£ 

Sin  coam  — r —  o ^  e=  g^  coam  -^ ^ 

2  n  2  n 

ist, 
(38)  i;  ==  (1/  c )    sm  coam ^  gm  coam  — sm  coam  -r : 

^     /  ^f^      ^  2  n  2  n  2w 

n— 1    CO    t  —  16| 

. . .  sm  coam  — - —  — • 

2       2         n 

Dieser  Ausdruck  (38)  soll  nun  mit  dem  Werthe 

(39)  9»  (O  =  9»  (^^^-^  =  V2  2'i  ^  +  g;'(|j^^+j(g:.:. 
verglichen  werden,  in  welchem 

nit'  f         T— 16{ 

^  '  n 

zu  setzen  ist,  und  zwar  genügt  es,  dieselben,  da  sie  sich  nur  durch 
das  Vorzeichen  unterscheiden  können,  für  den  speciellen  Werth  c  =  0 
zu  prüfen.     In  diesem  Falle  ist  aber,  wie  früher  gezeigt  worden , 

cö==2;r,     Gi-=cx>,     g  =  0,     g'=0, 

und  da  nach  den  Productentwicklungen  der  neunzehnten  Vorlesung 

(40)  sm  coam  ^r—  =  -=  g*  cos  ic  ^^  ^    *  ^  * 


fUr  unsere  Annahme  in 

(41) lim  sin  coam  -—  =  lim  r7=  oleosa; 

^      ^  2n  yc  ^ 

übergeht,  so  wird,  wenn  in  (41)  statt  x  der  Reihe  nach 


•  <  o  n      1 

1  •  gr,    2  •  g,    •  •  — q 

fi 1 

nach  dem  Modal  n  genommen  die  — - —  verBchiedenen  Reste 

±1,    ±2,  •••±— 2— 

lassen,  durch  Multiplication  der  obigen  Gleichungen  die  Beziehung 

271    .  4?7  n  —  \    7j 

sm  coam  — =  sm  coam  — ^  •  •  •  sm  coam  — ~ —  — 

n  n  2        n 

T— 16S    .  „        t— 16|  n— 1         f-l6{ 

=—  sm  coam  co  • sm  coam  2  oa  • •  •  •  sm  coam  —z--    co :; — ' 

n  n  2  w 

welche  zeigt,  dass  der  oben  gewählte  Werth  für  rj  dem  Product  der  «ncoam, 
also  dem  v  denselben  Werth  giebt  als  der  allgemeine. 
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% £  % ...   — _ —  ji 

n         '  n         '  2  n 

»setzt;    die    so   entstehenden   Ausdrücke    mit   einander   multiplicirt 
erden  und 

=-  cos  2  Ä  *       ^--  -^  b 

n 
zeichnet  wird,, nach  (38) 


um  COS  ;r cos  2  ä  -: •  •  •  cos  — -r —  n ^  mit  F 

n  n  2  n 


n  — 1 

— 2~  n  — 1 


2) lim  D  =  lim  (/c)'    "^  ",_,  •  (ä^)«  "  P 

in ;  da  aber  yö  der  durch  97  (r)  iiefinirte  Ausdruck  sein  sollte,  der 
r  unsern  Fall  in 

2*  lim  (?* 
vergeht,  ferner 

lim/^  =  lim|*=2gi 

id  daher 

n— 1  n—l 

t,  so  folgt  aus  (42) 

H       n  H      ttinr 

t3) lim  t;  =  lim  2^  ry »  P  =  lim  2^  e~8""  p^ 

m 

elcher  Ausdruck  mit  dem  aus  (39)  sich  ergebenden 

14)  .  .     lim  9)  {^^-^')  =  lim  2^  qi  =  lim  2*/»'  ^~n~) 

i  vergleichen  sein  wird. 
Nun  ist  aber 

m>rl      -         1/  —mni *l  1 

hm  cos  mn  ( ^  )  =  lim  —       -,  — 


:r^'  (, + .'-.('--.■-•0.)  _  „„  j..-c-^-) 


=  lim 

Iso 

« —  1  »  —  l 

2    »  2    *~ 

nd  daher  nach  (43) 

lim  t;  =  lim  2*  e  ®    .  c      ®*        ' .  c      **         *  =  lim  2^  e^"  .  e      *•    , 
9  dass  nach  (44) 

lim  1;  =  lim  9  (  *—  ~    ) 
rird,  und  daher  für  jedes  t 
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4  - 


(46) ^-fi^-^^h 

es  fallt  somit  der  filr  den  Repräsentanten 

1    0 
16  g  n 

durch  die  Transibrniationstheorie  gegebene  Werth  von  }k  mit  don 
durch  die  9)- Function  für  den  transformirten  ^-Modul  gelieferten  m- 
sammen. 

Betrachten  wir  zweitens  den  durch  das  Schema 

n   0 

0    1 

dargestellten  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen,  so  darf 
man  nach  Früherem 

CO 

setzen*),  und  die  beiden  mit  einander  zu  vergleichenden  Werthe  sifld 
dann  in  der  Form  enthalten 


(47)  V  =  \yc)  sm  coam  —  sm  coam  —  •  •  •  sm  coam 
und 

(48)  ....    q>(t)  —  ip  (nr)  —  Z  ,q     (i-+7)-(i ip^^ä)--, 


n  —  1   « 
2~  ~n 


worin 


Jtt  i  .     t*ttti 


zu  setzen  ist.  Um  die  Ausdrücke  (47)  und  (48)  wieder  für  unend- 
lich kleine  c  mit  einander  zu  vergleichen,  setze  man  in  (41)  der 
Reihe  nach  für  x  die  Werthe 


und  erhält 


1%      4x 


O) 


(n  —  1)  w 


n 


20 


n  —  1    a 


lim  sin  coam      sin  coam  —  •  •  •  sm  coam 

n  n  2       m 


•  - 1 


:  -  lim 


u^y 


«  — 1 


«  — 1 


^              2x          An 
cos  —  £0S 


cos 


(n-1)« 


also  •  da 


(j  «•)  * 


von 


*^  woIhm   Auoh  hier  wie  oben   lu  bemerken,    dass  der  allgemeine  Werth 


»» 


wonu  I«  \\\u\  f^M   t\i  t»in;uuier  roUtiv  prini  sind,  für  v  denselben  Werth  liefet, 
w\^  \Honu  iVir     •    dor  oino  im  diosor  Form  enthaltene  Werth  —  gesetzt  wird. 
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2  9K  4  TT 

COS  —  COS  —  •  •  •  cos 

n  n 


(n-.l)7t  ^f2\      1      »V 


2    « 


n>r«t 


üTfri 


rin  (— )  das  Jacob i 'sehe  Zeichen  bedeutet, 

d   aus  dem  oben   aufgestellten  Ausdrucke  für  9  (r')  die  61ei- 
folgt 

Hfti 

lim  9  (nr)  =  lim  2^  e    ^ 

ler  die  Beziehung 

v=  (J)9>(wt:); 

den  Werthe  fallen  also  zusammen,  wenn  das  Jacobi'sche 
der  positiven  Einheit  gleich  ist,  während  sie  sich  durch  das 
hen  unterscheiden,  wenn  das  Zeichen  den  Werth  —  1  hat. 
)se  beiden  speciellen  Fälle  der  Repräsentanten  nicht  äquiva- 
üassen  werden  uns  die  Möglichkeit  geben,  die  Vergleichung 
eh  die  Ausdrücke 

=^  (1/  c)   sm  coam  — ^  sin  coam  — *  •  •  •  sin  coam  ^ —^ 

Vt  /«  t  —  16  {\ 


en  Werthe,  welche  zu  dem  allgemeinen  Schema  eines  Keprä- 
m 

)a  nämlich  für  ein  ungerades  n 

+  2a;  cos  ^  +  l)  (ä'  +  2a:  cos  ^  -  +  l)  .  .  .  (a:'  +  2a;  cos  ^—~M^  +  1) 

ird,  wenn  man  x  =  i  setzt, 

ür  n  =^  4  V  -]-  1 

n—  1 

..    2~   •^»'         2  w  4  xr  (n  -     1)  n 

1  =  2  t      cos  —  cos  •  •  •  cos   —       - 

it  n  n 

2n  4  «  (m  —  1)  w  ,        1 

cos  cos  —   •  •  •  cos =*"  ± i  , 

f<  w  n  ^~* 

2 » 

»m  M  von  der  Form  8i>  -f-  1  oder  Sp  +  5  ist,  und 

jr  w  =  4  V  +  3 

n  — i 

^"~2"     •2»'         2 «  4 «  (ti  —  1)  n 

~  1  =a  2         t      cos         cos  —     .  .  •  cos -  - 

n  n  n 


2  Ä  4 «  (M  —  1) «         ,1 

—  cos  —  •  •  •  cos  -^^ ^ 

n  n  n 


cos    COS •  •  •   COS —  =■  X  .  t 


im  n  von  der  Form  8  p  +  7  oder  8  p  +  3  ist. 


2    ^ 
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• 


(5f>) 


t  0 

(«) \\%l   ( 

gehören;  aDzustelleO;  wobei  wir  wieder  voraussetzen,  dass  die  Trans- 
formationszahlen  nicht  alle  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Statt 
diese  Transformation  (a)  anzuwenden ,  wollen  wir  nach  einander  die 
beiden  durch  die  Schemata 


t   0 

und 

1    0 

0  1 

16  g    t' 

repräsentirten  TraDsfonuaüoneii  aasfahren.  Die  Anwendung  der  ersten 

Transformation 

t   0 

0  1 


iß) 

giebt;  wenn 


gesetzt,  und  der  dem  obigen  t;  analoge  Werth  der  vierten  Woreel  aas 
dem  neuen  Integralmodul  mit  w  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

.     w  =  (j^c)  sin  coam  (y ,  c)  sin  coam  (-^,  (:)•••  sin  coam  \—f-  j}  ^) 


während  der  durch  die  eindeutige  Function  des  neuen  ^-Moduls  defi- 
nirte  Werth  eben  dieser  Grösse  nach  dem  Vorigen  durch 

dargestellt  sein  wird. 

Bezeichnet  man  nun  die  Perioden  des  durch  die  Transformation 
{ß)  erhaltenen  Integrales  mit  cjj  und  o/;  den  zugehörigen  Integral- 
modul mit  l  und  den  transformirten  d-Modul  mit  r,,  so  wird  nach 
den  obigen  Ausführungen  die  nunmehr  aügewandte  Transformation 

1    0 

16$   f 

für  den  durch  die  eindeutige  Function  des  'O'-Moduk  definirten  Werth 

von  j/k  den  folgenden  in  der  Form  des  früheren  v  sich  darstellenden 
Ausdruck  ergeben 

(5G)  .    ^t  =    (y)  w     sin  coam  ((D|  ^*~^  — ^ ,  l)  sin  coam  (2  ci,  ^^» — i  V' 


(y) 


sm  coam 


(- 


—  i  r, 


2        -^  t 

yj  tv  den  durch  die  eindeutige  Function  des  -O'-Moduls  defi- 
nirten  Werth  von  yk  giebt,  oder  da 

wenn  a  den  Multiplicator  der  ersten  Transformation    bedeutet,  die 
Gleichung 
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•=  '  (^^)  (sincoamf^,  cj sin coB,m{^-^,  cj  . . .  sin coam  (^-  .      ^,  cjj  X 

sin  coani  ( -,  k\  sin  coam  l -y  kj X 

. . .  sm  coam  i — .  /.  )• 

\     2        a  n        '    / 

Nun  ist  aber  nach   den   Gleichungen  (44)  und   (46)  der  sechs- 

idzwanzigsten  Vorlesung,    wenn   rj  =  l   gesetzt  und   mit  r  irgend 

ae  ganze  Zahl  bezeichnet  wird; 

/reo  «T  — 16|    A 

sin  coam  ( — ,  A  J  = 


/       er  — 16  4     \ 
cos  am  \r<o -,  cj 


1  — 


/ra>  ty~16{    A 

z/  am  l ,  X  J 

\a  n  / 

.  ,        /       «c  — 16|     \ 
sin*  am  \r<o ,  c ) 


Bin*  coam  ^  -,  cj 

X 


am  l  reo  — »  v  P  ""  ^  ®^°  *°^  V  ^ *    )  ®      coam  l -—,  c)| 

.  ,        /       er  — 16{     \ 
am»  am  Ire» ^,  c I 


1  — 


am*  coam  l — - —  -- ,  cj 


.  .  .  j  1  —  c«  Bin»  am  I  roi -,  cj  sm»  coam  I  — — —  T*»  <^  j } 

d  nach  den  Additionsformeln  der  ^*  Functionen 

•  <           (P^\       •  .          (       tr  —  16{\ 
Bin*  coam  (  —    I  — -  sm»  coam  lfm -\ 

'      ~7TZ      7~  ix—  ü~i\~~\         Tp^\ 

1  — •  c»  sin»  am  (ra> -\  sm»  coam  \j7-) 


=  sm  coam    o  [r =  +  ~j    sin  coam    cd  (^r —  f  /  5 

geht  daher  der  obige  Ausdruck  (57)  in  den  folgenden  über: 
r  =  \~A  {}^ c)  .  sin  coam  {^ ,  c)  sin  coam  ^-^,  c) . . .  sin  coam  ^-^-   -^,  cjx 

/     «T— 16{      \    .  /o      «T— 16£      \  /"«'— 1      *r  — 166      ^ 

f  c »^  (;^  sin  coam  ^2  o =,  cj...  srncoam^^— r—  o -y  cjx 

I  I       sin  coam  (»(^r  -^^^^ — -  +  f  )>  ^  sin  coam  mo(^  *— - — ^  —  f  )>  ^ 


—    r— I»«»...    o 
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oder  auch  in 

(59)  f/k  =  {\){y^T       YI      smcoam((,a,^l^,c), 

^=  !»«»•••  — 2 — 

wie  leicht  ersichtlich,  wenn  man  erwägt,  dass  |  und  t  zu  einander 
relativ  prim  vorausgesetzt  werden,  und,  wenn  q  ein  Vielfaches  von  f 
bedeutet,  die  Argumente  der  sin  coam  von  der  Form 

jpoo 

T~ 
sind.    Sind  nun  t  und  16  g  relativ  prim,  so  wird  für  die  unmittelbare 
Anwendung  der  Transformation 

t  0 

16g  i 
nach  Früherem 

gesetzt  werden  dürfen,  und  es  geht  dann  die  mit  v  bezeichnete  vierte 
Wurzel  des  Integralmoduls  in 

(60)  V  =  \y  c)   .  sm  coam  o sm  coam  2  (o X 

n  —  1       tt  —  Uä 
...  sin  coam  — zr—  o 

2  n 

über,  so  dass,  da  der  Ausdruck  (59)  die  Grosse 
darstellt,  der  Ausdruck 

w «-avc^^^o 

sich  ergeben  würde.  Um  einzusehen,  dass  dieselbe  Relation  auch 
statthat,  wenn  t  und  16g  nicht  relativ  prim  sind,  nehme  man  für 
71  bei  Anwendung  der  zweiten  der  oben  bezeichneten  Substitutionen 

1    0 

16g  r 

den  Werth 

worin  pt' — g.l6g  zu  qt  relativ  prim  sein  soll,  so  wird  in  dem 
vorher  erhaltenen  Ausdrucke  für  j/k  das  Argument  von  sin  coani 

V  n  -^   t  J 

lauten,  und  yk  daher  vermöge  der  Eigenschaft,  dass,  wie  oben  i  zu 
16  g,  hier 

pf —  g  .  16  g    zu    q  .t 

relativ  prim  ist,  in  die  Form 


e  (ier  Heriuite'sdieo  (p-Fnuction. 


I)  f'i_(|)  (?',.)"       U      siiicoampo(te 


ftbenen  vierlm   Wursdwertilt^  des  transformirkti   hil/i/ralmoiltils  in 
Be^ichitna 


+  pl'-i.l6i- 


liSft 


itzt  werden   können,   welches  wieder  von  (.-1  abgesehen   genau 

Wertb  von  c  ist. 

Hi/raus  jolgi  allgemein,  itass  die  durch  die  Ausdriirke 

e  -  ({"ef  sin  com,  :'  '  ein  coam  '  '  .  . .  sii,  coam  '"  "  "  ' 


;!^_,(-^iii) 


=(;)^(^.-'^') 


einandir  sleju-n;    die   obeu    bewieseneu    apecielleu   Fälle    sJud    in 

tem   allgäniemon  Satze  eiitliaHen.     Um  die  v-Wertlie  als  reine  q>- 

hctioDeu   einer  Traiisformation   »"■"  Grades   zu   erholten  oliue  den 

der  püsit.iven  oder  negativen  Einheit  bestehenden  Factor,   wende 

anf  die  durch  dax  Schema 

I  '  "^  I 
I  lö  £  f\ 
tgeBtellte  Transformation  die  lineare  Transformation 
\  t  2k  \ 
I  16  m  I 
für  welche  2  li  und  m  so  zu  bestimmen  sind,  daas 

I »((  —  32/i=.  1 

und  erhält  dann  ille  Transformation  n""  Grades 
I      f  2ht  I 

I  i6f'+  i6£i  «.r+saAg  r 

vrelche  die  ^-Function  des  transformirteu  r  nach  Gleichtmg  (13), 
unmittelbar  zu  sehen,  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

{   16 c  + 10 et -Cr  ^     / 2 \    rii^'ß i\ 

\-^mt-~:^2ht  +  il.lJ  =  Kt) "P  l. V-    )' 

h  die  Fonij,  in  der  sicli  für  einen 


;> 


diese  Ausdrücke  sind  somit  e 
iebigeo  nngeradüahtigen  Trau»formatiotiBgrad  die  c  für  säuimtlicbe 
irnsvntantcn  der  uiobt  äiiuivalenten  Klassen,  iu  welchen  die  drei 
ileti  {,  (,  t  keinen  gemeinsamen  Theiier  haben,  daistelleu  lassen. 

Wir  wollen  endlich  noch  untersuchen,  welchen  Werth  die  ip- 
tction  derjenigen  Trausformation  annimmt,  welche  aus  der  aucces- 
n  Anwendung  von  itwei  Transformationen  der  Form  (m)  hervorgeht 
r  der  Transformation 
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16(Z+ 16gp   wg  +  32Ä|        16^1  +  16?,^,    mig,+32Ä,5, 

worin  p,  Q.}  P\,  Q.i  zu  je  zweien  relativ  prime  ungerade  Zahlen  sein 
sollen^  und  die  Zahlen  m,  h,  m^,  \  den  Gleichungen  genügen 

(65)   .     m|)  —  32  Ä  =  1 ,  (66)  .    t»,|),  —  32  Ä^  =  1. 

Indem  nun  der   durch   die  erste  Transformation  erhaltene  '^- Modul 


Tj  sich  in  der  Form 


16  2+ 16|p— j)«c 


ergiebt,  und  nach  dem  unmittelbar  vorher  gezeigten  der  Gleichung 
(64)  gemäss  der  Ausdruck  des  tp  für  die  aus  beiden  resoltirende 
Transformation  folgendermassen  lautet 

m^(£i^_-jyL) 


(67) 


Vl),/^V  2Äj)g,r--g'i(i»gr+32ÄJ)  /' 

so  soll  ein  x  und  die  Transformationszahlen  einer  linearen  Trans- 
formation a,  ßy  y,  d  von  der  Beschaffenheit  gesucht  werden,  dass 
die  aus  den  Transformationen 

PPi      0        ^^^       «0    «1 

worin 

(68) «o/^i  —  «i/'o  =  1 

ist^  zusammengesetzte  Transformation 

PPl  «0  PP\  «1 

für  die   9 -Function  einen  Werth   liefert,    welcher  von   dem  Factor 

y—j  abgesehen  dem  durch  den  Ausdruck  (67)  gegebenen  gleich  ist  Um 

die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  nachzuweisen,    werden  wir  n"' 
die  Gleichungen  zu  erfüllen  haben 

(69) l>i>,«o=l'ii>'  +  32Äp|„ 

(70) PPi^t  =■  ^  f^Pix  > 

(71)  16a;«o  +  qq^ß,  =  16 j),  {q  +  p^)  +  16g,  {mq  +  32 Ä|), 

(72)  16  xa,  +  qq, /3,  =  g,  (mq  +  32  Äg), 

aus  denen  sich  für  «„  und  a,  die  Ausdrücke  ergeben 


(73) 

(74) 


a«  =i)  +  32|, 


i>.' 


«1=2  2, 


Pi' 


während  die  Grössen  x,  ß^,  ß^  den  beiden  Gleichungen  (71)  und  (72) 
genügen  müssen,  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Gleichungen  (68)  und  (72). 
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zu  zeigen,  dass  man  die  Gleichungen  (68),  (72),  (73),  (74)  durch 
se  Zahlen  befriedigen  kann,  bestimme  man  das  bei  der  ersten 
isformation  noch  willkührlich  gebliebene  /?,  welches  nur  der  Glei- 
ig  (65)  genügen  musste,  so,  dass  es  durch  p^  und  q^  theilbar, 
q  jedoch  relativ  prim  ist.  Und  diese  Bestimmung  ist  möglich  *, 
1  bezeichne  h^  einen  Wertli  des  h  aus  Gleichung  (65),  so  werden 
Werthe  in  der  Form  h^^  -(-  vp  enthalten  sein,  worin  v  eine  he- 
ge ganze  Zahl  bedeutet,  und  setzt  man  sodann 

K  +  n^  =  ««^i^i  ax  7 

st,  da  jp  mit  jp,  q^  der  Voraussetzung  nach  keinen  gemeinsamen 
iler  hat,  das  w  stets  bestimmbar,  und  es  werden  somit,  wenn 
r  dieser  Werthe  mit  w^^  bezeichnet  wird,  sämmtliche  Werthe  des 
irch  den  Ausdnick 

teilbar  sein,  worin  f  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Gesetzt 
,   es  wäre  Wq  nicht  selbst  schon  relativ  prim  zu  q,  so  wird  sich 
nfalls  nach  dem  arithmetischen  Hülfssatze  der  sechsundzwanzig- 
Vorlesung  ein  f  so  bestimmen  lassen ,  dass 

Wq  +  />)  zu  q 

:iv  prim  ist,  da  }}  mit  q  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  und  es 
1  dann  das  so  bestimmte 

h  =  (w?o  +  fp)  Pi  qx 

drei  geforderten  Bedingungen  genügen. 

Nach    diesen   Bestimmungen    ist   aus   (73)   und  (74)   ersichtlich, 
«0  eine  ungerade,  «j  eine  gerade  ganze  Zahl  wird. 
Was  femer  die  Gleichung  (72)  angeht,  die  mit  Hülfe  des  vorher 
ndenen  Werthes  von  a,  die  Form  annimmt 

^2lx  +  qß,=mq-\-'^2H, 

Fl 

^ird  diese,   da  —   mit  q  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,   stets 

risbar  und  die  allgemeine  Form  der  sich  hieraus  ergebenden  Anf- 
ügen die  folgende  sein 

/3,  =  ^,  +  32  u  ^;^ 

X  =  x^  —  qUf 

n  u  eine  beliebige  ganze  Zahl  vorstellt,   und   es  wird  sich  nun- 
tr  nur  noch  darum  handeln,   das  u  und  ß^  so  zu  bestimmen,  dass 
Gleichung  (68)  genügt  wird.     Setzt  man  aber  die  oben  gefunde- 
Werthe  von  a,  und  /3,  in  diese  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

32«    '•«-2(?,  ''|3„=1-«„B, 

9» 
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(76) 16«o«  -  3,/J„  =  ^■^-^•, 

und   es  wird  daher,    da  ^j   der  VoraussetzuDg  nach  in    —  aufgeht, 
also  zu 

relativ  prim  ist,  die  Bestimmung  der  Grössen  u  und  /Sq  möglich  sein, 
wenn  nachgewiesen  ist,  dass  die  Grösse 

Pi 
eine  ganze  Zahl  ist.     Da  aber  JSj  und  x^  Losungen  von  (75)  sind, 
so  besteht  die  Gleichung 

32  A  a^i  +  qB^  =  mg  +  32  Ag 
oder  wegen 

l  +32Ä 

P 
die  Beziehung 

32i>x,^  =  3(l  -!>£,) +  32A(g+i)|) 

und  daher 

2  — 

Pl 

woraus  ersichtlich,  dass,  weil  —  und  q  relativ  prim  sind, 

2A 
Pi 

eine  ganze  Zahl  ist.     Da  aber  endlich 

l~ao^,  =  l-i)JS,-32g,JB,A 

so  folgt  hieraus,  dass  auch  1  —  «0-^1  ^^^ct  2  -  theilbar  ist 

Es  ist  somit  gezeigt,  dass  sich  aus  den  vorgelegten  GleichungcB 
die  Grossen  (x^,  a^,  ß^,  ß^,  x  Bkls  ganze  Zahlen  bestimmen  lassen 
und  zwar  a^  und  ß^  als  ungerade,  a^  und  ß^  als  gerade  Zahlen,  von 
denen  die  letztere  als  Multiplum  von  16,  wie  aus  Gleichung  (72) 
hervorgeht. 

Bezeichnet  man  nun  den  der  Transformation 

li^  jc       qq^ 

eutijprechendeu   d- Modul  von  t',  so  wird  das  y  des  aus  eben  dieser 
und  der  linearen 

«„    «i 

ß.    ß^ 
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ZQsammeugesetzten  Transformation  nach  (13) 

oder  da  /Jq  ^  0  (mod.  16)  und  «^  eh  p  (mod.  32) 

und  es  nimmt  somit  das  (p  der  Transformation^  welclie  aus  denjenigen 
beiden  zusammengesetzt  ist,  dereti  q)-  Functionen  durch  die  WertJie 

liargestellt  werden,  die  Form  an 

teorin  das  x  aus  den  g  und  |,  nach  den  oben  aufgestellten  Gleichungefi 
zu  bestimmen  ist. 

Aehnlicbe  Untersuchungen  wie  die  für  die  g)-Function  angestell- 
ten lassen  sich  genau  in  derselben  Weise  nach  denselben  Methoden 
für  die  ^-  und  ;|r-Function  durchführen,  und  man  erkennt  leicht,  dass 
allgemein,  wenn  die  in  der  Transformationstheorie  gefundenen  Aus- 
drücke, in  denen  m  =  2  gesetzt  wird, 

,^7.  iV^"^ 

^^'^ ^^"^  ^        277  ^        4  1?         ^       (n~  1)^ 

/i  am  — -  ^  am       -  •  •  •  ^  am  ^ —^ 

n  n  n 

und 

2  17    .  4  77  (n  —  1)17 

.  Bin  coam  — -  sin  coam  — -  •  •  •  sin  coam  ^^ - 

(*8)      F=  iycc,) ^— -^- (,,_t)  — 

J  am  — -  J  am  — -  •  •  •  z/  am  ^ --i- 

n  71  n 

sind,  worin  ^/cj  und  j/cc^  die  durch  die  Grössen  ^  (r)  und  jr  (r)  defi- 
nirten  eindeutigen  Functionen  von  t  bedeuten,  für  die  allgemeiue 
Transformation  w*®"  Grades 

t    0 

16  M' 

die  Gleichungen  statthaben 

C79) :...    .,  -  (f )  H'-l'^O 

(*» '--©'(-'-^■'-O. 

und  weiter  werden  sich  ähnliche  Sätze  für  die  Zusammensetzung  von 
IVansformationen,  wie  es  unmittelbar  vorher  für  die  9-Function  ge- 
3cliefaen,  für  die  ^-  und  ;|r- Function  entwickeln  lassen. 


Achtuiidzwanzigste  Vorlesung. 

Die  Modulargleichungen. 

Es  wird  sich  in  dieser  Vorlesung  darum  handeln,  diejeuigen 
Gleichungen  herzuleiten,  deren  Lösungen  die  vierten  Wurzeln  der  zu 
den  sämmtlichen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  ge- 
hörigen Integralmoduhi  sind,  wie  sie  durch  die  Grösse  v  der  Trans- 
formationstheorie gegeben  sind,  und  deren  Coefficienten  ganze  rationale 
Functionen  der  vierten  Wurzel  u  aus  dem  vorgelegten  Integralmodul 
darstellen. 

Um  die  Existenz  dieser  Modulargleichungen  nachzuweisen,  gehen 
wir  zuerst  von  den  Transformationen  aus,  deren  Grad  n  eine  Prim- 
zahl  ist,  und  legen  den  Ausdruck  zu  Grunde 

(\)  .    Va  =  u   sm  coam  —  sin  coam  —  .  •  •  sm  coam -   , 

in  welchem  u  =  q)  (r)  und 

zu  setzen  sind.  Da  nun,  wie  aus  den  Additionsformeln  der  elliptischen 
Functionen  ohne  Mühe  hergeleitet  werden  kann,  übrigens  in  der 
dreissigsten  Vorlesung  über  die  Multiplication  der  elliptischen  Func- 
tionen näher  ausgeführt  wird,  sämmtliche  Factoren 


sin  coam  — ,   sm  coam        ,  ...  sm  coam 


a 


sich  als  rationale  Functionen  der  Grösse  sin  coam  — -  ausdrücken  lassen, 

n 

so  werden  wir  die  n  +  1  Grössen  v  in  der  Form  darstellen  können 
(3)  ...    t?,  =  M^/^sin  coam  — ),    v^  =  u""  f\shi  coam  — -), 

.  .  .  i'n  =  2*** /'(sin  coam    ™  j,    Vn^i==  u^fl sin  coam  — "^-M- 

Beachtet    man    aber    ferner,    dass    nach    früheren    Auseinander- 
setzungen der  Werth 

Va  =  u  sm  coam  —  -  sin  coam •  •  •  sm  coam •  -  - 

n  n  2  n 

unverändert  bleibt,  welchen  zu  n  relativ  primen  Werth  man  auch  dem 
m  beilegt,  so  wird,  indem  man  dem  m  die  Werthe  2,  4,  ...  (w  —  1)  giebt, 
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=  u^  f  [sin  coam  —  J  =  w" /'(sin  coam  - ^*J  =...==  m*  /^f sin coam            '^'J 
=  u  f\^\n  coam  — ^j  =  u  f\^\n  eoam  — iiJ=.-=  w  /  (^sin  coam j 

=w  /\^8mcoam — ^J=m  /H^smcoam     ^  j=...  =  ti  /|^8incoam ^^j 

1,  oder  wenn  r  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 

*     ^ =  ,    >^,  / 1  sin  coam ) , 

in  s  die   Werthe   1,  2,  ...      ~-  ,  «  die  Werthe  1,  2,  ...  m  +  1 

immt. 
Da  sich  nun  die  Grössen 

n    ' 
m   Anzahl       7"     ist,  wie  aus  den  Gleichungen  (2)  unmittelbar  zu 

jhen,  nicht  nur  um  ganze  Vielfache  der  Perioden  co  und  co'  unter- 
3iden,  ausserdem  aber  der  Ausdruck 

alle  ganzzahligen  Combinationen  der  m   und  m'  überhaupt  nur 

—  von  einander  verschiedene  Werthe  annimmt,  die  man  sich  aus 

Combinationen 

n 
?  •  •  •  "2 

m':0,  +1,  ±2,  ...  ±-=^     m':l,  2,  3,  .  .  .  *^- 
jtanden  denken  kann,  so  wird  sich  die  Grösse 

^'^+^2  +•+<  +  ! 

eine  rationale  symmetrische  Function  der  Ausdrücke 

L I 

itelleu  lassen.  Da  sich  nun  aus  den  in  der  dreissigsten  Vorlesung 
entwickelnden  Multiplicationsformeln  ergiebt,  dass  sich  jede  rationale 
metrische  Function  eben  dieser  Grössen  als  rationale  Function  des 
drats  des  zugehörigen  Integralmoduls  c^  ausdrücken  lässt,  so  ist 
bgewiesen,  dass  für  Jedes  ganzzahlige  r  der  Ausdruck 

^i+^2   +'•'  +  <  +  ! 

rationale  Function  von  u^  ist,  und  dass  sich  somit  die  Grössen 

^n    ^2;    ^3>    •  •  •    ^n)    t'n-Hl 


m  :  1,  2,  3,  ...  — ^ —  m:0 
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Oflter  nach  den  EesuUafen  der  letzten  Vorlesung  die  Grösseti 

ak  die  Lösungen  einer  .Gleichung  w^''"  Grades  von  der  Form 

darstellen  lassen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  u  sind. 
Um  den  Existenzbeweis  einer  Modulargleichung  auch  auf  zu- 
sammengesetzte Transformationsgrade  zu  erweitern^  sei  p  eine  Prim- 
zahl und  die  zu  dem  Transformationsgrade  p  gehörige  Modulargleichung 
p  +  l*«^"  Grades 

(7)  .    tif-^'  -}-C,w^  +  a,w''~'  -] [-Cj,w  +  Cp^i  =  0, 

deren  Lösungen  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  durch 

dargestellt  sind,  so  erhält  man,  wenn  auf  jede  dieser  Lösungen  sämmt- 
liche  durch  die  folgenden  Schemata  repräsentirte  Transformationeu 


3*  2h' q 
16     m' 


!  »er  q 

worin 

m'2  — 32A'=  1, 

und  q  eine  Primzahl  ist,  angewendet  werden,  für  die  (p,  welche  aus 
der  Zusammensetzung  dieser  Transformationen  mit  allen  den  obigen 
Lösungen  entsprechenden  gleichgestalteten  Transformationen  hervor- 
gehen, die  folgende  Gleichung 

(8)..    v^+'  +  J?!  v'  +  I?,  i;^"'H \-B,v  +  B,+i  =  0,    . 

in  der  JB,,  7?2,  ...  ^g+i  rationale  Functionen  von  w  sind,  und  u) 
eine  jede  der  Lösungen  der  Gleichungen  (7)  bedeutet.  Eliminirt  man 
nun  zwischen  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  die  Grösse  w^  indem  man, 
wenn 

li?j,  M?2;  •  •  •  *^p  +  i 
die  Lösungen  der  Gleichung  (7)  und 

ü(a)       T>(ö)  T>(o) 

die  '  der  Lösung  Wa  entsprechenden  Coefficienten  der  Gleichung  (8) 
bezeichnen,  das  folgende  Product  bildet 

,^'^^+B^'v^  +  -  +  B[^^v  +  B^\Jv^^'  +  n^^ 

so  wird  die  resultirende  Gleichung 

*)  nach  Gleichung  (64)  der  letzten  Vorlesung,  wenn  m  und  h  der  Gleichung 
genügen 

vip  —  S2h=  1.   • 
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-r-d,  1  i 1- J(p+iiij  +  i3_i  r  +  .4,p+i,,y+i, - 

Ider  die  OrÜssen 

Aj,  Aj,  .  .  -  ^ip+i|(9  +  i) 
I  sj-mmetrische   rationale  runctionen   der  w  rationale    Fiiiictiuiieii 
1  H  bedeuten,  nach  dem  letzten  die  qn-Fouctioii  betrcffendeo  Satze 
r  letzten  Vorlesung  die  Löäuijgcn 

1  denen  |,  der  Reihe  nach  die  Wertlie  0,  1,  2,  . . .  pq  —  1 
1,     »        .,  »       „  „       0.  1,  2,  . . .      -/  -  1 

Ss     ,.        „         „       »  »        0,  1,  2,  ...      ^-1 

Kttimmt. 

Da  nun  aber  diese  Grossen  nach  (61)  mit  den  durch  den  Ausdruck 

0}  .    (-ES  t(   8in  coam  —^  sm  coam  — '  .  •  ■  am  coam ■-' 

J  pq  pq  pq 

l^ebeoen    Werthen    für    alle    die    t/    übereinstimmen,    welche    den 
^-  1)(5  +  1)  Itepriiaen  tauten  der  nicht  äquivalenten  Klaeseu 
I       1       Oll      j)0|l       g    0'   \pq   0  \ 
I  Ui|,  PU  I   I  Itigj  2  I      166,  i)  ;   I     Oll 
bprecben,   so  folgt,  dasa  für   einen  Transformationsgr&d,   der  aus 
D  Producte  zweier  uuf^leicher  Primzahlen  besteht,   eine   Modular« 
iehung    vom    (p  -f"  1)  i'l  +  ^)'"'   Grade    existirt,   deren    Lß»aiigeii 
pch  den  Ausdruck  (10)  oder  die  Grössen  («)  dargestellt  werden, 

Schliessi  nwu  in  derselben  Weise  weiter,  indem  man  eine  drilt«, 
rte  Primieuhl  u.  s.  w.  zu  Hülfe  nimmt  und  wieder  den  die  Zu- 
BiDiensetzuug  der  ^i-Funetion  betrefl'euden  Satz  des  vorigen  Para- 
\iphea  anwendet,  so  gelangt  man  zu  dem  Satze^ 

dass  eiiutH  biiicbigcn  unpaarcn  Transfortnatioiis-pailr  ohne 
quadratische  Theiler 

n^pqr  ...  t, 
worin  p,  i{,  r,  ...  (  verschiedene   Prirtuahfcii  bedcukn.  eine 
Modularglcichung  vom  Grade 

^  =  0+l)(g  +  l)(r+l)  ...  C^+1) 
enkprieht  von  der  Form 
.    .'•  +  C, .;—  +  C, ,--'  +  -  - .  -t-  (7.  „  +  C,+,  =  0, 
in  der  C^,  Pj,  ...  C»,  CV  +  i  rational''  Functionen  ro«  m,  und 
deren     LUsunf/en  darifesteUl  werden  durch 

tj  ES  w   Sin  coam  — ^  sin  coam  — i  ■  ■  ■  sin  coam  - —      ■ , 

worin  ij  der  Jicih''  nach  dii:  den  einzelnen  liepräsentaidrtt 
entsprechenden,  oben  näJier  defmirteii  Werthe  annimmt,  oder 
thtrüi 
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/2\      /«r  — 16{\ 


worm  für  t  ein  jeder  Dimsor  von  n,  f  =  -  ,  und  für  l  eine 

jede  Zahl  am  der  Reihe 

0,  1,  2,  ...  e'—  1 
m  setzen  ist. 

Es  bedarf  nach  obiger  Schlussweise  keiner  weiteren  Auseinander- 
setzung; dass;  wenn  die  ungerade  Zahl  n  quadratische  Theiler  hat^ 
die  Modulargleichung,  welche  als  Eliminationsresultat  definirt  ist; 
gleiche  Wurzeln  haben  wird,  und  dass  diese  Gleichung  mit  derjenigen, 
deren  Lösungen  durch  die  Grössen  («)  gegeben  sind,  übereinstimmen 
wird,  wenn  die  gleichen  Wurzeln  weggeschafiFt  sind. 

Nachdem  die  Existenz  der  Modulargleichungen  nachgewiesen^ 
und  deren  Lösungen  in  doppelter  Form  dargestellt  worden,  gehen  wir 
dazu  über,  die  Eigenschaften  dieser  Gleichungen  zu  untersuchen,  und 
beginnen  mit  der  Herleitung  des  von  dem  transformirten  Modul  freien 
Gliedes  derselben. 

Der  Einfachheit  der  Darstellung  wegen  behandeln  wir  diese 
Frage  zuerst  für  den  Fall,  dass  der  Grad  der  Transformation  v^  eine 
Primzahl  ist,  dass  somit,  wenn 

rationale  Functionen  von  u  bedeuten,  die  Modulargleichung  in  der 
Form  darstellbar  ist 

deren  Lösungen  nach  dem  Früheren  durch 

v  =  q)  (-~  J^^)    und    V  =  Q)  (p  (v^  t) 
oder  durch 

y  =  u  »  Sin  coam  — ^  sm  coam  — ^  •  •  •  sm  coam     '       — ■ 

Vi  Vi  v, 

sich  ausdrücken  lassen,  wenn 

7^  =  1  (r— 16g)     und     =| 

gesetzt  werden.  Da  nun  Cy^  +  i  das  Product  aller  Lösungen  i'  dar- 
stellt, also  durch  den  Ausdruck  bestimmt  wird 

Cy^^i  =  11'"''^  '  n  sm  coam  ( -^ ), 

in  welchem  dem  m  und  m'  die  oben  angegebenen  Werthecombinationen 
beizulegen  sind,  ausserdem  aber,  wie  in  der  Lehre  von  der  Multiple- 
cation  sich  leicht  ergeben  wird. 

Vi'  -  1 

n  sm  coam  { X_ j  =  ±  (-J         =  +  (-J 

ist,  so  folgt 
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(X) •.      C„  +  ,  =  ±  t/'"'  +  '>    ■,^_-,  =  £tt*'  +  ' 


»','  —  1 

1*  ^ 


worin  e  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  und  tt  =  9  (r) 
sein  soll.  Um  die  Grösse  e  zu  bestimmen,  stelle  man  die  Losung  m 
der  Modulargleichuug  durch  die  Grössen  a  dar,  so  dass 

oder 

-P^ri/'>Y'+'/"*"  TT    1  +  «*"'"      TT    1+«^     FT    »+ü!!L?'' 

'"  '"    i  +  a   *'       '"   i-\-oc^      q.  *■' 


17  --+  • 


2m 
2m(F,  —  1)       Vi 


"»  ■       (tm-l)(y,^\)  „     V, 


2m— 1 

wird,  während  in  Folge  der  Beziehung  Tx) 

ist,  und  eine  Vergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  für  sehr  kleine  u 
also  auch  sehr  kleine  q  zeigt,  dass 

oder  dass 

(12) c,.  +  ,  =  (A)t*"  +  ' 

isi 

Sei  nun 

n  =  i/,  .  t/2, 

wo  i/j  und  Vj  Primzahlen  bedeuten,  so  ist  die  zu  n  gehörige  Modular- 
gleichung  das  oben  in  bestimmter  Weise  definirte  Eliminationsresultat 
aus  den  beiden  zu  den  Primzahlen  v,  und  v^  gehörigen  Modular- 
gleichungen 

in  denen  c„  Cj,  . . .  c^^^i  rationale  Functionen  von  u,  6*/,  c./,  . . .  c'r^+i 
ebensolche  von  v  darstellen,  oder  mit  Benutzung  der  vorher  gefundenen 
Werthe 

die  Gleichung 
"+«  +  C'  «;"+...  +  (y  r,"+']  [,.•'+'  +  c,"  ,."  +  •  •  •  +  (y  r,"+»]. . . 

.  .  .  p'+ '  +  c/"  +  '>  «>''  +  ...+  (y  n.+ .]  =  0, 
in  welcher  v,,  Vj,  ...  Vv^  +  i  die  Vj  +  1  Lösungen  der  zur  Transfer- 
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mation  Vj'*^"  Grades  gehörigen  Modulargleichung  vorstellen.    Das  von 
tv  freie  Glied  ist  somit 

Fährt  man  mit  denselben  Schlüssen  fort,  so  findet  man  für  den  zu- 
sammengesetzten Transformationsgrad 

n  =  i/j  ,  v^  .  .  .  v^, 

worin    v,,  v.^,  ...  v^   Primzahlen    bedeuten,    als   letztes   Glied  der 
Modulargleichung 

während,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  dasselbe  durch 

dargestellt  wird. 

Wir  können  nun  weiter  einige  wesentliche  Eigenschaften  der 
Modulargleichungen  ermitteln,  welche  später  für  die  Bildung  derselben 
von  Wichtigkeit  sein  werden. 

Vor  allen  Dingen  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  statt  der 
Grösse  m  =  g)  (r)  der  Integralmodul 

W *'  =  9'(Ö 

zu  Grunde  gelegt  wird,  die  Anwendung  der  Transformation  w*^"  Grades 
zu  einer  Modulargleichung  führt,  deren  Lösungen  erhalten  werden, 
wenn  man  auf  den  durch  v  bestimmten  •Ö'-Modul  die  Transformationen 
anwendet,  deren  ^-Functionen  durch  den  Ausdruck 

OT i>(^-^^) 

bestimmt  sind,  wenn  88^  =  n  ist;  für  die  eine  in  (ß)  enthaltene  Trans- 
formation, welche  in  der  Form 

enthalten  ist,  würde  sich,  da  für  r  hierin  -  zu  setzen  ist,  der  trans- 
formirte  Modul 

ergeben,  und  es  würde  sich  dieses  Resultat  so  aussprechen  lassen,  dass, 
wenn  man  in  die  Modulargleichung  statt  u  oder  q)  (r)  die  eine  Grosse 

V  nämlich  (fyyj  setzt,  dieselbe  unverändert  bleibt,*)  wenn  man  statt  t' 

die  Grösse  (^)  (p  (r)  oder  Q)«  setzt.  Aber  es  wird  auch  nicht  schwer 
sein  einzusehen,  dass,  welchen  der  zu  den  Repräsentanten  gehorigeß 

*)  da  8ie  die  Modulargleichung  für  die  TrauBformation  n^  Grades  darstellt. 
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transformirteu  Moduln  man  auch  statt  u  setzen  mag;  die  Modular- 
gleichung  unverändert  bleiben  wird,  wenn  man  nur  statt  v  die  Grösse 

y-)  u  setzt;  oder  um  es  einfacher  auszudrücken;  dass 

die  Modulargleichung  unverändert  bleibt,  wenn  v  statt  u  und 

\-j  u  statt  V  gesetzt  wird. 

Offenbar  wird  dieser  Satz  bewiesen  sein;  wenn  die  Irreductibilität 
der  Modulargleichung  festgestellt  ist;  oder  wenn  gezeigt  ist;  dasS; 
wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  existirt 

m r(«' w,  ö) » (^7^'-))  -  0, 

diese  auch  bestehen  musS;  wenn 

gesetzt  wird;  wobei  dd'  =  ^ ^'  =  w,  a:  unter  den  Zahlen  0;  1;  2; ... d'  —  l;  g 
Linter  0;  1;  2,  ...  ^'  —  1  sich  befindet. 

Um  dies  nachzuweisen;  setzen  wir  an  Stelle  der  willkührlichen 


orrösse  r 


r  —  16r 

and  erhalten   aus  (13);  da   die  9-Function  sich  nicht  ändert;  wenn 
Jas  Argument  um  ein  ganzzahliges  Multiplum  von  IG  vermehrt  wird. 

Da  sich  nun  r  so  bestimmen  lässt,  dass 

X  —  r  d  Tz_  gj  (mod  S') , 

^vorin  6,    eine  beliebig  gegebene  ganze  Zahl  <  d'  ist;   so  sieht  man; 
iass  die  Gleichung  (13)  das  Bestehen  der  Gleichung 

-.•5) r(^w,(|)9(iS"'^0)-'> 

nach  sich  zieht  für  jedes  5i  <^'>  ^lass  also  auch  die  Gleichung  statthat 

:i6) /■(«pW.Q?' &))  =  *>• 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen;  dass  es  eine  lineare   Substitution 
rür  r 

r  -\-  8x 

a^iebt;  für  welche 

rq  —  |)5  =  1, 

^  und  q  ungerade;  p  und  s  gerade  Zahlen  sind  (von  denen  die  erste 
lurch  IG  theilbar);  und  so  beschaffen;  dass 

Qbergeführt  wird. 
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Da  nämlich  die  dem  Werthe 

entsprechende  Transformation  nach  Früherem  die  folgende  ist 

16d'     mö' 
worin 

(x) md  —  32A  =  1 

ist,  so  wird  die  zugehörige  9- Function  durch  Einführung  der  oben  an- 
gegebenen h'nearen  Transformation  in 


9 


V  r  +  ST 


übergehen^  also  wenn  sie  mit 

identisch   werden  soll,   die  folgenden  Bestimmungsgleichungen  nach 
sich  ziehen 

-  d'^p  +  16r*'  =  0 

2Ad|)  —  md'r  =n 

oder  mit  Benutzung  von  (x) 

dq  =  —  m  p  =  —  166' 

sd'  =  —  2h  r  =  ~  «2. 

Da  ferner 

rq  —ps=  -p  —  32  '^'  =  m*  —  32A  =  1 

ist,  so  wird  es   nur   darauf  ankommen,  m  und  h  so  zu  wählen,  dass 
q  und  s  ganze  Zahlen  werden,  oder  dass  mit  Hülfe  von  (x): 

w  =  0  (mod  d)  1  —  w*  =  0  (mod  16d'). 

Setzt  man  aber  m  =  dy,  so  geht  die  zweite  Congruenz  in 

1  _*2y=  IGS^^ 

über,   welche   Gleichung,  da  d^  und  \6d'   relativ  prim,   die  Losung 

haben  wird 

«/  =  ??+  IGd'A, 

worin  A  eine  beliebige  ganze  Zahl   bedeutet.     Aus  (x)  folgt  aber  für 
oin  beliebiges  ganzzahliges  g 

m  =  fi  -\-  32^, 
und  es  folgt  daraus 

^  +  32//  =  di2+  \Göö'k  =  drj+  16  nL 
Da  aber 


I 
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1  +  32  7*1           __  1  —  16  S'^ 

renn  Äj  den  zu  ^  gehörigen  Werth  von  A,  g  den  zu  iy  gehörigen 
h  von  z  bezeichnet,  so  wird 

V 

|ü  —  örj  eine  durch  16  theilbare  ganze  Zahl  sein.    Daraus  folgt, 

die  Gleichung 

fi  —  drj  =  16nA  —  32g 

auflösen  lässt,  oder  dass  zwei  ganze  Zahlen  X  und  g  so  he- 
ilbar sin4,  dass  die  obigen  Congruenzen  befriedigt  werden,  also 
i  s  ganze  Zahlen  sind.  Es  werden  somit  q  und  r  ungerade,  p 
?  gerade  ganze  Zahlen,  von  denen  die  erste  durch  16  theilbar 
Die  Gleichung  (16)  geht  daher  durch  jene  Linearsubstitution 
in 

^Ki:;).<^a))=o 

oder  da 
lach  Gleichung  (13)  der  letzten  Vorlesung  in 


f{'Pi^),9>(:l))  =  o 


Ton  dieser  Gleichung  aus  werden  wir  aber  leicht  zu  der  allge- 
in,  deren  Existenz  wir  nachweisen  wollten,  gelangen  können, 
iet  man  nämlich  auf  (18)  wiederum  die  Linearsubstitution 

P+JLl 
r  -\-  .ST 

o  erhält  man 

^(»eti-^-'-crts.))-». 

um 

I 

w^  — 32Ä=  1 
u  identificiren,  wird  man  nur  die  Gleichungen 

p  =.  \Qf ,  q  =  —  t'^^  nr  =  —  mf ,  ns  =  2ht 
füllen  brauchen.     Da  nun 

m       mt  -  \ 

o  werden,  damit  r  und  6'  ganze  Zahlen  sind,  die  Gleichungen 

m=  ty,  mt'-]  =  Mitz 
da 

1)1  =  fi  -\-  32//, 
leziehungeu 
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IIA  +  32^  =  ty,  t^y—l  =  I6f0 
statthaben  müssen.     Da  aber  t^  zu  16^'  relativ  prim  ist,  so  folgt 

y  =  iy  -f-  16^' w;, 

also 

fi  +  325f  =  ti]  -{-  16 ww, 

und    da,    wenn  Aj  den   zu  ^  gehörigen  Werth   von  h,  %  den  dem  n] 
entsprechenden  Werth  von  z  bezeichnet, 

^=  l_+^32ji,^   ^2^-1  =  16^5, 

so  ist 

also 

^  —  tri^O  (mod.  16), 

und  daher  die  Gleichung 

^  —  tri  =  \Qnw  —  ^2g 

auflösbar;  es  lässt  sich  also  m  stets  so  bestimmen,  dass  r  und  5  ganze 
Zahlen  werden.     Wir  erhalten  daher  die  Gleichung 

/■(^(^.■).G)''(V))-« 

oder  nach  den  Grossenbestimmungen  von  p,  ^,  ^,  s 

/■(^W.(l)^('^))-o 

und  nach  den  am  Anfange  dieses  Beweises  durchgeführten  Schlössen 
auch 

(19) /•(«pW,C>C-^^))  =  0^ 

wodurch  die  IrrcducUbüität  der  Modulargleichung  nachgewiesen  is^y 
da  jede  Gleichung,  deren  Coefficienten  ebenfalls  rationale  Functionen 
von  u  =  q)  (r)  sind  und  die  eine  Lösung  der  Modulargleichung  besitzt^ 
alle  Lösungen  mit  ihr  gemein  haben  muss. 

Der  oben  ermittelten  Eigenschaft  der  Modulargleichung  filr  eiß^ 
Vertauschung  der  Grössen  u  und  v  wollen  wir  die  Besprechung  zweier 
anderen  anschliessen ,  die  unmittelbar  aus  den  in  der  letzten  Vor- 
lesung   gefundenen    Eigenschaften    der    9 -Functionen    sich    ergeben 

werden.  Legt  man  nämlich  statt  des  '9'- Moduls  r  den  Modul  ^ n-; 
also  statt  t(  den  Integralmodul  —  zu  Grunde  und   wendet  auf  diesen 

eine  Transformation  w'*"  Grades  an,  so  wird  nach  Gleichung  (33)  der 
letzten  Vorlesung 


o<^'~y 
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au   statt  auf  r  auf  ileu  ft-Modul  —     -  eiuo  Tratisfur- 
tJon  n""  Grades  im,   setzt  somit  statt  h  die   durch  ij!  (t)  de&iiirte 
ttte  Wurzel  aus   dem   coinplcmeutäreu   Integral raodul   «,,   so   wird 
1  Gleichung  (27) 


(-;)- 


161 


Moilulnrgleichuiigen  übertragen  liefern 


tvei-äti'lcrf; 


stall  1 


Üniierf,   wmn  u,  slati  i 


CM 

d  diese  beiden  Sätze  auf  die 
Dit  dio  beiden  Theoreme: 

Dil:  Modularglcichun/ß  hlcihl  i 
statt  V  (/fSi'M  wird; 
die  Moitularglekhuni/  bleibt  unrei 
statt  V  (fesdzt  mrd*) 
Aus  den  drei  fUr  die  Modulargleiehungen  ermittelten  Eigenschaften 
d  es  leicht  sein,   die  Fonu   der   Modulargleichungeu  selbst  herfa- 
llen. 

Zuerst  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn  wir  die  Modulargleichuug 
die  Form  bringen 

c,  i''  +  fv.'-'  +  -.-  +  a_,i>  +  cv«'  =  o, 

Iche  sie  nothwendig  mich  jenem  Satze  von  dem  Productc  aller 
■  Losungen  haben  mnss,  und  in  welcher  C,,  C.,,  ...C,~\,  du' 
Dze  rationale  Functionen  von  v  bedeuten,  die  Coefficienten  keine 
reu  Potenzen  von  u  als  die  v'°  enthalten  dürfen,  da  die  Mudnlar- 
gchnng  ffir  eine  Vertnuachung  von  w  mit  v  und  i'  mit  ( " )  "  un- 
ftndert  bleiben  sollte;  es  wird  somit  C,  eine  Constnnte  sein,  und 
3£odulargleichunff  dalier  die  GestaU  haben 

v'  +  C,v'-'  -\ h  C— 1 ''  ±  w'  =  0, 

,welclter  T,,  f.\,  .  .  .  ^._i  gaiw  I'unctionm  von  u  bcdetd-en. 
&a  lässt  sich   aber  die  Form  der  C'oefßcienten   nocli  näher  fest- 
Da  nämlich,  wie  oben  nachgewiesen,  wenn  »»  eipo  Primzalil 


otet, 


<  +  .;  +  . 


+•>: 


I  rationale  Function  von  «"  ist,  also,  wenn  s^  die  r'"  I'otenzsamine 
LSsungen  der  Modnlargleiclmng  darstelll, 

»,-«-'/(»•), 

*)  Wolobee  dia  BepräscnUnten  der  uicht  aqaiTtilcntrn  Klauen  imd,  ia  ileren 
Etn  n»p.  coniplcmentürvii  WerUi  die  Utaongen  der  Modtilarglekbungen 

jflaa  SnbttitutJoiieii  —  und  «,  übergelieu ,  tUsBt  sich  aus  den  ia  lior  letsten 

gegebeiii^n  BtHtiminiiL^eti  vou  a:,  u,  n   i'nehtn. 
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so  folgt  nach  den  bekannten  Gleichungen  zwischen  den  Potenzsummen 
und  den  Coefficienten  einer  Gleichung 

s,  +  s^  6\  +  2C,  =  0 


dass  auch 

(21) Cr  =  u'"'  F{u^) 

ist;  wo  Cr  eine  ganze  Function  von  u  sein  musste;  und  dass  eben 
diese  Beziehung  auch  für  die  Coefficienten  der  Modulargleichung  eines 
zusammengesetzten  Transformationsgrades  besteht  ^  geht  daraus  her- 
vor^  dass  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  als  symmetrische  rationale 
Functionen  der  Lösungen  der  zu  den  Primzahlfactoren  gehörigen 
Modulargleichungen  dargestellt  wurden^  und  diese  sich  dann  offenbar 
nach  bekannten  Sätzen  über  symmetrische  Functionen  in  der  Form 
der  Gleichung  (21)  ergeben  müssen. 

Es  hat  somit  die  Modulargleichung  die  Form 

(22)    t;'  +  v''-'ti""(ao  +  a,  «»  +  a^  w^e  +  ••.)  + i;'''w'^(6ü  +  6,  «^  +  ^w'H•• 
_|_  . . .  -|_  i;«"»'-!  (n„  -f-  w,  w^  +  n^  u^^  -\-  '  * ')  +  u  =  0, 

worin    die   Grössen   m^ ,  m.^ ,  .  .  .  w^  _  i   durch  die  Congruenzen  be- 
stimmt sind 

m^       31    n  (mod  .  8) 

(23) I  ^2      "^  2n  (mod  .  8) 

m,,  _  1  z^  (i;  —  1)  w  (mod  .  8), 

und  die  als  Coefficienten  der  v-Potenzen  eintretenden  Functionen  von 
u  höchstens  vom  Grade  v  sind. 

Ist  nun  aber  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten  der  Modular- 
gleichung bestimmt;  so*ist  es  leicht  diese  Gleichung  selbst  herzustellen. 
Da  nämlich 

M  =/2  ^2  [(1 +  </^)(i  +  3«)(i  + ?«)... P(i-ä')(i-?')(i-?')- 

=  ^2  ^g  (1  -  «  +  2q-^  -  3q^  -\- 4q* ) 

M»=  K2"^  V'q^  (l-q  +  2q^-  3q^  +  4g< f 


und  ausserdem  die  Lösuug  der  Modulargleichung,   welche  der  Trans- 
formatiou 

j  n  0 

I  0  1 
zugehört,  durch 

v  =  (l)V2  K-  (l  -  9"  +  ^q'"  -  33='-  +  4«^"  -••■), 
deren  Quadrat  durch 


Dill  Modulurgleieliuiigpn, 

r'  =  f/2'  /V""  {1  -  9"  +  Üy'"  -  3(("  +  W" )S 

cUi^gvsteilt  wird,   endlich  die  Irrationalitiiteii  in  Uo/,ii)^  niil'  1/  aus  der 
Oleicliuug  heransfallen,  <la 

"' "" »"'" = (r  '/)"*' ""'  (P  qT"  fiii , 

wo  f(q)  vine  Function  mit  nur  ganzen  Potenzen  von  (/  bedeutet  und 

wip  _  j*n  (^mod  .  8j 
ist,  so  werden  wir  mit  RUcIisichl  darauf,  das«   höhere  PotenKon   von 
«  ul»  die  v"  in  der  Gleichung  nicht  vorkommen  dürfen,   nur  ho  viel 
(SUeder  in  den   unendlichen  Reihen  zu  entwickehi  brauchen,   nls  die 
AuKahl  ilfr  zu  bestimmenden  Uröasen 

«g,  H,,  .  .  .  h,„  fif,  .  .  .  «u,  w,,  .  .  . 
uöthig  milcht,  um  dieselben  dadurch,  ditsa  man  die  einzelnen  CoefH- 
nenteu  der  Potenzen  von  q  verschwinden  läast,  zu  bestimmou.  Um 
B.  die  Moduliirgleicliung  für  die  Transformation  dritten  Orades 
m&UBtellen..  werden  drei  >{ahleit  »t, ,  m.,,  m.,  durch  iKe  Congrudizeu 
bMÜmroeii  sein 

«t,  -   3     »I,       ti     m,  —  0=  !  lui(.d.8), 
)  es  folgt,    da  höhere  Potenzen   von  m  ala   die   vitU'te    nicht  vor- 
imeu  dtirfen,  die  tileichung 

.'  +  o.e>»'  +  t.>.»- 1.1-0. 
st  man  nun  die  obigen  Iteiheneutwicklungeu  FQr  11  und  r  und  derpn 
'Uzen  in  diese  (iletchnug  ein,  so  ergiebt  sich 
■  4g'-^lf  +  •■)  -  «».?(1  -  35»-  !V  +  ...),]_  3,-  9,'  +  ...) 

!_,/'  + 23« +  •■■)(!  -q  +  2q' l-4ll  -4,-4,'  +  ...)-0 

id  tiieruUH  fSr  ttg  und  b„  ilie  BeKicfaniigen 

!S,  _  —  4,  4  — 80, +  2(:,  +  10  — 0    ulso     o„  —  2.  ft,  —  —  2, 
dtuie  diu  gesuchte  Müdularf^leieLuiig  die  Form  aniiiuunt 

I) „•-,.._2„.(I-«'„')_0. 

Kbeoso  tiudct  man  die  Modulargleichungeu   für  dii-  Trnn»forma- 
inm  ö**",  1^"  und  11""  Grades,  indem  wir  sie  nur   in  der  a)u  der 

Methode  unmittelbar  sich  i'rgeheudeu  Uestoit  darstellen 
&)  .  .    c»  — «0  — 4«i;(l  — M^u')  +  5K»r'fr>  — H»)=0 

+  lööu'i'»  +  i;i2u't.-  4-  44H*t>Vl  —  «*) 
,»_  l(i5«N*— 22«-''.-n4+M*)  — 44M''tii  — nv(32  — 22k*)~m"  = 
Nachdem   die  Modulargleichungeu   für  einen  unpaoren  Transfor- 
latinnf^rad  ohne  quadratii^chen  'l'heiler  in  der  Form  gefunden  waren: 


I 
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+  vw"*"-!  (mo  +  w,  w^  +  mjW^«  H )  ±  w''  =  0, 

worin  die  Grossen  Wj ,  mj ,  ...  »t»  _  i  den  Gongruenzen  genügten 

Wj  =  w,  »»2  ^  2n,  .  .  .  Wy_i  ^(v  —  l)n  (mod.  8), 
und  die  Losungen  durch  den  Ausdruck 

«    •  2  n     .  4 17  .  (n  —  1)  i7 

v  =  M  sm  coam  — -  sm  coam     '  •  •  •  sm  coam ' 

n  II  n 

oder 

dargestellt  waren^  wenn 

und 

relativ  prime  Zahlen  bedeuteten,  stellen  wir  uns,  um  später  die  Dis- 
criminante  der  Modulargleichungen  herstellen  zu  können,  die  Aufgabe^ 
die  Lösungen  dieser  Gleichung  in  der  Umgebung  der  Punkte  u  =  0 
und  w  =  1  zu  entwickeln. 
Nun  folgt  aber  aus 

9^W        ^    ^      (l  +  «)(l  +  «^)(l+¥^)... 

=  2* g*  (1  -  g  +  2«^  -  333  +  4g^  -  . . .) 
oder  aus 

(28)  ...     M  =  <p  (t)  =  2*e  Ml  +  e^'"  +  2e''''" ) 

nach  dem  schon  häufig  angewandten  Umkehrungsprincip  der  Reihen 


n\x 


M       .  J  Q       .  M  .17       .  u 


e  8  =-^+  ^1 «»  +  ^2 1#^^  H =  -"  (1  +  B^u^  +  B^u'^  +  ...); 

2*  2* 

welche  Entwicklung  in  den  dem  Ausdrucke  (28)  analogen 

« «-a)^(^") 

,,.      ,     «'■*  '         »«•■ff  .,,  '         »R*"f  ,.-,  '         »»«••f  I 

=(?-)2i  e"^'-  T''"  |l  -  f""^  e--'-"  +  26*"*'  c"    '•_...} 

eingesetzt,  v  nach  steigenden  Potenzen  von  ti  in  der  Form  entwickelt 
liefert 

t  t  %t 

^  =(t)2   V  (^  +  ^1 «-  +  •  •  -V^      '     P  -  '*4c  ^      ''     (l  +  A«'  +  •  • 


2-'  l         2'' 

16  r 
2«  '       — 


8r 
2' 

oder  auch 


e       '•     (l  +  £,t4^H ^  + 
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(30)   V  =  (I)  -^.W'e      '-  .  1  +  V  r„,  ^  «      '' 


2r 


u 


worin  a  und  ß  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Um  die  Entwicklungen  der  Wurzeln  der  Modulargleichungen  in 
der  Umgebung  des  Punktes  w  =  1  zu  erhalten,  gehen  wir  von  dem 
oben  bewiesenen  Satze  aus,  dass  die  Modulargleichung  unverändert 
bleibt,  wenn  Mj  statt  u  und  v^  istatt  v  oder  besser 

^(r)  statt  9(r)  und  (-J.)^'^'-^)  statt  Q)  g>Q'-^^) 

gesetzt  wird,  worin  5,  s  nach  oben  angegebenen  Gesetzen  aus  ^,  t',  § 
zusammengesetzt  sind.  Daraus  ergiebt  sich  aber  mit  Rücksicht  auf 
die  vorher  gefundene  Entwicklung  (30),  nachdem  beide  Seiten  in  die 
achte  Potenz  erhoben  worden. 


inni^ 


(!l:=,16.)_  1  _  _^ (^^,  _  ^y  -■-, 


f 


al  +  fif  _  16  »fo{ \  * 

1  -  V  r„  .  («8  -  1)    ''     e    '"'■ 


oder 

(31) 


=  l+^:rnK-l)''^ 


f 


t' 


} 


und  es  bleibt,  um  die  achte  Wurzel  auszuziehen,  nur  zu  untersuchen, 
welchen  Werth 


■pC- 


8 


annimmt,  wenn  u  =  1  wird. 

Betrachten  wir,  um  die  Werthe  der  Wurzehi  der  Modulargleichung 
flir  den  Fall,  dass  u  =  l  ist,  zu  ermitteln,  zuerst  den  Repräsentanten 

10' 
0  n 

besonders,    so   wird  nach  dem  oben   angegebenen  Werthe  von  i]  in 
diesem  Falle 

worin  q  und  pn  relativ  prim  sind,  also  auch 

rj  =  cj 

gesetzt  werden  können,  und  man  erhält  somit  als  Werth  für  die  zu- 
gehörige Lösung  der  Modulargleichung 

n    '  2(0     '  Aat  .  (n  —  1)  oj' 

V  =  u  sm  coam  —  -  sin  coam        •  •  •  sm  coam  : 

n  n  n         ' 

da  aber  nach  dem  zweiten  Falle  der  in  der  vierundzwanzigsten  Vor- 
lesung behandelten  linearen  Transformation 


1^1  ÄchiJUMizwmMoig^ 


lim  dn  coam  y'   —  .  m^J  =  lim  i  tgam  l : .  »j*  f  =  » taag^  —  - — /  _ 


oder 

2^« 


lim  sin  eoam 


isL  so  ergiebl  sieh  för  den  oben  bexekluMten  BefPnsentABten 


32 r  =  :V'v=, 


Geben  wir  nonmebr  xu  dem  allgeiDeineii  BcpcmsentauiteB 

161    f 


ubeTy  so  wird  man« 

I.  wenn  f  und  1*>|  reladr  prim  sind,  zwei  ganze  Zaklen  p  and  $  » 

bestimmen  können,  dass 

pf  —  '/  .  lös  =  1 

ist.  and  es  werden  dann  accb 

pf  —  q  .  16|  und  q^t 

rdadr  prim  sein«  so  das» 

%=j  (qir  -^  1    =  •  -^  s^tm 

geseilt  werden  kann^  *    und  es  wird  dann 

lim  sin  coam  — -  =  um  an  am  i —  I 

•*m  *  »>=i  ^*         •  ■      ^ 

/•       im      iiftm 

4         V  .  * 


ali^> 


—  't 


lim  sin  ccam  — - 


«r        iiv       lii- 


-f  1    '•«  = 


=r  »»« 


sein.     I>t  nun  — ^      srerade.  so  wird 


»        i<-0  «r  .  4c ; 


»   •? 
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w       2kto 


2 


den  Werth  Null  annehmen ,  so  lange  n  —  4  A;  >  0  oder  Je  <.  -r  ^iiid 

gleich  Null   sein,    wenn  it  >       ,    und  es    nehmen  daher   die    ersten 

^7-—  Factoren  von  v  den  Werth  +  1>  die  weiteren  — ^^  den  Werth 
—  1  an,  so  dass  sich  in  diesem  Falle 

jrgiebt,  oder  je  nachdem  n  ^  1  oder  ^  5  (mod  .  8), 

^  =  («").-=!     oder     v  =  —  {u%^^. 

Ist  dagegen  -~~   ungerade,  dann  sind  die  ersten  — ^    Facto- 

reu  die  positive,   die  folgenden  -  ^     Factoren  die  negative  Einheit, 
and  daher 

ader  je  nachdem  n  ^  7  oder  zie  3  (mod  .  8)  ist, 

^^  =  (w%=,     «der     v=  —  (W)^^i, 
somit  in  allen  Fällen  mit  Hülfe  des  Jacobi'schen  Zeichens 

[:«) »  =  (-  i)'^(«"X.=.  =  (')(«")»•=»• 

Betrachten  wir  ferner  den  Fall 
IL ,   in    welchem    f    und    16  5   einen    grössten   gemeinsamen   Theiler 
J  haben,    so  können   wir  uns  nach   früher  gemachten    Auseinander- 
setzungen die  zum  Repräsentanten 

t   0 

16  g  r 

gehörige  Transformation  aus  den  beiden  Transformationen 


16  S 


t    0 
t' 


und 


l   0 
0  d 


zusammengesetzt  denken,  und  erhalten  somit  in  diesem  Falle  mit 
Hülfe  der  Zusammensetzung  der  beiden  in  (32)  und  (33)  ausgespro- 
chenen Resultate 

34)  ...  .    v  = 


''  \  (   f) 


(t) 


(t)  "■'- 


Da  nun  auch 


ist,  so  folgt 


■■  =  (;)»('--i.'"') 
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^(^H^O=(l)(|)  («•).=. 


oder  auch,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

(35) <p(!-/'^)=(t\(»')^=^^' 


(?) 


worin  d  den    grössten    gemeinschaftlichen  Theiler    von  f  und    16 1 
bedeutet. 

Hiermit  lässt  sich  aber  die  Zeichenbestimmung  in  Gleichung 
(31)  ausführen ;  denn  setzt  man  dort  u^  =  l,  so  wird  nach  (35), 
wenn  d  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  s'  und  16j 
bedeutet 


8 

und  daher 


(t) '•''-' 


oder  endlich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 


(i)-(l) 


da^  ferner   nach  den  Auseinandersetzungen  der  letzten   Vorlesung 
wenn  nur  j>  imd  ö^'  statt  %i  und  h   gesetzt  werden, 

o  —   ^    —  ^  ,    s  —  ^,  —  pr, 

10xfJ  = --.N*  =  — ^/tf    oder     \Üx  =  —  td 

ijit,  und  somit  der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  zwischen  s  und 
IGu*  (I  <^  /  ist.  die  zum  Repräsentanten 

j  5    0 

16  X  / 
j^^horigt»  lÄiunir  der  Modular\rleichun£^ 

i«  «ior  Korn» 
,W^  ,  -  r-.\H-\.  .1--    ,'    ,«>-r«-     "=     n_^r.j4„*-l)   ''   c      '    ) 

I    s  -^ 

I  T? 
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Um  nun  die  Entwicklung  von  v  nach  steigenden  Potenzen  von 
w  —  1  zu  erhalten ,  braucht  man  nur 

„8  _  1  _  8  («  -  1)  (1  +  i  («  -  1)  +  .  .  .  +  i  (u  -  1)') 
zu  setzen,  and  findet 

8)   r  =  (|),l  +  -i-(M-l)'e      '•     (i+2;äv(«-1)     '■     c       '•    j 


9. 


<•"'  ^  «./=' 


Mit  Hülfe  der  Entwicklungen  der  Lösungen  der  Modulargleichung 
werden  wir  die  höchste  und  niedrigste  Dimension  derselben  bestim- 
men und  die  Discriminante  bilden  können.  Ordnet  man  nämlich  die 
unke  Seite  der  Modulargleichung  nach  steigenden  Dimensionen^  so 
dass  dieselbe  unter  der  Annahme,  dass  die  niedrigste  Dimension  die 
r^  ist,  die  Form  annimmt 

f(u,  v)  =  0=  {Af^u*'  +  AiW-^v  H 1-  ArV) 

+  (lfüW''  +  *  +  B^Wv  H h  Ar  +  iV-^^) 

+ 

so  wird,  wenn  —  =  w  und 
gesetzt  wird, 

+  W  (jBo  +  -^iW?  H (-  Br^lUf  +  ') 

+ , 

und    daher  die  dem  Werthe  u  =  0  entsprechenden  Werthe  von  to 
durch  die  Gleichung  bestimmt  sein 

Aq  +  AiW  +  •  •  •  +  Art4f  =  0, 

wahrend  die  andern  jedenfalls  unendlich  gross  sind.  Da  aber  nach 
Gleichung  (30) 

2  2r  [  "'/* 

ist,  so  sieht  man  unmittelbar,  dass 

( *^ )  =  0  oder   =  oo 

ist,  je  nachdem  t  >  oder  <  f  oder  auch  t  >  j/n  oder  <  }/n,  und 
es  folgt  somit,  dass,  wenn  mit  (p(n)  die  Anzahl  der  Theiler  von  n 
bezeichnet  wird,  welche  grösser  als  j/n  sind, 

^  =  0,       ^,  =0,    .  .  .    ^y(„)_l  =  0,       A^(n)^l  =  0,       Ar=0 

sein  muss,  und  die  Modulargleichung  nach  Dimensiouen  geordnet  die 
Form  annimmt 
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+  \B^u^-'  +^,M^r-j ['Br^i^-^^)^ =0. 

Da  aber^  wie  oben  gezeigt  worden,  diese  Gleichung  onTerandert  bleibt^ 

wenn  r  statt  u  and  f  — J  m  statt  r  gesetzt  ^rird,  so  folgt  aus 

/'(■.,(i).-)-j,..(i)"-.-v'—+..., 

da  das  Glied  niedrigster  Dimension  dasselbe  geblieben  sein  mnss, 

r  —  ff,n)  =  ^\H)     oder    r  =  2^{n), 
so  dass  die  niedrigste  Dimension  der  Modolargleichong  dorch  die  Zahl 

2  y . « j 
bestimmt  wird.    Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  Modolargleicbnig 

nnrerandert  bleibt,  wenn   —  statt  m*  —  statt  r  gesetzt,  und  mit 

II        r 

die  gesammte  Gleichong  mnttiplicirt  wird,  worin  der  Grad  der  Mo- 
dolargleichung  5  \n)  bekanntlich  durch  die  Somme  aller  Divisoren 
der  Zahl  n  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  die  höchste  Dimension  der 
JIodnlargleichHmp  durch  den  Aikkiruck 

2  (S  {H'  —  y  .  w}) 
hestima^  irf. 

Wir  gehen    nonmehr   zur  Untersnchong  der  Discriminante  der 

Modolar^eichang  über,  welche  zn  einem  angeraden  TransformatioDS- 

grade  ohne  quadratische  Theiler  g^diört.  oder   zur  Ermittelang  des 

Aasdruckes 

worin  «v  and  v,  die  Wurzeln  der  Modulai^leichung  bedeuten. 

Seien 

t   M  d   0 

l^z   t  Ityx   o 

die  Reprisentanteu  zweier  Klassen,  zu  denen  die  Losungen  tv  ^oni  o 
gehören,  so  werden  in  der  Nihe  von  m  =  0  die  Entwicklangen  von 
r-  und  »\ 

r,  =  Bh^  -l 

lauten,  und,  wenn  t  >  *,  also  f  <  d'  ist» 

r   —  r,  =  K'«'^  -^  steigende  Pot.  von  h 
sein.     Da   nun  jeilen:  |  d  Werthe  des  x  entsprechen,  so  werden  in 
}  i>  ;  <i    Sk^loher  Factorvu  vorkommen  und  daher  vermöge  dieser  Fac- 
torvn  die  «- Polen j  heriustreteu 
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und  dies  gilt  für  alle  Repräsentanten,  für  welche  t  >  d  oder  df  <  n 
ist,  so  dass  die  Potenz 

heraustritt,  wenn 

nur  der  Beschränkung  unterworfen  ist,  dass  df  <  n  sein  muss.     Ist 

jedoch  t  =  df  so  wird 

t 

?V  —  ih  =  Bu^'  +  steig.  Pot.  von  ti, 

and  da  ^  solcher  Repräsentanten  existiren,  also  — -    "T       solcher  Pro- 

ducte  Yorkommen,  so  folgt,  dass  für  die  einem  Repräsentanten  ange- 
horigen  Verbindungen  die  Potenz 

'    ^  (^ — ^)         IIL^L 

heraustritt,  und  dass  somit  alle  Repräsentanten  den  Factor 

liefern,  oder,  da  tf=ny  wenn  die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  mit 
Sr{n),  ihre  Summe  wie  oben  mit  S(n)  bezeichnet  wird,  sich  die 
Potenz 

ergiebt  und  somit,  da  D  eine  ganze  Function  der  Coefficienten  der 
Modulargleichung,  also  eine  ganze  Function  von  u  ist, 

worin  f(ii)  eine  ganze  Function  von  u  bedeutet. 

In  welcher  Potenz  der  Factor  n?  —  1  in  der  Discriminante  ent- 
halten ist,  lässt  sich  aus  der  in  der  Gleichung  (37)  erhaltenen  Ent- 
wicklung von  V  nach  steigenden  Potenzen  von  w*  —  1  unmittelbar 
bestimmen;  denn  es  werden  oflfenbar  die  vorher  gemachten  Ausein- 
andersetzungen auch  hier  gültig  bleiben,  wenn  nur  noch  die  vor- 
herigen d  und  f  der  Bedingung  unterworfen  werden,  dass  M  J=  f.-J, 

weil  dann  und  hur  dann  das  erste  Glied  in  jener  Entwicklung  fort- 
fallt, und  sodann  die  den  obigen  entsprechenden  Potenzen  von  u^  —  1 
heraustreten;  setzt  man  daher 

z/'(n)  =  2:*/'. 


worin 


(f)-(i) 


die  Wahl  der  Divisoren,  für  welche  df  <Cn  sein  muss,  einschränkt, 
so  hat  die  Discriminante  die  Form 
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worin  tp  (u^)  eine  ganze  Function  von  ii^  bedeutet^  wie  aus  der  Form 
der  Reihenentwicklung  der  Losungen  der  Modulargleichung  nach 
steigenden  Potenzen  von  u  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Um  endlich 
noch  den  Grad  der  Function  9  (ti^)  in  Bezug  auf  ii^  zu  bestimmeii, 
kann  man  entweder  die  Losungen  der  Modulargleichung  in  der  Um- 
gebung von  ti  =  3C  nach  fallenden  Potenzen  von  u  entwickeln  und 
die  höchste  aus  der  Discriminante  heraustretende  Potenz  von  u  be- 
stimmen, wodurch  man  ohne  Rücksicht  auf  den  Grad  der  Yorher 
behandelten  Factoren  unmittelbar  den  Grad  der  gesammten  Discri- 
minante erhalt^  oder  man  geht  Yon  dem  Satze  aus,  dass  die  Mo- 
dulargleichung unverändert  bleibt,  wenn  —  statt  u,    -  statt  r  gesetzt 

wird  und  erhält  dann  unmittelbar  aus  (m)  durch  Substitution  ioa» 
Werthe  .den  Grad  von  9  (11^)  in  der  Form 

und  zugleich  das  Resultat,  dass  ^>  {y!^^  ein  reciprokes  ganzes  PoljDom 
von  v?  sein  muss,  so  dass  sich  jetzt,  wenn 

N=nS(n)  -  S(n)  +  2^(«), 

K'=  n^(n)  —  S  (n)  +  2zf  (n), 

4  V  =  5(n)2  —  S(n)  -  N  -AN' 

gesetzt  wird,  die  Discriminante  in  der  Form  ergiebt 

(39)  1)  =  77(tv  -r.)-=tA;ti^~iy'  (flo  +  aiM-  +  a2«'*'H h  «»'*'')) 

in  der  sie  den  Untersuchungen  der  «-Werthe,  for  welche  die  Discri- 
minante verschwindet  oder  complexe  Multiplication  besteht,  zu  Grunde 
gelegt  wird. 

Ausser  den  Gleichungen  zwischen  den  vierten  Wurzeln  aus  dem 
gegebenen  und  dem  transformirten  Integralmodul,  welche  Modular- 
gleichungen  genannt  werden,  kommen  noch  andere  Gleichungen  für 
die  algebraischen  und  zahlentheoretischen  Anwendungen  der  ellip- 
tischen Functionen  in  Betracht,  deren  Losungen  aus  Verbindungen 
jener  Integralmoduln  bestehen,  und  zwar  sind  dies  besonders  die  Glei- 
chungen zwischen  den  Grossen 

r  =  I  ci\     und     r=jÄÄ*,, 

deren  Werthe  schon  oben  durch  die  Gleichung  (80)  der  letzten  Vor- 
lesung mit  der  x*  Function  in  der  Form  verbunden  waren 

-■  -  (I)  X  (.^^y 

Genau  ebenso,  wie  es  für  die  Modulargleichungen  geschehen  (und 
desshalb  übergehen  wir  die  weitere  Ausfühnuig)  *) ,  lässt  sich  zeigen, 

*    Man  findet  die  Durchführung  in  einer  Arbeit  dos  Verfassers:  algebraische 
Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  Grelle  72. 
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dass   einetn   heliebigen   tmpaaren    Transfarmationsgrade   ohne 
quadratische  Tlieiler 

n  ^=^pqr  . .  .t, 

worin  p,  q,  r,  . , .  t  Primsahlen  bedeuten^  eine  Gleichung  vom 
Grade 

v  =  (jj  +  l)(«  +  l)(r+l)  ...(<+l) 
entspricht  von  der  Form 

7"  +  c,  F^"'  +  c^r^'  H h  a.i  F+  Cr  =  0, 

in  der  C| ,  Cj ,  ...  Cy  rationale  Fundionen  von  ü  bedeuten, 
und  deren  Lösungen  durch 


)      F=(|)f7'' 


2  17     .  4  17  .  (m  —  l)l7 

Sin  coam  — -  Bin  coam  —  -  •  •  •  sin  coam  ^ ^-^ 

n  n  n 


11/  ^         2 17     .         4 17  .        (n  —  1)17         ' 

J  am  — '  ^  am         •  ••  ^  am  ^ - 

n  n  n 

worin  tj  der  Reihe  nach  die  den  einzelnen  Repräsentanten  ent- 
sprechendeny  früher  angegebenen  Werlhe  annimmt,  oder  durch 

tcorin  für  t  ein  jeder  Divisor  von  n,  f  =  ^  ^^^c/  für  g  eine 
jede  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  ...  f —  1  eu  setzen  isty  während 

ist. 
Es  lässt  sich  ebeuso  leicht  zeigen  ^ 

dass  das  letzte  Glied  der  {U,  V)- Gleichung  den  Werth  U* 
hat,  dass  diese  Gleichung  unvnändert  bleibt  für  eine  Vertäu- 
schung  von  ü  und  V, 

dass   die   Coefßcienten    (7,,   Cj,  ...  Cy-i   ganze   Functionen 
von  U  bedeuten,  dass  die  (U,  V)- Gleichung  irreductibel  ist, 
dass  die  durch  den  Ausdruck 

dargestellte  Lösung  der  {U,  V)- Gleichung  für  den  ursprüng- 
lichen %' Modul  X  bei  der  Verwandlung  von  x  in  —       oder 

von  u  in  u,  also  vofi  U  in  sieh  selbst  in  eine  andere  Lösung 
derselben  Gleichung  von  der  Form 

/^T  — 16a;\ 

x{-s'      ) 

übergeht,    in   weichte  d  der  grösste  gemeinschafllicJte  Theiler 

zwisclien  16  g  und  f ,  d'  =  '!   und  die  Grösse  x  aus  den  Glei- 
.  chungen 

x.  =  l't,     \Qk^^\^+i-ß,  =  ~-  1 
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SO  ZU  bestimmen,  dass  sie  unterhalb  d'  Uetjty 
dass  die  durch  d^n  Ausdruck 

daryestMe  Lösung  der  {U,  V)- Gleichung  bei  der  Vencaml- 

limg  von  t  in  --. —    und  also  von   ü  in  -^e    *  *)   Tir  Z^ 
sHMi  (kr  eugehörigen  (U,  V)- Gleichung  den  Ansdnitk 

{8t—  16x\ 

H       8-       ) 


(A) 


e^ 


hat,  worin  d  der  grösste  gemeinsame  Theiler  ::icisch^-n  16  J-/ 
und  fy  ö'  =  -^  , 

_  i6s-f  r 

fenter,  wenn  die  unbestimmte  Gleicliung 

</im74  (/<e   IFcr^Ae  a:  =  a:,  +  ^m,    /5,  =  fc,  —  IG  lu  befriedigt 
wirdf  die  ganze  Zahl  m  der  Gleichung  genügen  fnuss 

lGm(166  -  t)  -  fß,  =  b,  (161  —  t)  +  d, 
(/ri^w  endlich  die  Form  der  (?7,  V)- Gleichung 

i4:M  .  .  .     1'^  +V'-'  U""  («0  +  a,  f7»  +  a^  f7««  H ) 

+  F'-'  E/^'^^^Cfco  +  '>!  E^'  +  fco ü^'"  +  •  •  0 
4. f.  F?7""-i(no  +  w,  J/«  +  n,t7««H )+  ^«0 

ist,   worin  die  Grössen   w,,  m.^,  .  .  .  Wr_i  r/urcA   «/i>  Gmi- 
gruenzen  bestimmt  sind 

m^       n,     m.^       2  w ,  ...  f»r- 1  eb  (1/  —  1)  n  (mod  .  8), 

und  die  als  Cocftlcienten  der  V- Potenzen  eintretenden  Func- 
tionen von  ü  höchstefis  vom  Gi'ade  v  sind. 

Diu  Ausrechnung  der  (?7,  F)- Gleichung  für  einen  bestimmten 
'rriiiiHfornmtioiisgrad  geschieht  wieder  durch  Einsetzen  der  Werthe  ?on 

X(t)   und   x(nr), 

iiiirjulnni  (li<}8(!  nach  positiven  steigenden  Potenzen  von  q  entwickelt 

biiiil,  und  man  erhält  z.  B.  für  die  Transformation  dritten  und  fünften 

(iriiilnH  ili«  (ileichungen 

|.|;j)     y*  ]-  \  U'V^  -  2ÜV+  U*  =  i\ 

^^^^     l'o.|    i(;/;:if/-'+  15r^F^  +  15U*V'' -- AUF  +  f7«  =  0. 

•1  hitrli  ilriJi  dritten  Hauptfalle  der  linearen  Trausformation  der  ;i;-FQnctiön. 
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Wir  wollen  am  Schlüsse  dieser  Vorlesung  noch  einer  DiflFerential- 
gleichang  Erwähnung  thun^  welche  zwischen  dem  gegebenen  und 
iransformirten  Iritegralmodul  besteht  und  unmittelbar  aus  den  in  der 
fünfondzwanzigsten  Vorlesung  entwickelten  Gleichungen  (3)  und  (7) 
hergeleitet  werden  kann. 

Da  nämlich  nach  den  bekannten  Transformationsbeziehungen 

* 

also  durch  Differentiation 

ug^\ ^^'  =  i^o-t:_«iO* 

iat;  wenn 

gesetzt  wird,  da  femer  nach  Gleichung  (16*)  der  dreiundzwanzigsten 
Vorlesung 

oder 


a 


(0  Sl 


'  tty  Ä  -j-  2  a,  Ä         a<,  +  a,  t' 
ist,  80  folgt  aus  (45) 

tAc\  j^y ^^  ^ 

oder  durch  Vergleichung  mit  dem  Quotienten  der  aus  Gleichung  (7) 

der  fOnfundzwanzigsten  Vorlesung  folgenden  Beziehungen 

de        fCCj'o«  j       dk         iklci^Sl* 

==        i —     und      j-7=      ä f 

dz  8w  dt  Sn      ' 

die  Relation 

1    ^(^  —  ?*)  1^' 

na^  ■""  A;(l  —1:*)  de 
oder  auch 

(47) "'='  'n~'2i% 

^     ^  n    c  [l  —  c*)  dk' 

ein  Ausdruck,  der  in  der  folgenden  Vorlesung  vielfache  Anwendung 
finden  wird. 

Es  war  ferner  in  der  fünfundzwanzigsten  Vorlesung  nachgewiesen 
worden,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

(48) k{l-k^)fP-\-{l-3k^)^-kp  =  0 

in  der  Form  enthalten  ist 

und  es  folgt  somit,  dass,  weil 


CO 

a 


=  üqSI  -|-  «i-ß' 


ist,  auch  ü  =    -  oder  wenn 


1 
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gesetzt  wird,   p  =  b(X)   der  Gleichung  (48)    genügt ,    oder   dass   du 
Gleichung 

Ä(l-F)6f;:+J|[6(l-3F)  +  2Ä;(l-Ä^)|*] 

+  0,  [fc  ( 1  -  &^)  g  +  ( 1  -  3  Ä;*)  II  -  Ä-  ft]  =  0 
oder  auch 

T-.- kb     -I ,j_ ==  0 


(49)  .      bfo^  ^f. 

identisch   erf&Ut  wird.    Da  nun  mit  Hfilfe    der  aus  (47)  folgenden 
Beziehung 

~     k{i  —  k^dc 


sich 


.((.-.■.)m|-)       ä{nic-C^f;l^) 


dk  ~  "  dk 

~  dk    "  de  dk 

ergiebt,  und  die   Differeatialgleichimg  (48),  welcher  o   genügt^  sich 
in  die  Form  setzen  lasst 

.((c-C,-J-) 


=  CO, 


de  ""'' 

somit  die  obige  Relation  in 


''G*-*')*'^') 


dk/  de 

dk  ="«"'^rft 


übei^ht,  so  laatet  die  Gleichung  (49) 

Substituirt  man  endlich  hierin  den  oben  fnr  b  gefundenen  Wertb, 
so  erhalt  mau  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

tan  •  .  ,    2yiiciPl  —  tlk'iPc'i  —  S(^dciPky-  ~  (rfiflPc)') 


Nennnndzwanzigste  Vorlesung. 

Die  Multiplioatorgleiohiingen. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  einer  zweiten  Klasse  von  Gleichungen 
fiber^  die  in  der  Theorie  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  eine  wichtige  Rolle  spielen,  nämlich  zu  den  Gleichungen, 
welche  zwischen  dem  Multiplicator  der  Transformation  und  dem  In- 
tegralmodul des  zu  transformirenden  Integrals  bestehen,  und  wollen 
vor  allen  Dingen  im  Folgenden,  weil  wir  es  zur  Entwicklung  der 
Eigenschaften  dieser  Klasse  von  Gleichungen  später  brauchen,  die 
linearen  Transformationsformeln  für  die  Multiplicatoren  kurz  zu- 
sammenstellen, wie  sie  sich  unmittelbar  aus  den  in  der  vierundzwan- 
zigsten  Vorlesung  gegebenen  Formeln  fiir  die  sechs  Fälle  der  linearen 
Transformation  dadurch  herleiten  lassen,  dass  man  sich  nur  aus  den 
dort  gegebenen  Transformationsformeln  den  Ausdruck 

dy 

bildet  und  mit 

dx 

vergleicht;  wir  erhalten  folgende  Zusammenstellung 

I.    ÖQ^l,    a,  ^  0,    6q  ^  0,    6,  =E  1   (mod.  2), 

a  =  e^  ,  im  einfachsten  Falle  a  =  1 , 

IL    a^j  ^  0,    a,  i_  1,     fe,j  7":  1,     i^  e=?  0  (mod.  2), 

a  =  e*  "       ,  im  einfachsten  Falle  a  =  —  i. 


IIL   «0  ^=  1 ,    a,  ^  1 ,    feo  =  0,    6,  ^=  1  (mod.  2), 

a  =  6    *       "  —  ,  im  einfachsten  Falle  a  =  — , 

c  '  c  ' 

IV.   a^  ZI  1,    a,  ._  1,    6q  _i  1,     tj  —  0  (mod.  2), 

a  =  e^  — ,  im  einfachsten  Falle  a  =  -  , 

c  '  c  ' 

V.   ao  ~  1 ,    ai  1=  0,    Iq  —  I,    61  ^  1  (mod.  2) » 
a«=  c^     "       — ,  im  einfachsten  Falle  a=     , 

Ci  C| 

KOnigaberger,  eUipt.  Fanct  n.  11 
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VI.   ÖQ  =  0,    a,  ~  1,    6q  LT  1,    6,  =E  1  (mod.  2), 


in 


a  =  e 


(Oabi  —  OoCi  —  Oo  —  6o  +  2)      1 


,  im  einfachsten  Falle  — 


Wir  wollen  nun  zur  Herleitung  der  Gleichungen  zwischen  dei 
MuUiplicator  und  dem  Integralmodul  nicht  von  dem  in  der  secb 
imdzwanzigsten  Vorlesung  gefundenen  Werthe 


<'  — 1 


(1)  «  =  (-)" 


2 


fit  17     .  2t/l97 

am  coam     —  sm  coam - 

n  n 


• • sm  coam 


n  —  1  «ij 


mn    .  2  m  17 

sm  am  --  -  sm  am  - 

n  n 


•  sm  am 


«  —  1 


in  welchem  m  eine  beliebige  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeuten  dnifl^ 
sondern  von  dem  Ausdrucke 


(2)    Jlf=(-1) 


n  —ji  I  sin  coam  -  —  sin  coam    —  •  • .  sm  coam 


2j? 

n 


n 


sin  am  "  -  sin  am      -  •  •  •  sin  am 
n  n 


n 


ausgehen^  der  für  alle  die  in  den  Schematen 


1    0 
0    n 


1    0 
IG.l    n 


!  1     ^^ 

•  •  •  ;  16  (n  —  1)    n 


1 
M 


*)  Da 


sm  coam  u 


also 


cos  am  u 
J  am  u 


sm  coam  u  cos  am  u        1 

sin  am  u  sin  am  u  J  am  u  d  focj  cos  am  u  ' 

du 

so  lüsst  sich  auch  -,,-  in  die  folgende  Form  setzen 


(-1) 


n-l 
2         n 


—  1      I  <*  log  cos  am  ^  -    d  log  cos  am  -^         a  log  cos  am      — 


n 


n 


Wir  fugen  ausserdem  noch  den  Werth  des  Multiplicators  durch  ^-PunctioDtf 
ausgedrückt  hinzu,  wie  wir  ihn  später  brauchen;  da  nämlich 


sm  am 


2r7j 


1  V  w   /i 


n 


\  n  /o 
ist,  so  erhält  man  den  folgenden  Ausdruck 


sm  coam 


2rri 


n 


j»f=(-i) 


!HV).Ki^),-(^-^),r 

i»(v).»(iri-»(^inr 
i»(v);»(v).-*(-'^'-).r 


Die  Mitltiplkalorgtuichuagen,  1G3 

iltenen  Repriiscn  tan  teil  der  nicht  äijuivalentou  Klassen  einer 
iKabltranEformatiün  mit  (1)  UbereitiBÜmiut,  f()r  den  letzten  Reprä- 
iuteu 


th  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Wertli  gieLt,  je  nuttidei 
I  oder  —  3  (mod.  4)  ist.    Nun  sind 

sin  coam^  '    **     und     sin  am'  "    '' 
ungerade  und  gerade  k,   wie  die  nächste  Vorlesung  zeigen  wird, 
nale  Functionen  von  sin  eoani'     '' ,  und  daher  M  in  der  Form 
ieUbar 

3/  =  /'(sin  coam'     'y, 

f  eine  rationale  Function  bedeutet. 
Da  jedoch,  wie  man  leicht  aus  |I),  ähnlich,  wie  es  in  der  letzten 
»ung  für  den  transformirten  Integralmodul  gezeigt  war,  ersieht, 
der  Werth  des  Muttiplicaturs  unverändert  bleibt,  wenn  man  lür 
BT  Hoihe  uacli  die  Zahlen 

2,  4,  ...  »i—  1 
so  wird  sich  M  als  dieselbe  rationale  Function  von 
sin  coam'  ^ ,     sin  coam^  ^^^ ,  ...  sin  coam'  1"^''- 

ben,  und  wenn  man  nunmehr  die  in  der  letzton  Vorlesung  ge- 
lten Schlösse  genau  iu  derselben  Weise  hieranl'  anwendet,  so 
i  unmittelbar  der  Satz,  dass 

die  n  -^-  l  WertiK  des  Multiplicalors  M  für  die  Tronsforma- 
Honen,  welche  den  liepräsifttantvn  der  niefU  iiijuivalcnle»  Klas- 
sen einer  Primzahltransformation  entsprechen,  die  lAisuiiycn 
einer  Gleichunff  n  +  1'"  Grades  sind  von  tler  Form 

«*+'  +  C,M-  +  OjJir  -  '  + \-  CnM  +  C',  +  ,  =  0, 

deren  Coefjiciefdcn  C„  6,,  . . .  6'„+i  raliofiaU:  Funelionefi  von 
e''  betlevtcH. 
I  Gleichung  wolleu  wir  die  zur  Transfonnatiou  n  (wenn  n  eine 
nzahl  ist)  gehilrige  HhdÜplicatorglt-ichunfi  nenuen. 
Zum  Beweise   der  Existenz  der  Multiidicatorgleichung  fflr  einen 
■mmengesetzten    Trausformntionsgrad    sowie    zur   Uerleitung   des 
drnckes   für   den   MuHiplicator    als    eindeutige   Function   des    ge- 
auen  und  transf'ormirten  Integralmuduis  ist  es  uüthig,  die  Drün/.- 
Uie  der  MDltipIicatonn  it<i  bestimmen  für  den  Fall,  dasH  nicii  der 
tgralmodul  des  gegebenen  Integrals  der  Null  nähert. 
Die  Wertlu-   der  Multiplicatorcu  waren  durch  den  Aiiadruck  ge- 
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M  -  i  I  Bin  coani  -    -  sin  coam         •  •  •  sm  coam  -^^ ' 

y       '^  I        .  2rj    .  4jy  (n— Dw 

I      sm  am  — '  sm  am  -  -  •    •  «m  am - 

\  n  n  n 

welclier  für  yerschwiudende  c  in 

(ung  ^^1^  tang   J^"  tang  -  ^/   ^) 
übergeht. 

Untersuchen   wir   erst   die    Werthe   dieses   Ausdrucks   flQr  eine 
Primzahltransfonnation  y  fiir  welche 

und 


•    —  - 


ist,   so  dass   FUr  die  ersten  n  Repräsentanten  der  nicht  äquiTalentm 
Kkv<sen  der  Ausdruck  für  den  Multiplicator  in 


—  I 


I           :»i»-:i.l65^             4«-4.16i*                   („-1)«'_(„ 
\  tantf  "  -  tang —  -  •  -  tang 

l  H  *  W  ^  M 

ttlr  den  letxten  in 


V 


li^ J/  = 


«  — 1 

-I    * 


I            mt            "im        ^        u  —  1       «I« 
|un^  ^  twig  -^ tai^  ^  —^ 


ttlr  verschwindende  o  übergeht. 

\V;4s  uun  den  iinuiiwiSTth  des  Ansdnickes  (5i  betrifft,  so  wird,  di 

^     •       <  ■  +  1 

t'^.r  .  -  -  0  v,<p  -   :^.i.  «^  =  s  >:>  den  Wenh  •  annimmt,  für  die  erstoi 
«►  Kei^riUer.:*u^eu 


» 


.v-= 


••  «         «  ^  «  «  •  ■ 


«    - 


',,VcKvC^    »v«,'.:  ,JA 


{cos  —  cos 


MaltiplicatorgleichungeD 


isia        sin  —  ■  -  -  9111  - 


liat,  den  Werth 


M  = 


aitamt. 


Die  Außmduug  der  Werthe  des  Multiplicators  M  für  verschwm- 
sndp  c  fllr  den  Fall,  dass  der  Transforniationsgrad  eine  beliebig 
lammeiigesetzte  ungerade  Zahl  ist,  lüsst  sich  nun  zwar  aus  deu 
Auseinanderaetzungen  unmittelbar  ableiten,  doch  wird  es 
ler  sein,  diese  Bestimmung  erst  später  auszuführen. 
Nachdem  die  Existenz  einer  MultipUcatorgleicbiuig  für  einen 
rimzaliligeu  Transformationsgrad  nachgewiesen,  wollen  wir  hierrou 
tüsgehend,  ohne  auf  eine  nähere  Betrachtung  des  aua  der  Traus- 
niationstlieorie  hergenommenen  Ausdruckes  för  M  als  FuntÜou 
I  sin  coam  -'  -  und  siu  am  — -  einzugehen,  die  Existenz  einer 
pDichcn  Gleichuug  für  ei:ien  beliebigen  uiipaaren  Transformatioiis- 
l  ohne  quadratischen  Theiler  herleiten. 

Sei  p  eine   Primzahl   und  die   zu  dem  Transformationsgrade  p 
ige  Maltiplicatorgleichung 

j8)if'+'+/-,(c')j/'+/;(t')^'"' +■••+/;.  ('')'W+/;.+.(c')-o, 

'/■,('■').   /,(<■'),  ...A +  ,(-:') 

lale  Functiunen  von  /■'  Ledeiitcn,  so  wolle»  wir  njit  dieser  Glei- 
;  den  durch   Gleichung  (47)  der  letzten   Vorlesung   gegebenen 
Päadrudc  für  den  MultipUcstor 

I  i(l_-  Jt«)  rfc 
p  c\i  -  c«")  äk 
(^rerbtnden,  der,  wenn  für  k  der  Reihe  nach  die  i> -{-  l  VVur/cIu  der 
Transformationsgrade  p  gehörigen  Modulargleichung  genetzt 
I* Witte n ,  dji-  Quiulntte  der  2>  +  1  Losungen  der  Gleichung  (8)  liefern 
ftiVird-  Man  weiss  nun,  dass  jedem  Elepräsentiuiten  der  nicht  »({ui- 
l'YalcnUu  Klaäseu  ein  bestimmter  transformirter  Modul  und  ein  daxu- 


Jtf»  = 


*)  Die  Richtigkeit  dieser  iweiten  Gleichung  leitet  mau  aomitt«lbar  daroaa 
<tua  man  in  der  Gleichiiii); 


R  QrinsüborgMig  x 


lU-r^'') 


I 
I 
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gehöriger  Multiplicator  entspricht;  und  es  wird  darauf  ankommen, 
diesen  Multiplicator  als  eindeutige  Function  des  gegebenen  und  trans- 
formirten  Integralmoduls  darzustellen.  Sucht  man  nämUch  zwischen 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (8)  und  der  linken  Seite  der  auf 
Null  gebrachten  Gleichung  (9)  den  grössten  gemeinschaftlichen  Thei- 
1er ;  so  muss  dieser  Theiler  in  Bezug  auf  M  vom  ersten  Grade  sein 
und  c  sowohl  als  h  rational  enthalten.  Denn  dass  die  beiden  Poly- 
nome für  jedes  der  p  +  1  transformirten  Tc  einen  gemeinsamen  Thei- 
ler überhaupt  haben  ^  ist  an  sich  klar^  es  könnte  nur  der  Fall  ein- 
treten ^  dass  bei  der  Division  der  Coefficient  von  M  in  dem  letzten 
Reste  sowie  der  von  M  freie  Theil^  die  beide  nur  von  h  und  c 
abhängen;  vermöge  der  Modulargleichung  verschwinden;  dann  w^e 
aber  der  Ausdruck 

^  p    c(l  -c«)  dk^ 

was  auch  h  für  einen  Modul  der  Repräsentanten  der  nicht  äquifa- 
lenten  Klassen  bedeuten  mag,  in  (8)  enthalten  sein^  weil  die  Mo- 
dulargleichung eine  irreductible  ist,  und  es  müsste  also  die  Multäpli- 
catorgleichung  zu  jeder  Lösung  auch  den  entgegengesetzten  Werth 
als  Lösung  enthalten.  Diese  Eigenschaft  kann  jedoch  die  Multipli- 
catorgleichung  für  einen  primzahligen  Transformationsgrad  nicht 
besitzen,  da  sie,  wie  oben  nachgewiesen  worden,  für  c  =  0  in  die 
Form  übergehen  muss: 

es  folgt  somit,  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  zwischen  jenen 
beiden  Polynomen  vom  ersten  Grade  sein  muss,  mit  andern  Worten, 
dass  sich  M  als  eindeutige  rationale  Function  von  c^  und  dem  zu 
demselben  Repräsentanten  gehörigen  Ti^  ausdrücken  lässt. 

Sei  nun  auf  das  Integral  mit  dem  Modul  c^  eine  Primzahltrans- 
formation vom  Grade  j}  ausgeübt,  so  mögen  die  den  Repräsentanten 
der  nicht  äquivalenten  Klassen  entsprechenden  transformirten  Mo- 
duln mit 

^*u  ^2?  •  •  •  "y>j  "/'  +  !> 

die  entsprechenden  Multiphcatoren  mit 

J/|,  M.^y  .  .  .  J/p,  Jilp^i 

bezeichnet  werden,  so  dass  die  Gleichung  statthat 

deren  Lösungen  J/, ,  J/.,,  .  .  .  Jl//,-j-i  sind. 

Wird  nun  von  neuem  auf  jedes  der  erhaltenen  Integrale  eine 
IMmzahltransformation  vom  Grade  q  angewandt,  so  setzen  sich  sanmit- 
liehe  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  vom  Grade  p 


Die  MuItiplicatorgleichungCD. 


1G7 


1    0  :  p    0 

161   i;  '  Ol 
mit  den  ähnlichen  vom  Grade  q 

10  g    0 


161,   q 


0    1 


m  sSmmtlichen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  vom 
Grade  pq 


1      0 
16a;,  pq 


P    0 
16x2   Q. 


q     0 
löx^   p 


pq   0 
0     1 


msanunen,  worin  dem o;,  alle  ganzzahligen  Werthe  0,1,  ^2, ...  pq—  1, 
dem  «2  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  g  —  1  und  dem  Zj  die  Werthe 
Of  1,  2,  .  .  .  p  —  1  beigelegt  werden. 

Nach  den  bekannten  Regeln  der  Zusammensetzung  der  Trans- 
formationen ist  nämlich: 


p  0 
0    1 


1    0 

16  S,     q 


p    0 
16  g,    q 


worin  |,  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  2  -  1  annimmt;  ferner 


und 


j,   0  ,   Igr    0 
0    10    1 


pq  0 
0     1  1' 


1    0 
161  p 


1     0 
16|  -f-  I6j)g,  pq 


3-1, 


!       1    0 

|166,    q 

worin  I  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  ^7  —  1,  |,  die  Werthe  0,  1,  2, 
also 

S  +  i'5, 

alle  Werthe  0,  l,  2,  .  ,  .  pq  —  1   annimmt ^  wie  es  in  der  Trans- 
formation 

1      0    * 

;  i 

16  x^  jpq 
der  Fall  ist. 

Endlich  giebt   die  Zusammensetzung  der   noch  übrigen    beiden 

Schemata  die  folgende  Transformation 


1    0'     q    Ol 

165   jri   ,0    1  ;  = 

die  freilich  von  dem  obigen  Repräsentanten 

160:3     P 

verschieden  ist;  da  jedoch 


q     0 

16  5«  jp 


q    0 
16X3   p 


1    0 
r    1 


q    0 
mx^  +  pr   p 
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worin  für  ein  gegebenes  x,  <  j>  stets  ein  £  <  |>  so  bestimmt  werden 

kann^  dass 

16x3+i>r=  16lq, 

da  p  nnd  q  relativ  prim  sind,  und  sich  r  ausserdem  als  ein  Mol- 
tiplom  Ton  16  ergiebt,  so  wird  die  durch  Zusammensetzung  erhaltene 
Transformation  sich  Ton  dem  Repräsentanten,  der  zum  Grade  pq 
gehört,  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  auf  den  letzteren  noch  eine 
lineare  Transformation  Ton  der  Form 

1,  0 
16  p    1 
ausgeübt  ist,   welche  jedoch,  wie  aus  den  linearen  Transformations- 
formelu  für  die  Quadratwurzel  aus  dem  transformirten  Modul  laii 
den  Multiplicator  unmittelbar  ersichtlich  ist,  die  Werthe  dieser  GrösieD 
nicht  üudert. 

Es    mögen   nun   die  Multiplicatoren  der  neuen  TransformatioD 
q^*^  Grades,  welche  dem  transformirten  Modul  i,  entsprechen,  mit 

die  dem  k\»  entsprechen,  mit 

u.  s.  w.  bezeichnet  werden,  so  sind  offenbar  die  Multiplicatoren  des 
durch  die  Transformation  pq^*^  Grades  enthaltenen  Integrales  die 
folgenden: 

3/.  31  f,  M.  Jlff .  ...  M.  Iff :  , 


( l'->) 


und  es  wird  sich  darum  handeln,  nachzuweisen,  dass  diese  Grossen 
sich  als  die  Losungen  einer  Gleichung  (|i+  1)  [ji-[-  IV''*"  Grades  dar- 
stellen lassen,  deren  Coefiicienten  rationale  Functionen  Ton  c^  siud. 
Dies  geht  jedoch  aus  dem  Vorigen  unmittelbar  hervor.  Denn  bildet 
man  die  i?**  Potenzsumme  dieser  Grossen 

+ 

SO  winl  der  erste  Theil  derselben 

da  Jir^\  jill^\  .  .  .   J/'^'  ^  die    Losungen   einer  Gleichung  tj  -f-  r«« 


Die  M ultiplicatorgt eich uDg eil 


IfiO 


[es  darBtellen,  deren  Coefficienteii  rationale  Functionen  von  ft,' 
I,  und  3/„  wie  vorher  nachgewiesen,  eine  rationale  Function  von 
ond  c'  ist*),  sieh  als  rationale  Function  von  /■','  und  c'  dar- 
len  lassen,  und  da  die  übrigen  Theile  jener  s""  Potenzsumme  die- 
:a  rationalen  Functionen  von  Ä,"  und  c^.  h^  und  c'  etc.  liefern,  so 
die  s"  Potenzsumme  eine  rationale  syinmetrische  Function  der 
ingeu  der  Modulargleichung  zwischen  A'*  und  c^,  also  rational 
h  c'  ausdrGckbar  sein,  woraua  unmittelbar  hervorgeht,  dass  sich 
Gleichung  vom  (p  +  1)  (i  4-  1)""  Grade  bilden  lässt,  deren 
ngen  die  obigen  (j)  +  !)(!/  +  1)  Multiplicatoren  der  Repräsen- 
«n  der  nicht  üquivalenten  Klassen,  und  deren  Coefficienten  ratio- 
Functionen   von  c'  sind.  **)     In   ähnlicher  Weise  achÜesst  man 

'1  da  aacb 

e  Gleichung  «+  1'""  Llmdos  üwisdii'ü 

e  Erg^Kiing  der  oben  angcitelltcu  Unteranchung 
djo  Werthe  der  Multiiilifutorcn  für  den  verBchwindanduu  Int^grulmodul. 
r  dort  fdr  cioen  {iriranatiligen  l'raQBformationBgi'ad  p  nachgawieten  wor- 
iu  p  der  Multiplicatoren  den  Werth  1    annebmen,    WiUirend  einer   von 


rie  nachher  gezeigt  werden 
.  (*  betteht. 


,(-1)   ' 


-  wird,  nnd  man  wird  die  lai  Tcansrormation  ji  ^"*  Utaden  go- 


I  aus  der  obigen  Zuiaiuaienstellang  (10)  unniittelbar  herleiten  kOnnen, 
B  man  beachtet,  duaa  aUmmtljeho  Wurzeln  iler  Modutargleiehung  vcncbwio- 
,  wenn  der  xn  Grunde  gelegte  Integralmodul  Nnll  wird;  da«B  das  tetttere 
Hch  der  Pull  i»t,  gebt  schon  daraus  hervor,  daie  sich  hekanntlich  fiJr  einen 
lublgrad  der  TranuformatioD  die  Quadratwurzeln  aus  den  transTormirten 
almoduln  aus  dem  Aaedruck 

titrn  lassen,  vtenn  man  der  Reihe  nach  für  q  die  UrOBBUu 


q  '^  ,     aq'^  ,    it' q"^  ,   .  .  .  n"^         q'    ,    1 

I  p^'  EinhcilAwuneel    bedoutetj    denn  i 


ich    der  Nnll 


t,  10  verachniDdet  auch  q,  also  auch  qf  etc.  und  daher  der  obige  At»- 
;  Wenn  nun  aber  auch  wieder  alte  transfonnirten  Hoduln  venchtiinden, 
irden  die  OrOssen 

M'>».  ...  Jf''i, 


üff". 


■  «»"1.. 
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weiter  uiid  gelangt  somit  zu  dem  Satze;   dass  es  für  jedm  unpaarm 

Transformationsgrad 

n  =  pqr  . . . 

ohne  qiuxdratischen  Theiler  eine  Gleichung  des 

iP  +  1)  (2  +  1)  (»•  +  1)  . .  •"" 

Grades  giebt^  deren  Losungen  die  zu  den  (i)+  1)  (j+  1)  (r  +  1)... 
Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehörigen  Muhi^- 
catoren,  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  yon  i?  sind. 

Zur  Vervollständigung  des  vorher  Gesagten  mögen  noch  einige 
Bemerkungen  über  die  Gleichungen  zwischen  Jc^  und  c?  hinzugefllgt 
werden. 

Dass  für  die  durch  den  Ausdruck 

(a)    k^  =  (c^)«  { sm  coam  -  -  sm  coam     -  •  •  •  sin  coam ^- 

dargestellten  Werthe,  welche  zu  den  {p  -{-  l)  (q  -\-  'i)  .  .  .  Repritecn- 
tanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehören,  eine  Gleicliang 
fp  -j-  1)  (g  -f-  1)  .  .  .**"  Grades  existirt,  deren  Coefficienten  ganxe 
rationale  Functionen  von  c^  sind,  geht  aus  der  folgenden  Betarachtong 
unmittelbar  hervor.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Potenzsununen  der 
Gleichung  (l>  +  1)  ((Z  +  1)  . .  .^*'"  Grades  zwischen  u  und  r,  deren 
Existenz  nachgewiesen  ist,  mit  s,  so  werden,  wenn  S  die  Potenzsurome 
der  Ausdrücke  (a)  bedeutet,  die  Relationen  gelten 


annehmen,   und  es  wird  somit  die  Zusammenstellang  (10)  der  Maltiplicatoren 
für  die  Tranuformation  p  q^*^^  Grades  in 

9-1 

f 1 

*  >  1 ,  « • 


h  1. 


1,  1,  .• 

p~i  p-i  /)  — 1  ^_"Jj.?.nl 

(zJ)_  1_    (--0  '      . . .  (n  ^lll    t:}l  '        * 
p      '       p      '     '       p      '  pa 

übergehen,  so  dass  die  Multiplicatorgleichung  des  (i>  +  1)  (5  +  1)'"  Grades  pq 

(—  1)   ^ 
Lösungen  hat,  welche  der  Einheit  gleich  sind,  q^  welche  =  ■ ,  p,  welche 

(—  1)     ^  (_  1)     a      "^■"-'   " 

= und  eine,  welche  =  ist.    Es  ist  klar,  wie  in  der- 

Q  '  pq. 

selben  Weise  die  Werthe  der  Multiplicatoren  für  einen  beliebigen  Transforma- 
tionsgrad zu  bestimmen  sind. 


1, 

(- 

-1)    * 
2 

— 

1, 

( 

*- 

-1)'^ 
3 

l 

1, 

(; 

9- 

-1)"* 

1 

(; 

/i-l 

Die  Muttitilicatorgicicbuugen. 

Ä'i  =  s,,     Äj  =  Siu,     iS~  ^  «2,'  •  ■  • 
jid  Aa,  wie  oben  nachgewicaen  worden,  der  Grad  eines  jedeu  (.iliwlt-fi 
•on  St  in  Bezug  auf  n 

—  k.n  (mod.  8) 
(tffenbar  der  Grad  eines  jeden  Gliedes  von  S,,  S.,,  .  .  . 
änrcb  S  theilbar,   d.  h.  sie  selbst  gauz   und  rational   durch  c'  aas- 
rQckbar  sein,   woraus   aber  diese  Eigenschaft  für  die  Coefficienten 
'  zu  bildenden  Glt-ichang  folgt. 

Da   ferner   das    letzte   Glied    der   Müdulargteichung    zwischen   u 
1  V  von  der  Form  ist 


I  wird  es  in  der  Gleichung  zwischen  fc'  und  c'  die  achte  IVtenz 
eees  Ausdruckes  sein,  und  es  wird  somit  die  neue  Gleichung  zwi- 
ehen  h'  uud  c-,  wenn 

{J>+1)(4+1) 

letzt  wird,  die  folgende  Form  haben: 

'  +  /.  (c')  (F)-  ^ '  -i-  /,  (c*)  [k-'Y  -»  +  ...  +  /;  [.■')  k^  +  [c-')'  =  0, 

robfli  auch  hierin,   wie   aus  dem  Satze   für  die  Modulargleichuugen 
(  und  r  zu  entnehmen,  die  ganzen  Functionen  von  i.-  den 
Ind  V  nicht  erreichen   können.     Endlich   liissl  sich  der  Irreductibi- 
iOisbeweiä,  du 

C'  =  (p*(r), 


genau  in  der  Weise,  wie  es  für  die  (^',  riGleichuiig  geschehen 
herstellen  oder  auch  unmittelbar  aus  der  Irreductibilität  der  Glei- 
zwischen  »   und  v  ableiten,     Was   die  wirkliche  Aufstellung 

ler  Gleichungen   zwischen  k-  und   c'  betrifft,   so  unterliegt  dieselbe 

t«iuer   weitem  Schwierigkeit,   indem    man    nur  wieder   c'  =  9)*(r), 
=  7i*(ht)  einzusetzen   und  soviel  Glieder  zu   berQcksicbtigen  hat, 
unbekannte  Coefficient«n  in  der  Gleichung  vorkommen. 
Indem   wir  nun   auf  die   Ennilteluiig  des  letzten   Gliedes  xowie 
Form  der  übrigen  Coefficienteu  der  Modularg  leichung  nälter  oin- 

[ehen,  sei  für  einen   primzahligen  Transformationsgrad  n  cÜo  MuHi- 

llicatorgleichung  zwischen  M  und  c'  die  folgende: 

l)    J/""*"'  -f-  (',Jlf"  +  CjJI/'-'H i-  CnM-i-C\  +  ,  =(\, 

welcher  C\,  Cj,  ...  (.',4,  rationale   Functionen  von  t'  bedeuten, 
KB  wird  sich  zur  Herteitung  der  weiteren  Eigenschaften,  sowie 
wirklichen  Herstelhing  dieser  Gleichungen  vor  Allem  darum  han- 
lelli,  ilas  von  M  freie  Glied  derselben  zu  ermitteln. 
Nun  ergiebt  sich  aber  aus  dem  Ausdrucke 
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...  2 17   .  4 17  {n  —  l)7i 

n  —  1  I  Bin  coam  — -  am  coam  — -  •  •  •  am  coam 

n  n  n 


(12)     Jf=(-.  l)  2  ^  ^  ,       , 

am  am     -    Bin  am  — -  •  •  •  ain  am  -  ' 

n  n  n 

dass 

_  .  ,  /mio  +  2m'öi'\ 

71  am  coam*  (  — j 

ff        ^ ^  n  / 

JT  sm  am*  (  - — ) 

worin    den   Zahlen   m  und   m'  die   folgenden   Werthecombinationen 
zuertheilt  werden: 

m  :  1 ,  2,  3,  •  •  •  -  ""  - ,  m  :0, 


w:0,  ±1,   +2,  ...  +  :!LZLi^        ,;j':i^  2,  •  •  •  **  ^  * 


2 


j 


und  da,  wie  aus  der  nächsten  Vorlesung  hervorgeht, 

77  sm  coam^ (^ X- j  =  -^-^ 


•  — 1 


77smam'(^         ,,    -;=^^-r- 


so  wird 


c 


2 
2 


n  — 1 
2 


(13) 0,  +  ,==t^i— 

Es  ist  nun  leicht,  hieraus  den  Werth  des  letzten  Gliedes  einer  zu 
einem  zusammengesetzten  Transformationsgrade  gehörigen  Multipli- 
catorgleichuug  herzuleiten.  Sei  nämlich  zuerst  der  Transformations- 
grad  n  =^p  .  q,  wo  p  und  q  Primzahlen  bedeuten,  so  wird  nach- den 
vorher  gemachten  Auseinandersetzungen  mit  Beibehaltung  der  dort 
gebrauchten  Bezeichnungen  das  Product  der  zu  allen  Repräsentanten 
der  nicht  äquivalenten  Klassen  gehörigen  Multiplicatoren  des  Traus- 
formationsgrades  pq  den  folgenden  Werth  erhalten: 

(m.M,  . . .  J./^^,>  +  ^(i./|"<>  ...Mll,)  (Jtffjtff  . . .  M^Jx 

...(jjf<''+"itf<'+"...ji.;';.V») 

oder  nach  Gleichung  (13) 

\       P       J  \       a       J  p^-^'qP'^'' 

Ebenso  folgt,  wenn 

n  =p  .  q  .  r 

ist,  dass  das  letzte  Glied  der  Multiplicatorgleichung  den  Werth  hat 

1 

piq  +  1)  (r  +  l)  g(P+l)  (r  +  1)  ^ip  +  1)  (9  +  1) 
U.    S.    W. 
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Es  soll  nunmehr  nachgewiesen  werden ^  dass  sämmtliche  Coeffi- 
cienten  der  Multiplicatorgleichung  ganze  Functionen  von  c^  sind. 

MultipUcirt  man  nämlich  die  Multiplicatorgleichung  unter  der 
Voraussetzung;  dass  die  Goefficienten  gebrochene  rationale  Functio- 
nen Yon  <?  sind,  mit  dem  kleinsten  gemeinsamen  Dividuus  der  Nen- 
ner derselben;  wodurch  die  Gleichung  die  Form  annehmen  möge 

(14)  ro(c'Oir  +  /;(c^)M^-^  +  /i(c^)jif^-^  +  ...  +  /;(c2)jf 

, ÜW  _o 

80  ergäbe  sich  nothwendig  daraus,  dass  Werthe  von  (?  existiren,  für 
welche  der  Transformationsmultiplicator  Null  oder  unendlich  wird, 
da  alle  diejenigen  Werthe  von  <?^  welche  der  Gleichung 

/i(c»)-0 

genügen,  den  höchsten  und  niedrigsten  Goefficienten  der  Gleichung 
verschwinden  lassen,  also  die  Losungen  Null  und  Unendlich  liefern. 
Es  ist  zu  untersuchen,  ob  dies  möglich  ist.  Sollte  dies  der  Fall  sein, 
so  müsste,  wie  sich  aus  dem  oben  aufgestellten  Ausdruck  des  Mul- 
tiplicators  mit  Hülfe  der  'ö'- Functionen  ergiebt,  eine  dieser  -^-Func- 

tionen   verschwinden,    d.  h.    es   müsste   das   Argument   ,    worin 

h  <.     -g—    ist,  eine  der  vier  Formen 

r  +  ST, 
r  — ^  +  ST, 

»•-i  +  Cs  +  i)^ 
annehmen.     Da  nun  aber 

worin  ^)6,  —  g6„  und  pa^  —  qüq  relative  Primzahlen  sind,  so  müsste, 

wenn 

r  =  t  +  t'i 

gesetzt  wird,  für  die  erste  Annahme: 

sein;  daraus  folgt  aber,  dass 

—  2Z;Qu^,  —  qa^^  =  ns, 
dass  also,  wenn  der  grösste  gemeinschaftiiche  Tfaeiler  von  k  und  n 

mit  d  bezeichnet  wird,  -^  in  pa^^  —  qa^  aufgeht.  Nun  findet  aber 
auch  die  Gleichung  statt 

2Ä(jp6i  —  S^o)  — nr, 

und  es  müsste  somit  auch  ph^^  —  qh^  durch  ^  theilbar  sein,  was 
nicht  angeht,  da  j)ai  — qa^  und  ph^  —  q\  relative  Primzahlen  sind. 
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Hat  die  zweite  Form,  so  dass 

2  k  [ph^  —  qbQ  —  (pa,  —  qa^)  t  —  {pa^  —  qa^  fi]  =^  nr  —  ^ -+  ^^^  +  ♦*^^* 

so  folgt 

—  2  Ä  (pa,  —  qa^  =  ns, 

also  wieder  |)a,  —  gag  durch  -«   theilbar;  sodann  wäre  aber  auch 

4ilc{pl)^  —  (Z^o)  =  2nr  —  n, 
also  auch;  da  8  als  grosster  gemeinsamer  Theiler  yon  Tc  und  n  eine 

ungerade  Zahl  ist;  pt^  —  qh^  durch  -^  theilbar  und  somit  auch  un* 

möglich. 

Im  dritten  Falle  wäre 

was  nicht  möglich  ist;  da  n  eine  ungerade  Zahl  ist;  und  auf  die- 
selbe Ungereimtheit  führt  die  vierte  Annahme.  Es  kann  somit  keine 
der  vier  -9* -Functionen  verschwinden,  aus  denen  sich  der  Ausdruck 
für  den  Multiplicntor  M  zusammensetzt;  also  auch  keiner  der  Mnl- 
tiplicatoren  Null  oder  unendlich  seiU;  und  es  werden  somit  in  der 
Multiplicatorgleichung 

(15)     M'  +  U  (c')  M'-'  +  /,  {c^)  ilf^-^  +  ...  +  /;.  ,  {c^)  M 

-I -        -      V-      ^-  =0 

"^  ^(9  4-i)(r+i)...  ^(;>4-i)('-  +  J)... 

die  Coefficienten 

ganze  Functionen  von  c^  bedeuten. 

Es  soll  nunmehr  untersucht  werden,  in  welche  Werthe  die  Lo- 
sungen der  Multiplicatorgleichung  übergehen,  wenn  statt  des  Int^ral- 
moduls  c^  einer  der  transformirten  Moduln  Ä^  gesetzt  wird.  Sei  nun 
Ä^  der  dem  transformirten  -ö"- Modul 

JT  -   16g 

r 

entsprechende  Werth 

so  giebt  es  im  Allgemeinen  nach  den  Auseinandersetzungen  der  letz- 
ten Vorlesung  zu  jedem  dieser  Repräsentanten  wieder  einen  und  nur 
einen  Repräsentanten  einer  nicht  äquivalenten  Transformationsklasse 
w^*^"  Grades  von  der  Form 

f    0 

16a;    t 

welcher  als  transformirten  Integralmodul  wieder  c^  erzeugt;  da  nun 
aber  für  die  Multiplicatoren  bekanntlich  die  Beziehung  besteht: 
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(-  Ip'  M=^-  — i-^  =  -"  .  hn3l 
SO  wird,  da  üq  =  t,  a^  =  0,  l^  =  16 g,  b^  =  t'  ist, 

der  zur  Transformation 

t  0 


gehörige,  und 


16S  ( 

(-  0    *    Jtf' =  -^  •„, 
der  zur  Transformation 

■      f  0  I 
I  16  a;   <  , 
gehörige  Multiplicator  sein;  daraus  folgt  aber,  dass 

(-  1)  »    MM'  =  ^^ 

oder 

»  —  1 

(16) ^^'='"nlf-- 

ist^  mit  andern  Worten,  wenn  man  in  die  Multiplicatorgleichnng, 
die  zur  Transformation  n**'"  Grades  gehört,  statt  c^  irgend  einen  der 
durch  einen  Bepräsentanten  der  nicht   äquivalenten  Klassen   trans- 

formirten  Moduln  und  statt  M  in  diese  Gleichung  -     \.      setzt,  so 

giebt  es  stets  ein  und  nur  ein  M,  welches  mit  einer  Lösung  der  ur- 
sprünglichen Multiplicatorgleichung  zusammenfallt.  Es  bestehen  somit 
stets  die  beiden  folgenden  Gleichungen  zusammen: 

(17)     3f '  +  /j  if)  M'-'  +  U  (c')  M'-*  +  ...  +  /;_ ,  (c')  M 

5^—  1  «  —  1 

+  -  1         /  .  =  0 

'      yv  +  l)(r4-l)...^(p  +  l)(r +  !)..._  ^ 

worin  die  eine  gemeinsame  Lösung  dieser  Gleichung  der  zu  A;^  ge- 
hörige Multiplicator  ist.  Der  grösste  gemeinsame  Theiler  zwischen 
den  linken  Seiten  der  beiden  Gleichungen  würde  wieder  den  oben 
anderweitig  hergeleiteten  Ausdruck  f ür  üf  als  eindeutige  Function 
von  h^  und  (?  liefern,  während  eine  Elimination  von  M  zwischen 
beiden  Gleichungen  eine  Relation  zwischen  Z;^  und  c^  liefern  muss, 
welche  durch  die  Modulargleichung  befriedigt  wird. 


176 


Xennondzwaniigste  Voriesiiii|^ 


Es  soll  femer  antersacht  werden  ^  was  aus  den  Losungen  der 
Multiplicatorgleichong  wird,  wenn  anf  ^  die  beiden  Fundamental- 
iransformationen  ersten  Grades  ausgeübt  werden,  oder  wenn  man 
statt  der  Grosse  c^  in  die  Mnltiplieatorgleicbung 

1  —  (?    und     -i 

setzt 

Zur  Behandlung  des  ersten  Falles  wenden  wir  die  folgende  Me- 
thode an: 

Es  sei  ein  Integral  mit  dem  Modul  1  —  c^  vorgelegt,  und  es 
werde  auf  dasselbe  die  durch  das  Schema 

0-1 

1         0 

dargestellte  lineare  Transformation  angewandt,  welche  nach  den  oben 
für  die  lineare  Transformation  aufgestellten  Beziehungen  das  Integnl 
in  ein  anderes  mit  dem  Modul  c^  und  dem  Multiplicator  —  t  Aber- 
fuhrt.     Wird  auf  das  jetzt  erhaltene  Integral  die  Transformation 

'        ^0 

!  16g    t\ 

ausgeübt,  so  mag  die  Mnltiplieatorgleicbung  für  den  Modul  i?  hierfür 
die  Losung  M  liefern,  es  wird  dadurch  das  vorgelegte  Integral  mit 
dem  Modul  1  —  c^  durch  die  aus  jenen  beiden  Transformationen  zu- 
sammengesetzte Transformation 


(a) 


0  -1 

1  0 


t  0 
161  ( 


-161   —( 
t        0 


in  ein  auderes  mit  dem  Modul  k^  und  dem  Multiplicator 


t—  1 


_  (_  1)  2    .  iM 
übergeführt  sein. 

Wir  wollen  jetzt  wiederum  auf  das  vorgelegte  Int^^l  mit  dem 
Modul  1  —  c*  die  zuletzt  erhaltene  Transformation  (a)  anwenden, 
jedoch  so,  dass  wir  sie  aus  einer  zu  den  Repräsentanten  der  nicht 
äquivalenten  Klassen  gehörigen  Transformation  und  einer  linearen 
zusammensetzen,  also  aus 

u  0 

und 


16  z  «' 


«0     «1 

ßd   ßi 


Soll  diese  Transformation  mit  (a)  identdficirt  werden,  so  ergeben  sich 
die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 

(19) ««0  =  -  16  2, 

(20) na, f, 

(21) IGiCtto  +  u'ßo  =  t, 

(22) 16a;a,  +  «'/3,  =  0, 
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woraus  y  wenn  mit  8  der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  vou  t' 
und  I  bezeichnet  wird^ 

«         /         n  16  £  t' 

folgen ;  wahrend  die  Gleichungen  (21)  und  (22)  in 

(23) —  16  a; .  16  g  +  n/3o  =  ^*, 

(24) —]ßX'\-tß^  =  0 

übergehen.    Da  nun  aus  (24) 

X  =  t^,    /Jj  =  16fi 

folgt^  wenn  ft  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet^  so  giebt  Gleichung 
(23)  die  Beziehung 

(25) -16i,%^  +  ß,^^l, 

welche ;  da  ^  und  -j  relativ  prime  Zahlen  sind^  stets  auflösbar  ist 
und,  wie  man  unmittelbar  sieht,  in  die  Gleichung 

fibergeht,  also  diese  vier  Zahlen  als  Transformationszahlen  einer 
linearen  Transformation  definirt.    Es  mag  sich  aus  (25) 

f*  =  f*i  +  y  2 
ergeben,  so  wird  nur  q  so  zu  wählen  sein,  dass 

x  =  tii  =  t(ii'\-  ~  q 

positiv  und   <  w  <  y  wird,  dann  sind  die  Zahlen  «q,  a,,  /Jq,  ß^ 

passend  bestimmt  als  Transformationszahlen  einer  linearen  Trans- 
formation und  zwar 

a^~0  (mod.  16),  ßo  =  l  (mod.  2),  a^  =  1  (mod.  2),  /3,  -  0  (mod.  16), 

also  eine  lineare  Transformation,  die  zu  dem  Falle  U.  gehört  und 
als  Multiplicator  den  Ausdruck  liefert 

Da  nun  aber,  wie  aus  (25)  hervorgeht,  ßQ  und  -^  zu  gleicher  Zeit 

==  1  oder  r^:  3  (mod.  4)  sind,  und  im  ersten  Falle  die  Exponential- 
grosse  —  i,  im  zweiten  Falle  +  i  ist,  so  ergiebt  sich  der  Multipli- 
cator dieser  linearen  Transformation  in  der  Form 


t. 


-(-1) » 

Wird  nun  die  zur  Transformation 

u  0 

16  a;  H 
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gehörige  Losung  der  MultipHcatorgleichmig,  welche  der  anf  den  Modul 
1  —  c^  ausgeübten  Transformation  it^^  Grades  entsprieht,  mü  M  be- 
zeichnety  so  ist  der  Multiplicator  der  aus  den  beiden  Transformationen 
zusammengesetzten  Transformation 

—  165  —{  : 


die  Grosse 


t      0 


8 


r» 


(-1) '  (-1) '  »jtf', 

und  es  wird  daher  die  Gleichung  bestehen 


<  — 1 

2 


a-i 


f- 


—  (-1)   '    iJlf=-(— 1)   *    (-1)    *     tJf', 
d.  h. 

n  — 1 

(2G) Jf'  =  (— 1)"«    Jf; 

mit  andern  Worten^  wenn  ein  Bepi^entant  der  nicht  äquivalenten 
Klassen  einer  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul  (?  angewandten  Trans- 
formation w^*'"  Grades  den  Multiplicator  M  liefert,  so  giebt  es  stets 
einen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  einer  Trans- 
formation desselben  Grades,  welche  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul 

1  —  c^  angewandt,  den  Multiplicator  (—  1)   ^    M  liefert,  d.  h.  wenn 

wir  in  die  Multiplicatorgleichung   1  —  c^  statt  <?  und  (—1)      Jf 
statt  M  setzen,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen  dieselben  v  Losungen    j 
haben ;  in  welcher  Weise  dieselben  mit  einander  correspondiren,  wird 
durch  die  beiden  Transformationen 


t    0 
16g   i 


und 


u    0 
16a?  w' 


angezeigt,  deren  Transformationszahlen  durch  die  oben  angegebenen 
Gleichungen  mit  einander  verbunden  sind. 

Aus  der  eben  hergeleiteten  Eigenschaft,  die  sich  auch  so  ans- 
sprechen  lässt,  dass  zugleich  mit  der  Multiplicatorgleichung 

(27)Jtf-+/;(e')3r-^+/:.(c^)-a^-'+-"+A-x(c')-'tf+ ,H.xKr+.J.+^ 

IT  * 

wenn  n  ..-    1  (mod.  4),  die  Gleichung 

(28) M'  +  /.  (1  -  c')  Jf' -^ + u  (1  -  c')  -af "' 

+  ...  +  /;._,  (1  _  c«)  Jlf  +         -  ^_^^^     1  -^        ___  =  0, 

V  H. 

wenn  n  -  3  (mod.  4),  die  Gleichung 

(1-W Jl/'-|-/;(l --e-0iLr''-'+/2(l-O-M 


v—s 


+ L/;.    ,ii— t'-Ul/4-     - =^ 
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,  sich  die  For 


I  der  Fu: 


Dei 


uiictioiien  fa  (c')  erkennen. 

ie  Wurzeln   der   beiden  Gleichungen  sämmtlich  übereinstimmen, 

rird,   wünn  «^1  (mod.  4)   ist,    das  folgende  Gleicbuiigssystem 

ihea: 

)-/,(!-»'),  /■,(«')-^(l-«'),  .../•.-,Ct')-/.-(l  -fl, 
ea  sind  diese  Functionen  ganze  rationale  Functionen  von 
-  c'},  so  dass  sich  in  diesem  Falle  die  Multiplieatorgleicbung 

te  Form  setzen  lÖsat: 

jif ' -h  9>,  (c' (1  -  c^))  jr-' +  9,  (c'd -c'»  Ji/'-»  + .  •■ 


0. 


Biegen  n  ^^  3  (mod.  4),  bo  werden  nur  die  mit  geraden  Indices 
!teten  Functionen  jenen  Bedingungen  genügen,  also  auch  ganze 
lale  I'Ninctioncu  von  (:'(1  —  c')  sein,  während  sieb  für  die  mit 
rodem  Index  versehenen  Functionen,  welche  die  Gleichung 

/.,.  +  .(«')--/=,+■  (!-=■) 
idigen,  sclüieasen  lüsst,  dass  sie  die  Form 
^  (o*  (1  —  c»))  {c>  —  i)     oder 
9.(c^(l-c'))(c,^  — O 
l,  aa  dass  für  n  =  3  (mod.  4)  die  Form  der  Multiplieatorgleicbung 
ilgeude  ist: 

h  9>,  (c^  (1  —  <?))  (c,'  -  <?)  M'-'  +  <pj  (c»(l  -  c>))  M'-* 
(<:*(1  —  e»)) (c,^  -  c') ar-' +  -  •  -  +  9».-i (cM  - c*))  (e,»  —  c'J  Jlf 

"T  pIS  +  IX'+l)-..  glP  +  lUr  +  D-    __  ^  ^• 

Bb  soll  nun  ähnlich  wie  vorher  untersucht  werden,  welche  Ver- 
lang die  Lösungen  der  Mujtiplicatorgleichung  erleiden,  wenn  ^ 
e*  gesetzt  wird. 

Jei  ein  Integral  mit  dem  Modul  -j  vorgelegt,  bo  wird  daaselbi; 
1  die  TOD  dem  Schema 

111] 

I  0    1  I 
itellte  lineare  Transformatiun  in  ein  anderes  mit  dem  Integral- 
c'  und  dem  Multiplicator  c  übergeführt.   Wendet  mau  nun  auf 
D  erhaltene  Integral  irgend  einen  Keprüaentantuu  der  nicht  äqui- 

I      '    ^  I 
B&  Klassen     ,  ,• »   ^  M^^''  Transformation  n'"  Grades  au,  so  er* 

I  los    *  I 
sich  ein  Modul,   welcher  eine  Lösung  der  zur  Transformalion 
Irades  gehörigen  Modulargleichung  ist,  und  als  Multiplicator  eiue 
Ig  der  Moltiplicatorgleichung,  die  mit  M  bezeichnet  werden  mag. 
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t-  1 


so  dass  der  Gesammtmultiplicator^  welcher  zu  der  aus  der  Zusammen- 
setzung dieser  beiden  Transformationen  entstandenen  Transformation 

^+  16g   if 

161   t 

gehört,  durch  den  Ausdruck 

(-  1)  ^    Mc 
dargestellt  wird. 

Wendet  man  nunmehr  auf  das  vorgelegte  Integral  mit  dem  Modul 
— i  zuerst  einen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen 

u    0 
16a;  u 
der  Transformation  n^^"  Grades  an^  so  soll  eine  lineare  Transfonnttion 

ßa   ßi 
gesucht  werden,  welche  mit  der  obigen^  in  der  noch  ti,  u,  rr  passend 
zu  bestimmen  sind^  zusammengesetzt,  die  Transformation 

t+  16g    t' 

16g  r 
giebt. 

Da  aber 
u   0 
16a;  u 


«0     «1 

ßo   ßi 


uaQ  tia^ 


16a;  «Q  +  w'/Jq     16xa^  +  w'/S| 
so  ergeben  sich  die  vier  Gleichungen 

(32) uaQ  =  t'\-  16g, 

(33) ua^  =  f 

(34) 16a;ao  +  ^'ßo  =  16g, 

(35) 16a;a, +  w'/3i  =  t', 

und  wenn  man  für  u  den  grossten  gemeinsamen  Theiler  d  zwischen 

^+16g    und    f 

wählt,  so  folgt 

lt.      /         n 


«  +  16£ 


;    «1 


während  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  in  die  folgenden  übergehen: 

(36) 16a;(^  +  16g)  +  w/So  =  16g*, 

(37)  .........     I6x  +  tß^=d, 

Nun  sieht  man  unmittelbar,   dass,   wenn  ctq,  a^,  ß^,  ß^   diesen  Glei- 
chungen genügen,  die  Bedingung  der  linearen  Transformation 

«o/^i  —  «1/50  =  1 
befriedigt  wird,  und  es  folgt  ferner  aus  (37),  dass 

x  =  x^  '\'  tvy  ßi  =b  —  16t;, 
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beliebige  ganze  ZaLl  bedeutet.     Setzt  man   deu  WorÜi 

i  (36)  ein,  so  ergiebt  sich  ilie  GleichuDg 

L  welche    sich,    da  S  der   grösste   gemeinschaftliche  Theiler    zwiachen 
M+  16|  und  ('  ist,  stets  auflösen  lUsst,  und  es  folgen  somit  k,,,  a^,  ß^,  ß, 

1  lineare  Tranaformationszohlen  von  der  Form 

=  l(niod.2),   «,  ^  1  (raod.  2) ,  /S^  —  0  (mod.  16),  /3,  —  1  {mod.2); 

gehört  diese  Transformation  somit  zu  dem  Falle  III  der  linearen 

ktisformation  und  liefert  für  den  Multiplicator  den  Ausdruck 


°  (#-')■'■' 


IS  k'  denjenigen  transformirten  Modul  bedeutet,  welcher  der  Trans- 
Dtttion  n""  Grades 

I        "    *^  I 

I  lux  u  r 

Hlgewandt  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul  ^,  ontapricht  Da  aber 
mr  Integratmodul,  wie  aus  der  Theorie  der  Modularglei  chungen 
kannt  ist,  im  Allgemeinen  dem  reciproken  Werthe  eines  andern 
r  durch  die  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  darge- 
eUt«n  Transformationen  n""  Grades,  auf  ein  Integral  mit  dem  Modul 
'  an^eUbt,  gleich  ist,  so  wird,  wenn  k^  eine  Lösung  der  Modular- 
Bwhong  der  Transformation  n"^"  Grades  für  c^  angiobt,  jener  MuU 
ilieator  der  Transformation  Jetzt  folgendermassen  lauten; 


k,  da  die  beiden  zusammengesetzten  Transformationen,  als  die- 

Transformatiou   auf  dasselbe  Integral  ausgeQbt,  auch  auf  deu- 

ben  transformirten  Integralmodul  führen  müssen,  diejenige  Auflösung 

Eur  Transformatiou   n""  Grades  gehörigen  Modulargleichung  ial, 

relcho  der  Transformatiou 

I        '    ^  I 

,tspricht,  also  das  dem  M  zugeordnete  k. 

Wird  nun  die  Lösung  der  Multipücatorgleicbung,  in  der  -j  statt 
gesetzt  istf  and  die  der  Trausfurmation 

I    U\x  »'   I 
itapricht,  in  der  jetzt  u,  x,  u   fest  bestimmte  Werthe  haben,  M' 
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genannt,  so  ist  der  Gesammtmultiplicator  der  aas  den  beiden  Trans- 
formationen zusammengesetzten  Transformation 

und  es  muss  sonach  die  Beziehung  statthaben: 

(rJ)itfc-(^)ilf-» 


oder 


man  wird  somit,  wenn  man  in  der  Multiplicatorgleichung  ^  statte 

setzt,  die  Grösse  M.  in  -r-  zu  verwandehi  haben,  d.  h.  es  wirJ  rine 

Lösung  der  Multiplicatorgleichung  fär  die  auf  ein  Integral  mit  dem 

Modul  -,  angewandte  Transformation  w*®"  Grades  gleich   sein  einer 

einem  andern,  oben  genau  bestimmten,  Repräsentanten  der  Transfor- 
mation n^^"  Grades  entsprechenden  Lösung  der  Multiplicatorgleichimg 
für  (?•  als  Int^gralmodul,  multiplicirt  mit  dem  Quotienten  aus  dem 
ursprünglichen  Modul  c  und  demjenigen  transformirten  Modul  t, 
welcher  dem  M  für  jenen  Repräsentanten  zugeordnet  ist 

Der  Beweis  der  Irreductibilität  der  Multiplicatorgleichungen  fBr 
einen  beliebigen  unpaaren  Transformationsgrad  ohne  quadratischen 
Theiler  stützt  sich  wesentlich  auf  die  Theorie  der  unendlich  vielen 
Formen  der  '9'-Functionen,  welche  in  der  vierundzwanzigsten  Vor- 
lesung durchgeführt  worden,  doch  ist  es  zur  Ausführung  desselben 
nöthig,  den  Multiplicator  selbst  erst  noch  auf  eine  andere  Form  zu 
bringen. 

Da  nämlich  die  Periodengleichung  besteht 

aus  der  folgt,  dass 

CO 

ä 

a  =  — j ■$ , 

so  ergiebt  sich  für  die  durch  das  Schema 

i   0 
16g    i 

dargestellten  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen  der  fol- 
gende Ausdruck  für  a: 

(38) «  =  t1, 

oder  da  bekanntlich: 

(39) ca  =  2Ä*(0,  %)^, 


Die  Multiplioatorgleichungen. 


las 


(40) 

ist, 

(41) 

also 

(42) 


ß  =  2.^(o,^'->'MY 


a 


1  *(0,  t),« 


- 16  «Y 

7      /j 


«— 1 


Jtf  = 


_  (-1)   *     i.(0,  x),'__ 

•     »(.,^'--,'.W' 


io  dasSy  wenn  c^==^g>^{r)  gesetzt  wird^  die  Multiplicatorgleichung, 
deren  Irreductibilität  nachgewiesen  werden  soU^  die  folgende  Form 
annimmt: 


•  •  •  •  fi^H'^l 


t—i 


(-1)    *  ^(0,  tV        \_n 


worin  <  jeden  Theiler  von  w,  ^'  =  -^    und  g  eine  jede   der  Zahlen 

0,  1,2,  ...  ^'—  1   bedeuten  soll.     Angenommen  nun,  es  hätte  eine 
Gleichung  mit  (43)  eine  Lösung  von  der  Form 


6-1 


*(0,  tV 


» 


(«. 


dr  — 16a:\« 


) 


ganein,  so  dass  die  Gleichung  bestände 

(-1)   »     _      *(0,_t),»    _l        0 


(44) 


9>«  W; 


d 


00  würde  eine  Substitution  von  r  +  16r  statt  r  sowohl  die  g)-Function 
als  die  '^-Function  mit  dem  Modul  x  unverändert  lassen,  wahrend  die 

Grösse      -^  —  ,  wenn 

X  —  rd  izz  a?i  (mod.  &) 
gesetzt  wird,  worin  x^  eine  beliebige  Zahl  <  d'  ist,  in 

d  t  —  16  Ä, 


fibergeht,  so  dass  aus  Gleichung  (44)  unmittelbar  folgt,  dass 

d-_i 

9^   \^h         A  /     öt\^ 


(45) 


9 


» 


(»•  V) 


0 


ist^  wenn  rr^  =  0  gesetzt  worden,  und  aus  dieser  Gleichung  wollen 
wir  schliessen,  dass  auch  der  der  Transformation 

1   0 

0  n 


184 


Neunundzwanzigste  Vorlesung. 


zugehörige  Multiplicator  derselben  genügt.  Nun  ist  nach  frühereu 
Auseinandersetzungen  unmittelbar  zu  sehen ,  dass  eine  lineare  Sub- 
stitution 

existirt;  auf  welche  die  Transformation 

I  d    0 

i  0    d' 

ausgeübt  dasselbe  Resultat  hervorbringt  wie  die  aus  den  beiden  nach- 
folgenden Transformationen  zusammengesetzte  Transformation 


1  0 

«0     «1 

«0        «1 

0  « 

ßo    ßi 

nßt  nßi 

wenn  die  Transformationszahlen  in  folgender  Weise  bestimmt  w^en: 


«/ 


«5*,    ai  =  «1.16<r,    /Jo  =  16/36,        ßx^ß^u 


ao  =  ao,       ai=16al,  6^,  =  lecT/Jj,     6,  =  */5i, 

worin  die  Grössen  a6;  a'i;  ß'^,  ß'i  nur  so  zu  wählen  sind,  dass 

da&ft  — 162d'a;/3i  =  l 
ist.     Wählen  wir  in  unserem  Falle 

«0  =  «1  =  1  , 

so  wird  die  Gleichung  (45)  ofiFeubar  in  die  folgende  übergehen: 

,8  A  —  «oA     (—  1) 


(46)  .  .  F 


9'  Clf^), 


2 


N     g|  T  —  0/:) 

(      Po  —  «e  ^\ 
0.-— « 


=  0. 


Nun  ist  aber 


<^<^7:^)  =  9'«W, 


und  wie  leicht  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (20)  der  vierundzwan- 
zigsten Vorlesung  zu  ersehen,  wenn 


1 


1 


q  =  6o^;    in  =  aoa, 


gesetzt  wird,  da 
ist. 


und 


Po  —  «0 


—  i.  16^'ti 


oder 


n 
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(47) 


(-1) 


9 


-(-1) 


2~  */  fi*     *  (0,  r),*_ 


<y«' 


-Ö" 


d- 


\      n/: 


n/3 


n 


und  es  wird  somit  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des  Verhältnisses 
der  ö  ankommen. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (32)  der  vierondzwanzigsten  Vor- 
lesung^ wie  eine  einfache  Ausrechnung  ergiebt^ 


und 


(T  2  _   _   J24 


J-1 


a,^ 


-.  —  i(-  1)  «  2*<r, 

und  hieraus  folgt,  wie  leicht  zu  sehen, 


»i* 


(-1) 


i 


und  somit  auch 


(-1) 


d-i 


\       0|  T  —  Oj/3 


d 


^ 


/       ^"  "  "^  ^\' 


»  (0,  T),« 

KO.   n) 


t     9 
3 


n        • "'  8 

es  geht  daher  die  Gleichung  (46)  über  in 


(48) 


F 


9>'  (r\ 


^ 


V      n/3  ) 


0, 


woraus  also  folgt,  dass  die  Gleichung  (44)  auch  die  zur  Transformation 

1    0 

0   n 

gehörige  Wurzel  der  Multiplicatorgleichung  zur  Losung  hat. 
Nun  ist  ferner  ersichtlich^  dass  eine  lineare  Transformation 

an   a* 


'0 


io    6, 
existirt,  auf  welche  die  Transformation 

1    0 
0   n 

ausgeübt^  dasselbe  Resultat  hervorbringt^  als  die  aus  den  beiden  nach- 
folgenden Transformationen  zusammengesetzte  Transformation 

t    0 

0  f 


«0    «1 


ßo    ßi 


wenn  die  Transformationszahlen  den  folgenden  Bedingungen  genügen : 
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a,  =  ai,      «,  =  16al/,    ^  =  l^Ji,       A  ==  '  ^f 
worin  die  Grössen  o».  ol.  l^i,  ti  so  za  wählen  and,  dass 

ist. 

Wählen  wir  wieder 

ai  —  ai  =  1, 

so  wird  die  Gleichong  (48)  in  die  folgende  übetgehen: 


f49) 


Nim  ist  aber 


.*/**  —  «»» 


and  ilinlich  wie  Torher 


» 


('•  ^y^r  *"''*  ^*'  '*^* " ''' '  ''^^' "  *^'''  ''^■' 


oder 


(50) 


Femer  ist 


«r  =  »(- 

(LTiV 

■  1)^  * ' 

94 

also 

4          *  * 

•«*  _  - 

1)'2«/ 
«—1 

und  somit  aach 

« 

*(o 

t-j/j 

1 

*(0, 

»V 

Ä- 

f 

»(», 

Eb  geht  daher  die  Gleichung  (47)  über  in 
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'!)• 


>•('), 


l-l)  ' 


-'l'V'!!      _0, 


9{a^ 

foraus  folgt,  dass  tiie  Gleichung  (44)  die  zur  Transformation 

(  0  I 

0  f  r 

ilso    nocb   dem   ersteu  Theile  dieses   Beweises    autli   die   zur  Trana- 
brinatioii 

t    0   i 
16$   t   i 

ehörige  Wurzel  der  Mdtiplinatorgleichung  /.ur  Lösung  bat.    Da  die 
^^leicfaoug   (44)  Bomit   alle   Lösungen  der  Multipliciitorgleidiuiig    £U 
Forzeln  haben  muss,  so  ist  die  letztere  irreductibel. 

Es  erübrigt  endlich  noch,  eine  Methode  anzugeben,  durch  welche 
laii  filr  jeden  nnpaareu  Traiisforniationsgrad  ohne  c{iiad ratisch eu  lliciler 
ie  zugehörige  Multiplicatorgleicliniig  wirklict  herstellen  kann,  und 
War  wird  sich  eine  siolche  vermöge  friüer  aufgeslrllter  Beziehungen 
tunittelbar  ergeben,  wenn  man  erst  den  Grad  der  Coefficienteu  der 
[oltiplicatorgleichang  in  Bezug  auf  den  vorgelegten  Integralmodul 
estimmt  haben  wird. 

Nim  war  aber  »beu  gezeigt,  dass,  weun  man  in  der  Multipli- 
»torgleichuug 

62) M'  +  r,{c')M—+f,{c')M-' 

+  -■  +  /■-.  WJf  +  ^.,4.,,,^,,..;,,.^,,,,.^,,..      -0 

statt  c'  setzt,  die  Lösungen  derselben  in  -.-  übergehen,  oder  dass 
t  jedes  durch  einen  Repräsentanten  der  nicht  äquivalenten  Klassen 
msformirte  h  die  Gleichung 


B3) 


;it  der  Gleichung  (52)  eiue  Losung  gemein  hat. 

Lässt  man  non  c  verschwinden,  so  werden  bekanntlich  die 
(ösungen  k  der  zur  Tranaformatioii  n'*^  Grades  goböngen  ModuUr- 
^eichuug  ebenfalls  verschwinden,  wUhrend  die  M  endliche,  von  Null 

irschiedene  Werthe  annehmen,  welche  gleich  der  Einheit  oder  Brüche 
ind,  deren  Zähler  die  positive  oder  negative  Einheit  und  deren  Nenner 
VoducteausdunPrimfactorcu  der  Zahlt]  sind.  Da  nun  auch  die  Gleichung 
K)  für  die  verschiedenen  trausi'unuirten  Werthe  k  dieselben  Lösungen 

iben  muss,  also,  wie  für  prirazohlige  Transfonnatioitsgradc  leicht  sn 
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sehen,  wenn  i  >  t,  keins  der  Glieder  unendlich  werden  darf,  so  wird 
sich  hieraus  unmittelbar  eine  obere  Gränze  für  den  Grad  der  Functionen 

f,W),f^{c'')..-f.-i{c-') 
ergeben. 

Da  nämlich 

-Bni^        t  [  7  11  M —       ,'\ 

(l  +  e      ''      .2^0+ e      ''      ./;... 

also  für  verschwindende  c,  wofür  auch  g  sich  der  Null  nähert, 

(54) lim  i  =  22 .  e    ''     .lim  i' 

und 

(55) lim  c  =  2Mim  gi 

ist,  80  wird  oflfenbar,  wenn  der  Grad  der  Function 

in  Bezug  auf  i?  mit  r  bezeichnet  wird,  die  Bedingung  dafür,  dass  der 
Ausdruck 

nicht  unendlich  wird,  oder  dass 

p 

Pt 

endlich  bleibt,  dadurch  ausgedrückt  werden,  dass 

^  >  y  4-  -  ?    oder 

oder  es  wird,  da  v  der  höchste  Werth  von  p  ist,  die  oberste  Grenze 
des  Grades  eines  jeden  der  Coefficienten  der  Multiplicatorgleichung 
durch  den  Ausdruck  bestimmt  sein 

i  V  2   /' 

wenn  man  noch  der  Einfachheit  wegen  t'  und  t  so  wählt,  dass  dieser 
Ausdruck  den  möglich  grössten  Werth  erhält.    Nun  ist  aber 

j^  /t'  —  t\  V  /-  t\ V         V .n 

r  \~'2  )  ~  2  V  ~"  r/ ""  Y  ~  2T« 

und  nimmt  für  t'  =  n  seinen  grössten  Werth  an,  so  dass  die  oberste 
Gränze  für  den  Grad  eines  Coefficienten  durch  den  Ausdruck 


2*         2n         T  \     n~~) 


gegeben  ist.     Da,  wenn  n  eine  Primzahl,   v  =  1%-^  \  ist,   so   erhält 
man  als  oberste  Gränze  den  Werth 


Die  Multiplicatorglpichungeii. 


^("^J)^ 


:1er  den  Werth 


•) 


Nachdem  nunmehr  für  die  Multiplicatorgleichung  (52)  eine  Ziihl 
gefunden  ist,  die  der  Grad  der  einzelnen  Coefficienten  derselben 
nicht  übersteigen  kann,  wird  ea  leicht  sein,  diese  Coefäcienten 
nlbsi  zu  finden.  Da  nämlich  nach  Gleichung  (42)  für  den  Reprü- 
wntanten 

I   tt    0  I 
I   0     1    I 
ler  Multiplicator  durch  den  Ausdruck  gegeben  ist 


y^  N  #(0.»rV 

nd  ausserdem 

e'-2',/|l  +,■')(!  +,').-.}"(l-?)"(l-S")'-.., 
1  werden,  wenn  mau  die  Coefticieuten  der  Multiplicatoi^leichung  in 
BF  Form  utnimmt 

öo  +  o,  c'  -|-  öj  c*  +  ■  ■  ■  -|-  o.  _  i  c"  " ' , 
~i~ 
i  den  obigen  Änsdrilcken  für  M,  c'  und  deren  Potenzen  nur  so  vJol 
Glieder  ku   entwickeln   sein,  als  die  Anzalil  der   unbestimmten  Coef- 
eieuten 

,p,  0|.  ...  n„-  i,     b„,  b,,  ...  in_i,  ...  füg,  nif,  ...  »i._i 

i&thig  macht,  um  die  letzteren  dadurch,   dass  man  die  GoefKcienteu 
ler  einzelneu  Potenzen  von  q  verschtvinden  lässt,  zu  bestimmen.    FUr 
lie  wirkliche  Herstellung  der  Gleichungen  ist  zu  beachten,  doss  die 
pben  gefundene  Form  der  Goefficientec  der  Multiplicatorgleiuhuug 
y  (c^  (1  —  c»))     oder    tp  (r*  i,  1  —  c-)}  (c\  -  c-) 
6  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung  gestattet. 
Ich  will  nunmehr  die  Rechnung  zur  Herleitung  der  Muliplicator- 
leicbong,  vrelchc  zur  Trunsformation  dritten  Grades  gehört,  anstellen. 
De,  in  dteseiu  Falle  die  Multiplicatorgleichung  die  Form  bat: 
M*-\-aa{l  —  yc')JW*  +  a,  Jtf-'  +  aal  — 2c')3/---i=(>, 
id«ni    -^  »=  I    die   oberst«  Grunze   des    Grades    der   Coefli(;ieut«n 
iofert,  so  wird  man,  wenn  mau 


*)  Ich  will  bemerken,  dasB,  wi«  leicht  o 
Qnä  —s~    wirklich  erreitht. 


,  der  Cocfficieiit  y 
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^  t  (i4:2g3  +  23«H — y 

und 

c"'  =  lGg(l  —  8g  +  44^^  _  192^3 ) 

in  die  obige  Oleichung  einsetzt  und  einige  leicht  ersichtliche  Reduc- 
tionen  vornimmt;  die  folgende  Bestimmungsgleichung  erhalten: 

(1  +  16(/  +  112g2+...)  — 3ao(l— 32g +  256^2  ^.. 0(1  +  123 +  60jH 

+  9«!  (1  +  8g  +  24g2  -j ) 

-  27 a^  (1  +  4g  +  4g2  H )  (1  —  32g  +  256g2  H )  -  27  =  0, 

oder,  wenn  man  die  Coefficienten  von  g^,  q\  g^  der  Null  gleich  setzt, 
die  drei  Gleichungen: 

1  —  3ao  +  9«!  —  2702  —  27  =  0, 

lö  +  60ao  +  72a,  +  756a2  =  0, 

112  +  204ao  +  216a,  —  3564a2  =  0, 

woraus  sich 

ao  =  — I,     «1  =  2,    a2  =  0 

ergiebt,  und  wir  erhalten  somit  die  zur  Transformation  dritten  Grades 

gehörige  Multiplicatorgleichung  in  der  Form 

Jf  4  _  1(1  _  2  c2)  Jlf  3  +  2  Jf  2  —  i  =  0. 

Genau  in  derselben  Weise  erhalt  man  die  zur  Transformation  fflnften 
Grades  gehörige  Multiplicatorgleichung,  deren  Coefficienten  nur  Fime-     ' 
tionen  von  (^{1  —  c^)  sein  können: 

jjfo  +  \{256cHl  -  c2)  -  26)M^  +  llJlf^  —  12 Jf»  +  7ilP— 2Jf +i-0.' 


Dreissigste  Vorlesung. 

Die  Multiplioation  der  elliptisohen  Fiinotionen. 

Nachdem  wir  einige  algebraische  Untersuchungen  über  verschie- 
dene Klassen  von  Gleichungen  aufgestellt  haben^  welche  unmittelbar 
durch  die  Transformationstheorie  geliefert  wurden^  wenden  wir  uns 
zu  eben  dieser  Theorie  wieder  zurück  und  stellen  uns  die  Frage, 
welche  rationale  Transformation  ein  beliebig  vorgelegtes  elliptisches 
DijBferential  wieder  auf  ein  ebensolches  mit  demselben  Modul  zurück- 
fahrt, oder  für  welche  a  die  Differentialgleichung 
^^N  dx  dy        

für  ein  beliebiges  c*  ein  rationales  Integral  hat. 

Für  diesen  Fall  folgen  offenbar  aus  den  Gleichungen  (16*)  der 
dreiundzwanzigsten  Vorlesung  als  nothwendige  Bedingungen  für 
diese  Art  der  rationalen  Transformation,  welche  aus  später  immittelbar 
ersichtlichen  Gründen  die  MuUiplication  genannt  wird,  die  folgenden: 

oder  durch  Division 

woraus  sich  unmittelbar,  da  die  Existenz  der  Multiplication  für  ein 
beliebiges  c^,  also  auch  für  r,  die  nicht  nur  Lösungen  ganzzahliger 
quadratischer  Gleichungen  sind,  gefordert  wurde, 

a^  =  0,    a^,  —  6j  =  0,    6o  =  0    . 

ergebt  oder  nach  (2) 

1 

d.  h.  —  mxiss  für  den  FaU  der  rationalen  MuUipUcation  eine  ganee 

Zahl  sein,  und  es  wird  sich  daher  jetzt  nur  noch  für  die  Gleichung 
/4\  dy  dx 

(4) v;.— -..t;-^-,.  =^ 


in  welcher  c^  beliebig  und  n  eine  willkührlich  gegebene  ganze  Zahl 
ist,  um  die  Untersuchung  der  Frage  handeln,  ob  derselben  stets  durch 
ein  rationales  Integral  genügt  werden  könne. 


l. 
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\ 


i 

r. 

I. 


■• 


\ 

i. 

i 

I; 

I  ■ 


(.^) 


(6) 


Zur  Losung  des  Multiplicatioustheorems  werden  wir  im 
zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Methoden  anwf 
denen  die  erste,  von  dem  Additionstheorem  der  -d'-Punct 
gehend,  successive  für  wachsende  ganzzahlige  Moltiplici 
Multiplicationsformeln  liefert,  die  zweite,  auf  die  oben  don 
Transformationstheorie  sich  stützend,  unmittelbar  die  Losonj 
beliebigen  ganzzahligen  Multiplicator  ergeben  wird. 

Setzt  man  in  den  Additionsformeln  der   achtzehnten 

(w  +  1)  ^  f^^  **;    ^^  f^  ^} 
so  gehen  dieselben  über  in: 

V.'^((2m+l)t;)o^(t;)o 

V.^((2m+l)t;)^{t;), 
=  -^  ((tn  +  1)  vy  0-  (mi;)o'  —  ^  ((^j  +  1)  v^  ^  (wr),' 

V-^((2w«  +  l)v)2  0'(v)j 
=  0-  ((m  +  1)  t')^^  d'  (w ?;)o2  —  a-  ((w  +  1)  r),*  d  (»wrji 

V.^((2m  +  l)t;)3^(t;)3 
=  d  ((m  +  1)  vy  0-  (w  i;)o2  _  -9.  ((w  +  1)  »^  ^  (i»r)i 

und  setzt  man  ferner 

mv  für  Uy    tnr  für  v, 
so  erhalt  man: 

-^„3 .  ^  (2  mt')o  =  ^  (wt?V  —  -^  (»>*  v)i* 
d,,  .  1^2  •  ^3  •  -*  (2  wt;)i  =  2  {^  (mi;)o  -O"  (mt?)^  d  (mv),  ^i^i 
-^0* .  -»"a  •  ^  (2  »wi;J2  ==     ^*^  (wt;)22  -&•  (mvV  —  d  (mr), 
-ö-o^ .  '9'3  .  -ö"  (2  mv):,  =     '^  (^w v)3^  ^  {^^)o^  —  ^  («•«)! 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  nun  successive  d 

ganzen  Vielfachen  des  Argumentes  v.    Denn  das  System  1 

zuerst 

»(2v\,  »(2v\,  *(2r),,  »(2v)^ 

als  rationale  Functionen  von 

^Wo;  '^l'^)i;  ^(^^2);  -^Wsi 

mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke   erhält   man   aus    dem  System 

Functionen : 

^(3r)o,  ^(3r),,  '^(St;)^,  -^(St;),. 

Dann  weiter  aus  (2)  die  Grössen 

&{4r\„»{-ir),,  #(4r),,  d  (4  r), 
u.  s.  w.,  endlich  die  Functionen 
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^(wt;)o;  ^(nv\,  ^{nv)^,  ^(nv)^ 
für  jedes  ganzzahlige  n  als  rationale  Functionen  von 

^Wo,  ^Wl;  ^^2;  '^K; 

deren  Coefficienten  rational  aus  ^^^  d'2,  &^  zusammengesetzt  sind. 

Gehen  wir  nun  zu  den  elliptischen  Functionen  über^  die  sich 
aus  der  Division  der  obigen  'd'-Formebi  ergeben^  so  erhalt  man^  wenn 


gesetzt  wird; 


CD 


(7) 


sin  am  (2w  +  1)  ti 
ein*  am  (m  +  1)  u  —  sin'  am  mu 


Bin  am  u 


1  —  c*  sin*  am  (m  +  1}  t*  sin*  am  m  u' 

COS  am  (2m+  1)?* 
cos*  am  (w  +  l)u  —  J*  wn  {m  +  i)u  sin*  am  mu 


cos  am  u 


1 


zi  am  u 
und  ähnlich: 


1  —  c*  sin*  am  (w  +  1)  w  sin*  am  mu  ' 

A  am  (2m  +  l)w 
^*  am  (2 w  + 1)  **  —  c* .  cos*  am  (w  +  1)  ^  wo*  am  mu 
1  —  c*  sin*  am  (m  +  1)  u  sin*  am  mu 


(8)  .  .  . 


sin  am  2  m  u 

cos  am  2  m  n 

z/  am  2  m  t  e 


2  sin  am  mu  cos  am  mu  J  am  mu 
1  —  c*  sin*  am  mu  ' 

cos*  am  mu  —  ^*  am  mu  sin*  am  mu 
1  —  c*  sin*  am  m  u  ' 

z^*  am  mu  —  c*  cos*  am  mu  sin*  am  w  m 
1  —  c*  sin*  am  mu 


Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nun  successive  die  Ausdrücke 
der  drei  elliptischen  Functionen  für  ganze  Vielfache  der  Argumente 
durch  die  drei  elliptischen  Functionen  für  die  einfachen  Argumente 
ableiten,  und  es  werden  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Con- 
stanten, wie  man  leicht  sieht,  ganze  rationale  Functionen  von  c^  sein. 
Die  allgemeine  Form  dieser  Ausdrücke  ist  nicht  schwer  zu  erkennen. 
Denn  entwickelt  man,  um  die  Gestalt  von  sin  am  u,  cos  am  u,  z/  am  u 
festzustellen,  die  Multipiicationsformeln   für  die  Vervielfachung  mit 
2,  3  und  4,  so  ergiebt  sich: 

sin  am  2  ft  =  2  cos  am  u  A  am  h 


sm  am  u 


1  —  c*  sin*  am  u  ' 


o  1  —  2  sin*  am  u  +  c*  sin*  am  u 

COS  am  2m  = ,       .  .  *  , 

^  1  —  c*  sm*  am  u  ' 


^  am  2  u 


1  —  2  c*  sin*  am  u-\-  c*^  sin*  am  u 
1  —  c*  sin*  am  u 


o      •  3  —  4  (l  +  c*)  sin*  am  u  +  C  c*  sin*  am  u  —  c*  sin**  am  u 

sm  am  iJ  «  —  sm  am  ^/  .  ^  _  ^  ^,  ^^^  ^^^  u  +  4  c«  ( 1  +  c*)  ain«  am  tl-  3  c*  sin« am  u ' 
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COS  am  3  tt  =  cos  am n  .  z — ^  ,  .  .-  -  -  r ^^y.  r  »^~-  « -T-r  --. , 

.        o  A  1  —  4c^8in*amu+6c*8in*amtt — 4c?  ßin^  am  u+c*  sin"  am  u 

z/am  6n  =  z/am  ti  •  -    -;,---.-, ,  -t-ot;-,— ^-  -« ?r-i . 

1  —  6c*  sm»  am  «  +  40*  (1  +  c*)  sm^  am  m  —  3 c*  siu*  am  u ' 

4Binamt*  — 8(1 +c')  einsam  tf+20c*8in''amM  — 8(1  —  c*)c*sin'amu — 20c*ßiii*j: 

smam^?«  —  ^  __  ^^^^  sini  am  i*  +  32(1  +  c^)"  c«  sin«  am  m  ^^2^(¥+~29c«  ^^8c*)"^  iBin*"» 

+  32  (1  +  c«)  c^  Bin^<»  am  tt  —  20c^  sin»*  am  t«  +  c**  sin'«  ai 

1  —  8Bin2amt*+(8  +  5c2)8in*amt*— 8(3+4c2)c*8in«amM+2(274-2c»)c»8iVai 

A  —  8(3  + 4  c*)c*  Bin*<»amw  + (8  +  5  c*)c*  ein"  am  t*  — 8  c^siu*^  am  M  4- c^8m**aii 

1  —  20  c«  8in^  am  t*  +  32  (1  +  c«)  c«  sin«  am  t*  —  2  (8  +  29  c«  +  8  c<)  c*  an'  an 

+  32  (1  +  (?)  c*  8in>o  am  w  —  20c<^  sin'*  am  t*  +  c®  sin^^am 

1— 8c*8in*amw+4(5+2c*)c*8in^amM— 8(4+3c*Jc*sin«amu+2(8+27c*+3c<>%iBTMH 

.  .     --8(4  +  3c*)c<sin'0amM  +  4(5  +  2c*)c'^sin'*amu~8c''8in"amu+c''iia"aaa 

am     M  —  -  _  ^^  ^^  ~^^  ^^^  ^  ^^-  Ij-^  j^y^i-giäe  am  w  —  2  (8  +  29c«  +  8c«)  c^aii*»« 

+  32  (1  +  c«)  c*  sin^o  am  t*  —  20c*  ein»«  am  w  +  c*«  an»»« 

Es  ist  somit  der  Zähler  von  sin  am  2u  von  dem  Factor  cos  am  h 
X  z/  am  n  abgesehen  eine  unpaare  Function  von  sin  am  u  vom  Grade 
2'  —  3,  der  Nenner  eine  paare  vom  Grade  2^,  der  Zähler  von  sin  am4i( 
von  cos  am  u  z/  am  u  abgesehen  eine  unpaare  Function  von  sin  am  n 
vom  Grade  4^  —  3,  der  Nenner  eine  paare  vom  Grade  4^;  für  cos  am  2«, 
zf  Q,m2ti  sind  Zähler  und  Nenner  paare  Functionen  vom  Grade  2*, 
für  cos  am  4«,  z/  am  4u  vom  Grade  4^.  Ferner  ist  der  Zähler  von 
sin  am  3?e  eine  unpaare  Function  vom  Grade  3^,  der  Nenner  eine 
paare  vom  Grade  3^  —  1;  die  Zlhler  von  cos  am  3  h,  ^  am  3«,  resp, 
von  den  Factoren  cos  am  h,  ^dsimu  abgesehen ^  paare  Functionen 
von  sin  am  a  vom  Grade  3'^  —  1,  die  Nenner  auch  vom  Grade  3*  —  1. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  das  aus  diesen  Ausdrücken  leicht  zu 
entnehmende  Entwicklungsgesetz  für  die  elliptischen  Functionen  von 
vielfachen  Argumenten  allgemein  richtig  ist. 

Das  Gesetz  lautet  folgendermassen : 

Der  Zähler  von  sin  am2ku  ist  von  dem  Factor  cosam  n.z/amu 
abgesehen  eine  unpaare  Function  von  sin  am  w  vom  Grade  (2Ä;)-  —  3, 
der  Nenner  eine  paare  Function  vom  Grade  {2ky.  Für  cos  am  2iu 
und  zf  am  2 Ich  sind  Zähler  und  Nenner  paare  Functionen  vom  Grade 
(21cy,  Ferner  ist  der  Zähler  in  der  Entwicklung  von  sin  am  (2k  +  1)m 
eine  unpaare  Function  von  sin  am  u  vom  Grade  (2k  +  1)^^  der  Nenner 
eine  paare  vom  Grade  (2k  +  1)^  —  1;  die  Zähler  von  cosam(2Ä  -}-  1)  f(, 
z/  am  (2Ä -f-  l)  u  sind  resp.  von  den  Factoren  cos  am  u,  z/  am  f(  ab- 
gesehen paare  Functionen  von  sin  am  n  vom  Grade  (2/;  -{-  1)^  —  1, 
die  Nenner  ebenfalls  vom  Grade  (2k  +1)^  —  1. 

Um  dieses  Gesetz  allgemein  zu  beweisen,  nehmen  wir  au,  es 
werde  bis  zu  einer  bestimmten  Grunze,  bis  zur  geraden  Zahl  2m  imd 
zur  ungeraden  Zahl  2ni  -{-  1  hin  befolgt,  es  soll  gezeigt  werden,  dass 
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es  auch  für  die  nächste  gerade  Zahl  2  m  -|-  2  und  die  nächste  ungerade 
Zahl  2m  +  3  gültig  bleibt,  und  zwar  wollen  wir  diesen  Beweis  nur 
für  die  Function  sin  am  (2m +  3)  w  an  dieser  Stelle  durchführen; 
genau  dieselbe  Methode  führt  auf  die  audern  Functionen  angewandt 
zum  gleichen  Resultate. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  Fr  eine  ganze  Function  r*®"  Grades 
VOM  sin  am  u  mit  nur  ungeraden  Potenzen  dieser  Grosse  und  mit  /i 
eine  Function  s**^**  Grades  mit  nur  geraden  Potenzen  von  sin  am  n^  so 
wird  die  erste  der  Gleichungen  (3),  welche,  wenn  m  +  1  für  m  ge- 
setzt wird,  in 

.  /o        I    o\  1  8Jö*  am  (w  +  2)  tt  —  sin*  am  (w  +  1)  t* 

gin  am  (2m  +  3) n  =  -. ,     \^  •  »— S— - r «t- ---»—  /     ,  ,x 

flbergeht,  für  die  Annahme,  dass  m  -f-  2  eine  gerade,  also  m  -{-  1  eine 
ungerade  Zahl,  nach  der  gemachten  Voraussetzung  die  Form  an- 
nehmen : 


(«)  .  .  sin  am  (2  m  +  3)  u  =  - — -^ 

1  -  c«  • 

'2  (m  +  2)'  12  im  -}-  1)'  —  2 


'2 (m  H-  2p  /a (m  +  1 )» -  2_ 

2(m  + 2)^  —  2  /2(m-4-l)' 


Somit  wird  der  Grad  des  Zählers,  der  offenbar  nach   ungeraden 
Potenzen  von  sin  am  u  fortschreitet, 

2  (m  +  '2f  +  2  (m  +  1)2  —  1  =  Am^  +  12w  +  D  =  (2m  +  3)^ 

und  der  des  Nenners,  welcher  eine  gerade  Function  von  sin  am  n  ist : 

2(m  +  2)2—  2  +  2(m  +  iy=4m^  +  12m  +  8  =  (2m  +  3)2-1 

sein. 

Ist  umgekehrt  m  +  2  eine   ungerade,    also  m  +  1   eine  gerade 
Zahl,  so  lautet  die  obige  Gleichung: 

■^2(1/1  +  2)'  —  1  ^2  {m  -f  D«  -  3 


/2(w  +  2)^  —  2 /i  (m  +  D' 

,  .        /2(/^i4-2»^  /2(m+l)'-2 

1    C      •   \n'    '  ■ 


(/J)  .  .  sin  am  (2  m  +  3)  n  = 'j±!i±lf 

's 

'2 (n*  +  2)'  -  2  fi (;«  +  1)'^ 

und  der  Grad  des  Zählers,  der  nach  ungeraden  Potenzen  von  sin  am  u 
fortschreitet,  ist: 

2  (m  +  2)2—1  +  2  (m  +  1)'^  ==  {2m  +  3)2, 

der  des  Nenners,  welcher  eine  gerade  Function  Von  sin  am  u  ist, 

2(m  +  2)2  +  2(m+  1)2  —  2  =  (2m  +  3)2  —  1, 

Es  ist  somit  das  bis  zu  einer  bestimmten  Gränze  hin  als  richtig 
angenommene  Gesetz  aligemein  bewiesen. 

Wir  erhalten  somit  für  sin  am  ntif  wenn  n  ungerade  ist,  die  Form: 

üx  sin  am  u  +  «j,  sin'  am  i*  +  •  — h  '*n'  sin"  am  u 

sinamnt/=  -  -  —    -  ._.        , 

1  +  6g  am-  am  n  +  64  sin*  am  ti  +•  +  /'^,  __  1  sm         am  u 

13* 
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und  wenn  n  gerade,  die  Form: 

a,  sin  am  u + 03  sin^  am  w  -| 1-  a_,_,Bn"^^iai 

8mamn7(  =  cosamt(z/amn* ^^-== -r— 

1  +  &2 sin* am w + ^4 sin* am  u  -\ J-6,t nn  an 

welche  Ausdrücke;  da  sich  in  beiden  Fällen  für  «e  =  0 

(sin  am 
sin  am 
ergiebt, 

für  ein  ungerades  n  in: 
,_       .  siqamtt  +  ^jsin'amu+^ssin^am«-! [--4_,sm'Mi 

(9)  smamwn  =  w —  - —^rr' 

1  +  2)2  sin*  am  u  +  D4  sin*  am  u  -| f-  D^r__i  sin     « 

für  eine  gerades  n  in: 

....    .  Binamu+^^iSin^amw+ilssin^amuH h^iJi 

(10)  sin  am  nu = n  cos  am  u  z/am  ti 


»1  =(  --  1--- j      =n 


^ 


1  +  Dj  sin'  am  u-\-  D^  sin*  am  u  +  — [- 
übergehen. 

Setzt  man,  um  Bestimmungsgleichungen  ßir  die  Coefficientn^ 
erhalten,  in  den  Ausdruck  von  sin  am  7in  für  ein  ungerades  11 

n  +  iC  statt  t(, 
so  erhält  man,  da 

sin  am  (u  +  iC)  =  — ; — 


€  sm  am  u 


sin  am  (nu  +  niC)  =  ■-- — 


c  Sin  am  nu 
ist,  die  folgende  Gleichung: 

-        -T—  ^«   •  -.■      -■     —    -   — f—  jA.k   '     ~ "T"    *  *  *   "T~  Ä  »  •  ~j" 

1  csinamu  c^sm'amM  *    c'^sin^am«   '  ^  ft 

~     *    c*  sm«  am  u  ^     ^   c'  sm*  am  m  ^     ^     *  —  1  c*      m 

oder: 

1    c'^'-^bin^'am  w + I>,c**'~^sin"'-^am  m + 7)4C*'"^8in*'-^am  «  +  •• + i),^ 

sinamw?f=    • —..  , —  ,- -    -  -  ,  ,,       -  .. = -v — ,—. 

^*    c""-^  sin"  -^  am  «  +  A^  c^  -^  sin'*-'*  am  m  +  ^  c"^*  sin"  "^  am  n  + 

Die  Identificiruug  dieser  Gleichung  mit  der  oben   für  sin  am 

erhaltenen  giebt  die  folgenden  Beziehungen  zwischen  den  Coefficiei 

des  Zählers  und  Nenners: 

n»  — 1 

n  An  =  - ,  i       oder  An 
nA„-i-2  =      /    ^  oder  c 


n  Ajc-  -  4  ==      Ä     '  ^         oder  c 


n'-    r. 


n  A^n 


?  "^ 

c 

2 

n 

D, 

s^ 

=  M^,3 

—  2 

i.«-l 

0    « 

A  = 

— 

W  A- 

-4 

2) ,  ü!~J 

n  A^  ==  -—  7  ^  C'  oder  r-  D^^  _  3  =  n  -4..  o    - 

**         //  A-.  •* 


w  ==     ".       oder  /),,j  __  i  =  n  6'    -     . 


«' 
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Vergleicht  man  die  Coefficienten  im  Nenner  der  beiden  Formeln, 
erhält  man  dieselben  Relationen. 

Femer  ist  unmittelbar  aus  den  Formeln  (a)  und  (ß)  zu  ersehen, 
SS  im  Nenner  von  sin  am  nu^  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  die 
sdrigste  dort  vorkommende  Potenz  von  sin  am  u  die  vierte  ist,  dass 
5o  in  unsern  Formeln 

0  auch  nach  den  obigen  Relationen 

^n'  -  2  =  0 

rd. 

Die  noch  unbestimmt  gebliebenen  Coefficienten  des  Zählers, 
Iche,  wie  wir  wissen,  ganze  rationale  Functionen  von  c^  sind,  lassen 
li  berechnen,  indem  man  die  Gleichung  für  sin  am  nu  mit  dem 
amer  der  auf  der  rechten  Seite  derselben  befindlichen  rationalen 
netion  von  sin  am  u  multiplicirt  und  beide  Seiten  nach  Potenzen 

1  u  entwickelt.    Wir  werden  später  diese  Coefficienten  auf  andere 
eise  bestimmen. 

Um  für  sin  am  7m,  wenn  n  gerade  ist,  ähnliche  Relationen  zwischen 
1  Coefficienten  der  rationalen  Function  von  sin  am  u  herzuleiten, 
Mtituire  man  wieder 


li  +  o   statt  u, 


an  wird 


sin  am(H  +  !!  )  =  — 

V      •     2  /         c  Bin  am  u 

cos  am^^f  -j-  ^^  = 


—  ^c^ 


c  cos  coam  u 
[  z/  am(?6  +  ^)  =  —  ic  tang  am  u 

(I    <u'\  ^        /      I    o)\  c.cotansramn  cos  am  u^ am  w 

'     2  /  \      '     2  /  c  cos  coam  u  c  sm*  am  t*     ' 

I  da 

sm  am^Mit  +   ^)  =  sin  am  n , 

I  n  gerade  ist,  so  wird  sich  aus  der  obigen  Gleichung  für  sin  am  nxi 
2h  diese  Substitution  die  folgende  ergeben: 

sin  am  nu  =  —  w  .  cos  am  i( .  ^  am  u 

__i _L._._^-?    __    _L      ^A^    .      +...4- ^^^^^ 

c  sin  am  w      c'  sin'  am  u      c*^  sin^  am  w  c***"" '  sin*'""  ^  am  w 

c  Sin«  am  w  +    -  +  .   .  / h  -  i  — ,  — ^v— y—  - 

*    c     '  c'am^amw  '   c'*^^8in*^^amu 

B=s  — '  n .  cos  am  u  z/  am  le 

»*^*  am  «  -|- -4j  c*  ~*  sin**'""^  am  t*  +  -4.5  c"''  ^  sin"'"^  am  u  -| 1-  A^^_^  c*. sin  am  u 

^*^n« am »  +  c"' - ^  D,  sin**'" -  am  w  +  c'*'" *  D4  sin'*'" ^  1*+ •  •  •  JD^,  '^ 
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woraus  man  wieder  durch  Vergleichung  mit  dem  oben  gefundenen 
Ausdrucke  die  folgenden  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  des 
Zählers  erhält: 

n^-'^'^    oder    ^f-'^ 1 

nA-x  = T\     -      oder        y^ —  =  —  A» 


n-i  —  4  -«'  -  4 


M  .4„»  _  5  = ^ oder    — ^ —   =  —  ^n'-  5 


/»*  H' 


und  aus  der  ersten  und  letzten  Gleichung: 


«1  »'j- 4 


Ebenso  liefert  die  Vergleichung  der  Nenner  die  Relationen: 

^  l>n'  -  2 

1)2  =  -^^. 6- 

^  D , 

• 

wovon  die  letztere  Gleichung  für  7)»^  den  schon  früher  gefundenen 

Werth  liefert. 

Da    endlich    auch    hier   2)2  =  0   ist,    so   folgt    aus    der   ersten] 

Gleichung 

2)„,_2  =  0. 

Man  erhält  somit  für  den  Zähler  und  Nenner  jener  rationalen 
Function  von  sin  am  u  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  der  gleich 
weit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Glieder  und  wird  sie  selbst 
wieder  durch  Reihenentwicklung  finden  können. 

In  derselben  Weise  kann  man  cos  am  wm,  jä  am  nu  als  rationale 
Functionen  der  drei  elliptischen  Transcendenten  sin  am  h,  cos  am  m, 
z/  am  II  entwickeln  und  ähnliche  Relationen  zwischen  den  Coefficienten, 
die  wieder  ganze  rationale  Functionen  von  c^  sind,  genau  nach  der- 
selben Methode  herleiten. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Behandlung  der  Multiplication  nach 
der  zweiten  Methode  über,  welche  sich  auf  die  Theorie  der  IVans- 
formation  stützt,  und  mit  Hülfe  deren  sich  die  Multiplicationsfonneln 
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unmittelbar  aus  den  oben  entwickelten  Transformationsausdrücken  her- 
leiten lassen  werden. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  es  zu  jeder  auf  ein  elliptisches  Integral 
ausgeübten  Transformation  w**^"  Grades,  welche  durch  die  Transfor- 
mationszahlen 

«o>  «i;  *o>  *i 
definirt  sein  mag,  stets  eine  andere  Transformation  m*'"  Grades  giebt, 
welche  das  transformirte  Integral  wieder  auf  ein  Integral  mit  dem 
ursprünglichen  Modul  zurückführt.  Denn  da  der  Modul  sowie  das 
Argument  der  transformirten  -O*- Function  durch  die  Ausdrücke  be- 
stimmt werden: 

so  wird  offenbar  die  durch  die  Transformationszahlen 

—  ^;   «l;  ^o;   —  «o 

gegebene  supplementäre  Transformation  n**'"  Grades,  wenn  t  und  t) 
Modul  und  Argument  der  neuen  transformirten  '^'-Function  bezeichnen, 
die  folgenden  Beziehungen  liefern: 

1/  ■/     j-         ,        V  —   --  —  ^ 

fllX    -j-tto'  — Qq  —  Oj  T 

oder  mit  Benutzung  der  oben  für  t'  und  v   gefundenen  Werthe: 

^  =  r,     \)  =  —  nv. 
Das  neue  transformirte  d"  lautet  somit: 

d'(nVf  t), 

und  man  erhält  den  Satz,  dass  man  durch  Anwendung  einer  Trans- 
formation und  ihrer  sitpplemcntären  zur  MuUiplicaHmi  gelangt  *) 


^)  Es  ist  nicht  unwesentlich,  zu  zeigen,  dass  unter  den  Transformationen, 
die  zu  einem  bestimmten  Grade  n  gehören,  im  Allgemeinen  keine  vorkommt, 
welche  den  Modul  t,  der  beliebig  sein  soll,  unverändert  Ulsst  und  das  Argument 
mit  einem  Multiplicator  behaftet,  d.  h.  unmittelbar  die  Multiplication  liefert. 
Denn  da 

6.,  —  O,,  T 
T    =  ,    , 

«I  T  —  Ol 

SO  müsste,  wenn  dies  der  Fall  w^äre,  für  dieses  System  von  Transformationszahlen 

a^t—  6| 
sein  oder 

a,T*  +  (rto  —  hi)T  —  6o  =  0 

für  jedes  beliebige  t  befriedigt  werden.    Daraus  würden  aber  für  die  Transfor- 
mationszahlen  die  Bestimmungsgleichungen  folgen: 

a,  =  0,     ao  =  6,,    6o=0, 

welche  in  der  That  für  t'  wieder  den  Werth  t  und  für  das  transformirte  Argu- 
ment v'  den  Werth: 
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Wir  wollen  nun  die  beiden  einfachsten  Transformationen  aus- 
wählen, die  successive  auf  ein  beliebiges  elliptisches  Integral  ange- 
wandt die  Multiplication  liefern. 

Wendet  man  nämlich  auf  die  O-Function 

O"  {v,  r)a 

die  Transformation  w^^"  Grades  an,  welche  durch  das  Schema 

1    0 

0   n 

repräsentirt  ist,  so  sind  das  Argument  und  der  Modul  der  trans- 
formirten  O-Function  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

und  68  lässt  sich  nach  Früherem  \ 

als  ganze  homogene  Function  w*^"  Grades  zweier  '^'-Functionen  des 

vorgelegten  Integrales   ausdrücken.     Wendet  man  nun  auf  ^\y,  -)^ 

die  durch  das  Schema 

n    0 

0    1 

dargestellte  Transformation  an,  für  welche  der  Modul  der  neuen 
'O'-Function  in  den  w-fachen  und  das  Argument  ebenfalls  in  das  n-fache 
des  früheren  übergeht,  so  wird  sich  die  neue  -O'-Fuuction 

welche  sich  wieder  als  ganze  homogene  Function  n^^^  Grades  zweier 
'^•-Functionen  von  der  Form 

^U    -) 

ausdrücken  lässt,  als  ganze  homogene  Function  des  n^**^"  Grades  durch   \ 
die  ursprüuglichen  ^-Functionen 

d'iv,  r) 
darstellen  lassen. 

Es  ist  klar,  dass  wir  bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Multipli- 
cationsformeln  nach  dieser  Methode,  sowie  es  in  der  Transformations- 
theorie geschehen,  den  Fall,  in  dem  n  ungerade,  von  dem,  in  welchem 
es  gerade  ist,  sondern  müssen. 


nv  n  .V        bi^v       , 

Ol  —  a,  T  Ol  Oj 

liefern,  während 

wird.  Wir  sehen  somit,  dass  vv/r^  wenn  der  Grad  der  Transformation  ein  voll- 
ständiges Quadrat  ist,  die  Multiplication  unter  den  Transformationen  selbst  vor- 
kommt. 


Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen.  201 

Sei  also 

1)  n  eine  ungerade  Zahl, 
dann  ist  nach  den  Gleichungen  (28)  bis  (31)  der  sechsundzwanzigsten 
Vorlesung,  wenn  dort: 

ao  =  w,    a,  =  0,    t^  =  0,    fcj  =  l,. 

«  =  6,  —  «1  r  =  l 

gesetzt  wird,  und  m  eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeutet: 

»(„«,z),-c»(»,  j),[»(.,  :.)>(t.  :):-»(•'  -;)>(■:-.-,;);] 


«—1 


•  •  •  [»(".  „•):  »("7-'  ■  T. :):  - »('-  ■:):  »c-i '  ■ : . ;):]. 


•  — 1 


•  •  •  [»(».';):  H"  r  •  T.  vX  - »(«.  :x  »("-7 '  • : .  :X]. 


•— 1 


„  •"»(«»,.),-c»(«.  a[*(«.wXHv.  :X-»(«.  :X»(?-  ;X] 

[*(».::X*ev.:-X-H».--x »('.".  ;X]- 
•  •  •  [»(».  ^x»(-7-'  •  z<  il-K'.  =x»("7'  •  -:-.  -X]. 

und  wenn 

«0=1;     «1=^;     ^Q  =  ^K     b^=.n, 

6  =  r, 

nnd  jy    eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  bedeutet,  nach  eben  denselben 
Formeln: 

»0'  -h\ = ^^ ('''  ^)'  [* (^''  ^)''  ^diT'  ^X  -  * (»•'  ^)..-"  *(V'  0!] 

[*  (.,  r\^  *Pf ,  r);  -  *  (..  r),^  ^('^ J^  r)]]  •  •  • 
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Mit    Hülfe    dieser    Ausdrücke    lassen    sich    offenbar    die  vier  ^- 
Functionen  . 

ganz  und  rational  durch  die  vier  '^'-Functionen 

ausdrücken;  und  zwar  sieht  man    unmittelbar  aus  den  oben  aufge- 
stellten Formeln^  dass  sich 

d'(nvjt)^  und  d'(nv,t)Q 

als  homogene  ganze  Functionen  des  w^"^"  Grades  von 

'0'(t',  t),  und  d'{Vf  r\, 
dagegen 

d'(nvj  r)2,    ^{nvy  t\ 

sich  als  eben  solche  Functionen  von 

.    ^0';^)2^     '^•(t;,  r)3 
darstellen  lassen. 

Statt  nun  zur  wirklichen  Ausführung  dieser  Rechnung  die  in  den 
letzten  vier  Gleichungen  gegebenen  Ausdrücke  in  die  ersten  vier  ein- 
zusetzen, wollen  wir  ähnlich  wie  in  der  Theorie  der  Transformation 
eine  ganze  homogene  Function  des  w^**^"  Grades  von  0*  (v ,  r)^  und 
^(v,  t\  bestimmen,  welche  für  dieselben  Werthe  des  v  verschwindet, 
die  d'(nv,  t),  zu  Null  machen. 

Es  wird  aber  offenbar 

d-(7lVj  r), 

verschwinden,  wenn  v  die  Werthe 

n 
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annimmt,  worin  m  und  ni  alle  Werthecombiuationen  aus  den  folgen- 
den Zahlen  beigelegt  werden: 

m:0,  ±1,  ±2,  •••  +  ''^- 

m:0,  +1,  ±2,  ••.•±"7^- 

Da  die  Zahl  dieser  Werthecombinationen  gerade  n^  beträgt,  und 
diese  ausserdem  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  nicht 
bloss  um  ganze  Zahlen  oder  ganze  Vielfache  des  t  sich  unterscheiden, 
so  wird  man  die  ganze  homogene  Function  n^^«^"  Grades  der  Grössen 
#(y,  r), ,  ^(v,r)f^  unmittelbar  bilden  können,  indem  man  alle  die 
Werthe  des  v  kennt,  für  welche  sie  verschwindet. 

Fasst  man  nun  je  zwei  der  Factoren  zusammen,  die  für  entge- 
gengesetzte Werthe  der  Argumenta  verschwinden,  so  ergiebt  sich 
offenbar  die  folgende  Gleichung: 

m,  m' 

worin  m  die  Werthe:  1,  2,  3,  ••  •     ~    ,  w'  die  Werthe 

und   wenn  m  den  Werth  0  hat.  m'  die   Werthe  1,  2,  3,     •  •  ——- 

annimmt. 

Statt  nun  in  derselben  Weise  die  drei  andern  Functionen 

'S"  (w  V,  t\  ,    #  (n  V ,  t).^  ,    %  (n  v ,  t)3 

KU  behandeln,  wollen  wir  deren  Ausdrücke  aus  der  ebengefundenen 
Gleichung  für  d  (nv,  r)i  durch  Substitution  von  halben  Perioden  her- 
leiten. 

Setzt  man  nämlich 

V  +  ^-  für  Vy  also  nv  +  V    *>     +   ., )  ^  ^^*^  ^*''? 


so  erhält  man: 

M   —  I 


Substituirt  man  ferner 

V  —  :,   für  r,  also  nv  —  ( "    -  )  —     ■  für  nt\ 
SO  folgt: 


—  1 


T/i,  W' 

Endlich  ergiebt  sich  durch  Substitution  von 
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V  — -  für  Vj  also  nv  —  (~*>  ~)  —  o   ^^^^  ^^ 


aus  der  zweiten  dieser  Gleickungen: 

in,  m' 

worin  dem  m  und  m    wieder  die  eben   näher  bezeichneten    Werthe 
beizulegen  sind. 

Die  Constante  erhält  man^  wenn  man  z.  B.  in  der  zweiten  dieser 
Gleichungen  das  Argument  verschwinden  lässt^  in  der  Form: 

n  —  l 

(- 1)"  ^ 


C=- 


.o"'-^/7Kn-); 


w,  ih' 


Dividirt  man  nun  die  beiden  ersten  Gleichungen  durch  einander, 
so  folgt,  wenn  man  im  Zähler  innerhalb  des  Productes  das  Zeichen 
umkehrt: 


n  — 1 


oder  wenn 


9~ 


V  =  W 


gesetzt  wird, 


sin*  am  u 


n  —  l 


sin  am  7iii  =  (—  1 )   ^    sin  am  w  FT 


ßin*  am 


CO 


/«,  m' 


n 


m 


1  —  c*  sin*  am  u  sin'  am 


n         y. 


(0 


TT 

in,  m' 


sin'^  am 


7t 


c 


2 


Da  sich  nun  für  u  =  0  hieraus  die  Beziehung  ergiebt 


n—l 
2 


Q) 


(11)...  »=(-1)  *  fj 


sin^  am 


m--  -{-  m  (o 


n'-  1 


91 


w,  m' 


SO  geht  die  letzte  Geichung  über  in 


1  — 


sin*  am  \i 

CO 


m 


( 12)     sin  am  nn,  =  n  sin  am  u  1  I  ' 


sin*  am 


m.  Wi" 


1 — c*  sin*  am  m  sin*  am 


2  +  m  «  \ 
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Ebenso  erhält  man  aus  den  oben  aufgestellten  '^-Formeln   für 
das  n-fache  Argument 

/      1  _ 


sin'  am  u 


(13)    COS  am  nu  =.  cos  am  u  j  j 

m,  7/1 


0} 


#    0 


m      -\-  m  (o 


sin*  coam 


n 


(O 


r      t 


1  —  c*  sin'  am  u  sin'  am 


m—  -\-m  tu 

2 


n 


zugleich  mit  der  Relation 

(14) 

und  endlich 


©        =  Tl  *^*'*'  """^ 


CO  / 


n 


7/i,  7« 


(15)   /l  am  nn  =  ^  am  uT  T 


CD 


r       > 


m  ^^  +  m  CO 
1  —  c'  sin'  am  u  sin'  coam  l  — 


n 


m.  Vi' 


1  —  c'  sin'  am  u  sin'  am 


mit  der  Beziehung 


(IC) 


»•'— 1 


(a 


I 


=  FT  z/2  am 

7«,  7/i' 


m     •  +  Wi  ca 


i/ 


Sei  nun 
2)  n  eine  gerade  Zahl, 
so   bilde  man  wieder   nach  den  früher   entwickelten  Principien    die 
Ausdrücke  von 

^  (w  r,  t\  ,     ^  (w  t-,  t)i  ,     ^  (w  r,  r).^ ,     <^  (w  t',  r)., 
darch 

*(«''  «)„'  ^(^'^  :X'  <^'  x  <'''  ix 

und  drücke  ferner  wieder  diese  letzteren  Functionen  durch 

^  (^';  ^)o ;     ^{v,t\,    d^  (v,  t\ ,     a-  (r,  T  )3 

aus,  so  ergiebt  sich,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  wenn  mau  beachtet, 
dasfl 

<a(?02^  ^Wa*  durch  l^(tOoS  ^(Oi' 
linear  und  homogen  ausdrückbar  sind,  dass,  wenn  M  eine  Constante 
bezeichnet: 

^(tii;,r),=J/.^(r,T)„.'^(r,r),.a(r,r)2.'^(t^T)3.F{0-(r,r)o, '9'(r,T),}, 
'W'orin 

ein  ganze  homogene  Function  des  n^  —  4**^"  Grades  der  Grössen 

•^•(V,  T)^,,       -»-(r,  t)i 
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vorstellt,    die    nur    in    geraden    Potenzen    in    dieser    Function    vor- 
kommen. 

Statt  nun  diese  Formel  durch  wirkliche  Substitution  zu  entwickeln, 
wollen  wir  wieder  die  NuUwerthe  der  Function 

benutzen,  um  uns  eine  Function  von  der  eben  festgestellten  Form  zu 

bilden. 

Da  alle  NuUwerthe  dieser  Function  durch  den  Ausdruck  gegeben 

sind 

m  4-  w't 

n        > 

worin  m  und  m  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  so  werden  wir,  von  den 
Combinationen : 

^;  ^5  ^>    2  '    2 '       '    2  '    2 

abgesehen,  von  denen  jede  einen  der  Factoren 

^Wo,       ^Wu      -^^2.       -^^3 

verschwinden  lässt,  n^  —  4  wesentlich  von  einander  verschiedene 
Werthe  des  t'  aufzusuchen  haben,  für  welche  die  Function  d^  (nr,  t\ 
zu  Null  wird.  Diese  sind  offenbar  alle  Werthecombinationen  aus  den 
Zahlen : 

m:  0,  ^  :±1,  i^;  •••  +  (J-l), 

*'^':  +  1;  +  2,  . .  .  +  (y  -  l),      m  :  0,  ±  1,  ±  2,  ...  ±  (J  -  l), 

n 

nt  =  -  2, 


,n'=_l,  -2, ("-l), 

«» :  +  1,  +  2,  ■  .  .  +  (^  -  l),      m  :  -  1,  -  2, (J  _  l), 

m  :  ,^  ,  m:—  ^^, 

n 


m :  -, , 


m 


»':  +  l,  +2,  ...(:;-]), 

so  dass  sich,  wenn  man  die  linearen  Factoren,  die  sich  nur  durch 
das  Vorzeichen  des  zweiten  Summanden  unterscheiden,  zusammen- 
fasst,  der  Ausdruck  ergiebt: 


1/1.  //< 


worin  dem  m  und  m'  alle  Combinationen  aus  den  folgenden  Werthe- 
systemen  beizulegen  sind: 
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m  :0,  ^,  w  :  1,  2,  .  .  .  y  —  1, 

fi*':l,2,  •••  ^-1,     m:0,  +1,  •  •  •  +  (^  -  l),  f ; 

und  da  sich  hieraus  der  Werth  der  Constauien  M  in   der  folgenden 
Form  bestimmt 


4 


3f=  (-'1-'' 


so  folgt  die  Gleichung: 


(-  1)-  n 


^  (nr,  r),  =  — -^    _i_^^^__^  .  ^(,)^,  ^(,)^  ^(„),  ^(.),  x 

tu,  Vi' 
wi,  r/t' 

Man  sieht  ferner  aus  den  oben  aufgestellten  Gleichungen^  dass  sich 

als  homogene  ganze  Function  des  w'**"  Grades  der  Grössen 

darstellen  wird,  Avelche  nur  in  geraden  Potenzen  in  dieser  Function 
enthalten  sind. 

Nun  wird  aber  diese  Function  für  alle  nv  von  der  Form: 

oder  für  alle  r  von  der  Form 

2iw+(2wi'4-  1)t 
2n 

und  nur  für  diese  verschwinden,  und  es  wird  daher,  wenn  man  dem 
2w  und  2m  +  1  die  folgenden  Werthe  beilegt: 

2m  :  0,  n,  2m  :  2,  4,  G,  . . .  w  —  2, 

2w'+  1:  1,3,  5,...  w—  1,      2wr+  1  :±\y  +3,  •••  +  («  -  1), 

die  Gleichung  statthaben: 

^(wt;,r)o  =  7lfoj  j  |^(0f^(-       2,,    -    ;,-'^W«*n        2ii         Ar 
woraus  sich  für  die  Constante  3{q  der  Werth  ergiebt: 


l/l,  t/l' 

und  daher: 


v'-'/j.r"-^t:--'"o; 
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*  («f,  t)o  = 


(-1) 


_ 

2 


2m  +  (2m'  +  l)TY  ^ 


w,  m.' 


In  genau  derselben  Weise  ergiebt  sich: 


%  (nv,  r)2  =  - 


(-i)'^t 


,.-.jy»(<yL±i)±-'--ii); 


X 


1«,  m' 


j7  [^(.),.  *((^^i+^2£Li);  _  ^(,y^  ((?«_+ ii±_^^);j, 


m,  m' 


worin  den  Zahlen  2m  +  1,  2m'  die  folgenden  Werthe  beizulegen  sind: 
2m+  1:  1,  3,  5,  .  .  .  w  — 1,    2m  +  1  :  1,  3,  5,  .  . .  (n  —  1), 
2m' :  0,  n,  2m'  :  +  2,  +  4,  .  .  .  +  (n  —  2), 

und  endlich: 


n-' 


*(«!?,  t)3  = 


(-l)**s 


»f  Yi » ((?"'+Ji-+jg"''+^'^); 


X 


»«,  to' 


/7  jn«^).'  ^  ((■^'»+l_)±(^-'  +  l)l);_  ^(,y  ^( 


(2w  +  l)  +  (2«i'  +  l)tV 


2n 


);i. 


m,  m' 


worin  die  Zahlen   2m  +  1,  2m'  -|-  1  ^^^  Werthecombinationen  aus 
den  Reihen  bedeuten 

2m+  1:1,  3,  5,  .  .  .  (n—  1), 

2m'  +  l:+l,  +3,  +5,  .  ..  +  (w  —  1). 

Geht  man  von  diesen  Multiplicationsformeln  der  'O'-Functionen  durch 
Division  zu  den  elliptischen  Functionen  der  vielfachen  Argumente  über, 
so  erhält  man  für  den  Fall  der  geraden  n  die  folgenden  Beziehungen: 

r~T  ( ^  sin*  am  u 


1 


rn,  m 


sin'  am 


(17)  sinam w?<=wsinam«cosamwz/am«  y=f=7 


^         CO      ,     ^       »  (D 

2m-  +  2m    - 
n 


sin*  am  u 


o 


1»,  m 


I 


sin'  am 


2m  ^  +(2»e'  +  l)- 


n 


?) 


(18)    cos  am  nu  == 


n 

m,  in' 

n 

III,  tu' 


1  — 


ßin*  am  u 


CO 


sin'  am 


(2w+  1)  — +  2w 


71 

sin*  am  u 

0} 


81  n^  am 


2m;  +(2t«'  +  l): 


Cd 

2 


H 
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n, 


(17)  .  J  SLm  nu  =^ 


1  — 


sin*  am  u 


bId'  am 


m 


(2m  +  l)|-  +  (2m'+l)2 


n 


a 

m,  m 


1   — 


sin*  am  u 


sin*  am 


2m^  +  (2m'+l)|- 


n 


worin  den  Zahlen  2m;  2m  \  2m  +  1,  2m';  2m;  2m'  +  ^5  ^^  +  ^> 
2  fr'  -l"  1  di^  o^^A  näher  bezeichneten  Werthecombinationen  beizu- 
legen sind. 

Hiermit  ist  das  Multiplicationsproblem  für  ungerade  und  gerade 
ganzzahlige  Vielfache  des  Argumentes  erledigt. 


Königtbergor,  olllpt.  Funot.  II. 
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Die  Division  der  elliptischen  Functionen. 

Es  war  in  der  letzten  Vorlesung  gezeigt  worden,  dass  sich 
sin  am  nu  als  eine  rationale  Fonetion  von  sin  am  u  darstellen  lasst, 
die  fßr  den  Fall  eines  geraden  n  noch  den  Factor  cos  am  u  ^  am  ti 
besass;  das  Problem  der  Division  der  elliptischen  Functionen  beschäf- 
tigt sich  damit,  die  elliptischeil  Functionen  des  n*^  Theiles  des  Ar- 
gumentes durch  die  elliptischen  Functionen  des  ganzen  Argumentes 
auszudrücken,  und  da  für  ungerade  n  nach  Gleichung  (8)  der  letzten 
Vorlesung 

(1)  n  sin  am  y^-j    An>  sin*'~  ^  am  —  +  -4«<_2  sin**-^  am  —  -| h  -^s  8ui*  *ni  -  + 1 

—  sin  am  n    D«»_i  sin*'—*  am  —  -f-  •  •  •  +  Dj  sin*  am  —  +  1    ==  0, 

für  gerade  n 

(2)  .     sin2  am  u  \l/,  sin'*' am  ^y  H [-  2D2  sin*  am  ^  +  l] 

—  n*  (1  —  sin*  am  — )  (1  —  c*  sin*  am  — )  X 

-4*,_3  sin**'""^  am  —  +  •••  +  2  ^3  sin*  am  —  +  sin*  am  —1=0 

ist,  so  ist  Yon  selbst  klar,  dass  sin  am—  in  allen  Fallen  eine  alge- 
braische Function  von  sin  am  u  ist,  es  soll  jedoch  gezeigt  werdeo, 
dass  diese  algebraiscJie  Function  sich  durch  Wtiredeeichen  darsteUm 
lässt  oder  dass  die  cUgebraisdie  Divisionsgleichung  durch  Wurzeigrössen 
auflösbar  ist;  es  sei  bemerkt,  dass  für  ungerade  n  die  algebraische 

Gleichung  in  Bezug  auf  sin  am  —  vom  n'*^  Grade,  für  gerade  n  vom 
2n*^'°  Grade   ist   und    im   letzten    Falle   nur   gerade   Potenz^i   Ton 


sin  am       enthalten  wird. 


Vor  allen  Dingen  wird  es  leicht  sein,  sammtliche  Losungen  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  in  einfachen  Formen  darzustellen,  denn 
man  sieht  unmittelbar,  dass,  wenn  man  für  u 

u  -{-  po  -\-  p'cof 
setzt,  für  ungerade  «,  weil  sin  am  u  unverändert  bleibt,  auch 


Die  DiTieion  der  elliptbchen  Fuuttioneii. 

p7" ;/r  =  aiu  am  (-^  +  ''"  + '''"'), 

Xtüd  weil  siu-ara  "  unverändert  bleibt,  für  gerade  n 


■G+'-^v'") 


eine  Ldsung  jener  Gleichungen  ist,  und  daas,  wenn  p  die  Wertbe 
O,  1,  .  .  .  n  —  ] ,  p'  die  Wertlie  0,  1 ,  ...  h  —  1  annimmt,  die  n» 
"Werthe  ron  a  alle  Lösungen  von  (1)  darstellen,  nährend  dieselben 
ich  negatir  genommen  die  übrigen  n''  Lösungen  der  Gleichung  (2) 
liftTeru,  wenn  man  sich  in  beiden  Gleichungen  die  Grösse  sin  am  " 
durch  X  ersetzt  denkt. 

Um  nun  fiir  die  weitere  Untersuchung  den  Fall  des  geraden  n 
lioht  berücksichtigen  zu  müssen,  mag  bemerkt  werden,  dass  für 
n  -=2  nach  der  letzten  Vorlesung 

(1  -  c'x')^  sin»  am  «  =  4  (1  -  x'')  (1  -  c-x^)x^ 
oder 

(1  -^  c'jr')'  (I  -  siu»  am  (4)  =  fl  —  2«»  +  c'*')', 
woraus  unmittelbar 


'-iA 


hCi- 


'olgt,  welche  Grösse  vermöge  der  doppelten  Vorzeicheu  der  Quadrat- 
vurzel  die  acht  Werthe 

+  sin  am  ^  j  +  sin  am  (^  -\-  -^, 
4:  sin  am  (g  +  "),  ±  sin  am  (-"  +  f  +  ") 
darstellt.  Auf  dieselbe  Weise  wird  man  sin  am(^)  mit  Hülfe  von 
;.Quadratwurzeln  durch  sin  am  -"  ,  u.  s.  w.,  endlich  sin  am  (^J  mit 
Qfllfe  von  Quadratwurzeln  durch  sin  am  u  ausdrucken,  so  dass,  wenn 
2'»'  ist,  worin  n  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  man  nur 
litt  am  (-.}  mit  Hülfe  von  Wurzelgrossen  durch  sin  am  (/)  wird  aus- 
sadrllcken  haben,  da  sin  am  (-)  d.  h.  sinam(-p^--J  mit  Hülfe  von 
Quadratwurzehi  durch  sinuni(',),  also  auch  mit  Hülfe  von  Wurzei- 
grussen durch  sin  am  e  ausgedrückt  erhalten  wird.  Es  ist  somit  die 
Behandtnug  des  Divisionsproblems  auf  ungerade  /rheiler  zurUckgc- 
(tlhrt,  die  Übrigens  uach  der  ubigen  Bemerkung  auch  nur  für  Prim- 
lahlen  ausgefiilirt  zu  werden  brauchte. 

8et7.en  wir  nun  statt  »  'Jw  +  '   "•^'^  »teilen  uns  diu  Aufgab« 
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mit  Hülfe  von  Wurzelgrössen  durch  sin  am  u  auszudrücken;  bezeich- 
nen CO  und  cd'  die  früher  definirten  Elementarperioden,  so  setze  man 
nach  Abel 

.....    =    Z    '"'  *"  ^2«  +  1  +  2^+  J 

und,  wenn  a  eine  primitive  2w  +  1*®  Einheitswurzel  bedeutet, 
Da  aber 


in  =  l 


sin  am  C^^ — 7-7  —  - — p-r  j 

\2n  4-1        2  w  4-  l/j 


+  1        2w  + 
m  =  n    2  8in  am ^1  —  cos  am r— -  d  am 


=  Sin  am  - — v^-  +    > -^- 

wT^i  1  —  c*  Bin*  am 7— r-  sin«  am  ^^ p-  - 

'"— *  2n  +  l  2n+  1 

eine  rationale  Function  von  sin  am  zr — r-7  ist,  ferner 

2n  + 1       ' 

wird,  wenn  F  und  JP^  rationale  Functionen  bedeuten^  in  welche  die 
Grössen 

sin  am  ( o^T-r)    ^^^     cos  am  (-  ^— ,  )  -^  am  (.  ^^  ,  ) 
\2n+l/  \2n  +  l/  \2n+l/ 

eintreten,  da 

sin  am  (-'*.-+ -^'~')      ♦ 

oju  am  V^2n+  1    -^   2.W  +  1/ 

u  ata        ^  um 

sm  am  -r p—-  cos  am  ^—-t— r-  ^  am      '^ 


2w  + 1  2n-fl  2n+l 


1  —  c*  sin«  am  u  sin«  am  -- 


jCiflO 


2n+  l 

siu  am  ^  ^  ,     -  j/  ( 1  —  sin«  am  -    — r.  )  ( l  —  c«  sin«  am r— -- 1 

_l 2n+  1  ^    ^ 2  M  -j-  I  /  \  2  w  +  1  / 

1  —  c«  sin«  am  u  sin«  am  ~~. — 

2ti+l 

ist,  so  folgt 

^=— n  ^ 


^  =  -« 
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(8) t^.  (ä^)  -  "^"'^Fi^n  am  .^--) 

/<  =  -  n 

und  somit 

rationale  Functionen  von  sin  am  g-^ri  >  ^^^j  ^^®  ^^^  gleich  nach- 
weisen werden,  unverändert  bleiben,  wenn  statt  u 

gesetzt  wird.     Denn,  da  nach  (3),  (4)  und  (5) 

f  (-2-7iVl)  '     ''^'*'  *"''''     '^'  (2^'Vl)     "°**     ^'  (2  n-+  1) 

unverändert  bleiben,  wenn  u  um  pcj  vermehrt  wird,  ferner,  wie  un- 
mittelbar zu  sehen, 

und 

^'  (2  "+i  +  drd  = «"'  ''•t  (2  «>  1) 

ist,  so  ist  die  Richtigkeit  jeuer  Behauptuug  ersichtlich,  und  die 
Grössen  Ä  und  B  dcsshalb  nach  dem  Obigen  symmetrische  Functio- 
nen der  in  der  Form 

sm  am  (   -     ,  ■    +  ^^      ,  ,    ) 

enthaltenen  Grössen  also  der  Lösungen  der  Gleichung  (1),  in  der 
nur  2  n  -|-  1  statt  n  zu  setzen  ist  und  daher  A  und  B  rationale 
Functionen  von  ßin  am  u]  es  folgt  aus  (9)  unmittelbar 

I^ennen  wir  die  2m  complexen  2n  +  V"-'*^  Einheitswurzeln 

a,-,    Cfo,    ...    flx«; 

80  ergeben  sich,  wenn  wir  dieselben  statt  a  in  (10)  setzen  und  die 
zugehörigen  ^-Functionen  mit  Indices  versehen,  die  folgenden  Glei- 
chungen 
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U^' 


^•"  (.-^Vi) = *T-^^  +>:17^:-^^  =  2  <  "  (^ + ':S 


/«=-' 


und  wenn  mau  mit  diesen  die  aus  {})  unmittelbar  folgende  zusammen- 
stellt, indem  man  die  Summe  der  Losungen  jener  Gleichung  in  der 
Form  ausdruckt^), 

■=  +  ■  ^=-?-«  .  .  . 

.13)    .2  »  +  1)  siD  am  M  =  2^      2"  ^°  »^  iilT+t  +  s^^i  +  ?VTi) 

^  =  — • 

so  folgt  durch  Addition  der  Gleichungen  dl)  und  (12)  nach  bekann- 
ten Sätzen  aber  die  complexen  Einheitswurzeln 


'"' ^t4i)  = 


sin  am  n 


welcher  Ausdruck  scheinbar  2  m  -f-  1^^ '  Terschiedene  Wcrlbe  an- 
nimmt:  es  wird  zu  zeigen  sein«  dass  die  Zeichen  der  Woneln  dezart 
von  einander  abhangen .  dass  nur  2  m  4~  ^  wesentlich  tqd  einander 
verschiedene  Werthe  resultiren.  Dies  lässt  sich  aber  ohne  Schwie- 
rigkeit einsehen,  wenn  man  erwägt,  dass,  weil  a  als  primitire  Eiit- 
heitswurzel  Torausgesetzt  worden,  die  Gr&ssen 

durch 


dargiet^tellt  wenkc   können,   und  das«^  daher  in  Folge  der  oben  ge- 
tundeueu  Beziehungen 


•    vi*  '.s  vkr  '.Tiitif-  V:rle*:i=j:  fli  'iz.z^ndi  m  &  Beiieh^at? 


7 


I    . 


-  *.' 


<\*lUtt\Wu  m^r 
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(15) 


+  1    '    2n  + 

ist.     Denn  bildet  man  die  Functiouen 


(16) 


^      \2tt4-l/       .      ^^    \2n4-l/ 


+ 


+ 


^      \2n-4-t/  ^1    \2n+  1/ 


^      V2n4-1/ 


Jt: L 

-2« -  1       I 


+ 

^^    ^2n  +  l/ 


^1    \2n4'iy 


+ 


^^*  (.2^+1/  -^1    V2w  + 

welche  nach  (7)  und  (8)  rationale  Functionen  von   sin  am  L    *V   j 

sind,  so  lehren  die  früheren  Betrachtungen  sowie  die  Relationen  (15), 
dass  eben  diese  Functionen  (16)  rationale  symmetrische  Functionen 
der  Lösungen  der  Multiplicationsgleichung  und  daher  rationale  Func- 
tionen von  sin  am  u  sind ,  welche  wir  mit 

/'(sin  am  u)    und    f^  (sin  am  u) 

bezeichnen  wollen.  Dann  folgt  aber  aus  den  Ausdrücken  (16)  mit 
Berücksichtigung  von  (10)  und  (11) ,  dass 


SO  dass  in  den  Gleichungen  (12)  also  auch  in  (14)  die  Wurzelzeichen 
durch  die  Werthe  der  ersten  Wurzel  bestimmt  sein  werden,  während 
das  Zeichen  der  Quadratwurzel  beliebig  genommen  werden  kann. 

Nachdem  aber  in  (14)  der  Werth  von  (p  ^  ^i)  ermittelt  wor- 
den, wird  es  sich  jetzt  darum  handeln,  denjenigen  von  sin  am  (--*^.) 
daraus  herzuleiten.     Bildet  man 


1' 


(18)  . 


V2w4-  1/ 


m=r 


+ 


»1  =  —  » 


«i  QfT+l)  =    2    ""■  "'''  *™  (2  nVi  -  2^)' 


m=:  —  1» 


+ 


+ 


so  ist  einerseits  aus  dem  Additioustheorem  der  elliptischen  Functio- 
nen ersichtlich,  dass  die  Ausdrücke 
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ratiouale  Functionen  von   sin  am  - — r-^-  sind,   andererseits  folgt  aus 
der  Definition  (18)  unmittelbar  ^  dass 

i  r(      ""         I        '*"'    )  =  a-»y(      "      ) 

^«  \2n  +  l  ^  2w+l/  ^\2«+iy 

oder  dass  die  Ausdrücke  (19)  unverändert  bleiben,  wenn  statt  ö— jTi 


(20)  ....   . 


U  ,  XO) 


2w+l  "T"  2n  +  l 

gesetzt  wird;  d.  h.  dass  sie  rationale  symmetrische  Functionen  der 
Grössen 

(a) sm  am  ( -^ — -,-r  +  .^  -  rvJ 

^  ^  \2n  +  I  --  2m  +  1/ 

sind,  wenn  x  die  Werthe  —  n,  ...  +  w  annimmt.  Beachtet  mau 
jedoch,  dass  nach  Gleichung  (5),  wenn  sin  am  - — -^-j  als  Unbekannte 

der  Gleichung  aufgefasst  wird,  alle  2w+l  Losungen  dieser  Glei- 
chung durch  den  Ausdruck  (a)  dargestellt  werden,  weil  die  9-Function 
sich  nicht  ändert,  wenn  u  um  x(o  vermehrt  wird,  so  folgt,  dass  die 
Ausdrücke  (19)  als  symmetrische  Functionen  der  Lösungen  der  Glei- 
chung (5)   sich    rational    durch  9>  (o  ^~t)   ausdrücken  lassen,    und 

man  erhält  somit,  wenn  man  diese  Functionen  mit  D  und  2  ü  be- 
zeichnet, 

(21)  iL:\.d-  A+^^-^''-*-'=  2'""'^'^'^(2«+t+2-rj 


W  ^—  J» 


oder  wie  oben  mit  Einführung  der  2n  Einheitswurzeln  und  Hinzu- 
ziehung der  Gleichung  (3) 

(22) 8mam(^-J  

Dass  endlich  dieser  Ausdruck  (22)  nur  (2  n  -|-  1)^  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  besitzt,  wenn  man  ^iö-^rTj  »eine  2«-f-  1  ver- 
schiedenen Werthe  und  den  2  w  -f-  1  Wurzeln  alle  ihre  Werthe  bei- 
legt, ist  wieder  genau  ebenso,  wie  es  oben  für  die  9? -Function  ge- 
schehen war,  zu  zeigen,  indem  wieder 

2  ^Ci*  -  D*»+^ 


= C"F^'« + ^(^-  i>!""^')' 
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wird,    worin    /^    und   /J,    rationale    Functionen   von   fp(^^\_.)   be- 
deuten. 

Die  in  dem  Ausdrucke  (22)  enthaltenen  Grossen  sind  ausser 
sin  am  u  und  dem  Integralmodul  die  constanten  Grössen 

"°  a«»  (2«^+ ,)»    "i»am(J^-),    cosam(j;^J,    cos  am  (..J^^), 

welche  offenbar  nach  dem  Multiplicationstheorem  sämmtlich  bekannt 
sein  werden,  welchen  der  Werthe  von  1  bis  2 n  man  auch  für  j) 
und  p'  setzen  mag,  wenn  die  Grössen 

sin  am  (^—,  -z  )    und     sin  am  (  ■  ***,-.) 

ermittelt  sind. 

Es  mag  endlich  noch  mit  wenigen  Worten  auf  die  Beschaffen- 
heit der  Gleichungen  hingewiesen  werden,  welche  die  letztgenannten 
Grossen  zu  Lösungen  haben,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  2n-f-  I 
eine  Primzahl  ist.    Setzt  man  nämlich  in  Gleichung  (1)  w  =  pcö-f-j[)V, 

wenn   2n  -{-  l    statt  n  und    sin  am  y-   ^    )  =  x  gesetzt   wird,    so 

werden  die  Lösungen  der  von  dem  Factor  x  befreiten  Gleichung 

in  der  Form  enthalten  sein 

•(24) x=8mam('X+/;'), 

oder  die  Lösungen  der  Gleichung 

in  der  Form 

(26) tf  =  8m-'am(^^,+  .7), 

worin  j)  und  p   die  Werthe 

p  :0,  j)  :  1,  2,  .  .  .  n, 

/  :  1,  2,  .  .  .  w,        ;/ :  0,  +  1 ,  +  2,  .  .  .  +  n 

beizulegen  sind.  Es  ist  jedoch  leicht  einzusehen,  dass  man  die  Lö- 
sungen der  Gleichung  (2;")),  welche  vom  2w(i*+U'''"  Grade  ist, 
darstellen  kann  durch 

am    r— r-*  >    8"!    an^  .>      1   .  >         sin-  am  ^,      ,   ,  , sm'  am   ,      ,    ^  , 

2  n  +  1 '  2  n  +  1  2  «  +  1  '  2  /<  +  1  ' 

40'  .    «  2  o'  *    o  2)  <o'  •    o  >'  A>' 

•■        ÄH+l'  2n4-^  2//  +  1'  2w4-l 

«0-4-0)'  •    «  2  fco  +  üo')  .    .,  3  (fti  4-  a>')  .    .,  11  (a  A-  (o) 

am  -,  -,  .  ,    sm^  am     «    T  ,    ,    sin'  am  - '    "V',    ,  .  .  .  sm-  am      '    "V  1    > 

KOnigaberger,  ellipt.  Fnnct.   11.  14** 
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.    ,  CO  +  2  0)'  .    «  2(eo+2(D')         .9  3(fl)4-2fli')  •    o  n(Gi4-2i 

2n+l  2n+l     '  2n+l     '  2n4-l 

sm^  am  -——7-7- ,  siu^  am  -^^- •  ,---  - ,  sm^  am  — »  '  ,  7--.  .  . .  sin^  am  — V"-.~r 

2n+l  2n+l      '  2m +1  2«  +  l 

da  zwei  derartige  Argumente  nicht  einander  congruent  sein  können 
nach  den  Moduln  ^  und  ©',  oder,  wenn  a  eine  primitive  Wurzel 
der  Primzahl  2  w  +  1  ist,  durch 

sin^  am  --qry,    sin^  am  a  g^-,    sin^  am  a^  ^--^^ ,  . . .  sin^ama-«  .^^ 

/  /  »  ' 

sm^  am  -  -  ,-  -r ,    sm^  am  a  ^     ,   - ,    sin^  am  a^  - — p t  *  •  •  •  sin^  am a*«-'  «--ri 

2  n  +  1  2  11  4-  1 '  2  n  +  1 '  2  ti  -f  1 

.9  (o  -\-  0}  '    o  üo  +  eo'  .9  9C0  +  0)  »o.  -_i   «0  +  ö 

sm'  am  .      ,  , ,    sm^  am  a  -.  -  ,— r>    sm^  am  a^  v>— S-r*  •  •  •  sin' am  a*-^  ,->     ,  . 

2«  +  l  2w+l'  2n+l  2n  +  l 

.9  OD -\- 2  CO  .9  «0  +  2  od'  .9  90)4-2  od'  '^.^    «_i  co  +  2  <»' 

.    o  a)+2nöj'       .   9  a)+2noj'        .    9  9  fl)4-2ti(ö'  •    9  «__i  ö)+2n« 

«^^   ^°^  -i^+F'  «^'^^«^^  -2n+T-^   sm2ama^--r---,  ...  sm-ama«      -j^- 

Denn  da  a  als  primitive  Wurzel  der  Primzahl  2  n  +  1  nach  der 
Definition  eine  primitive  Lösung  der  Congruenz 

a;2»=  1  mod.  (2n+  1) 
ist,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  zwei  Argumente  sich  nur  um 

ganze  Vielfache  von  -^  ^^^^  ^'  unterscheiden,  also  die  Beziehung 
stattfinden  würde  ^ 

{^i)   '  '  '  '         2n4-l      ~±        2n4-l        -ri^2^^^® 

oder  die  Gleichungen 

(28;    2(a«  +  a''0=iH2w  +  l),      (29)   a*r  +  a'^r^  =jp'(2n  + 1), 

aus  (28)  oder  

2  a*'  (a*  -*»  +  1)  =  2)  (2  M  +  1), 

folgen  würde,  dass,  da  a  <  2n4-  ^  und  eine  primitive  Wurzel  von 
2n4-l  ist;  2n+l  in  keinem  der  Factoren  der  linken  Seite  auf- 
gehen kann  und  daher  x  =  x^  sein  müsste;  daraus  würde  sich  aber 

aus  (29)  oder 

a»(r  —  r,)=j/(2n+  1) 

eine  Ungereimtheit  ergeben,  wenn  nicht  r  =  r^  wäre,  und  es  kann 
daher  (27)  nicht  stattfinden. 

Stellt  nun  aber  das  obige  System  sämmtliche  Lösungen  der  Glei- 
chung (25)  dar,  so  folgt,  weil  sin^  am  a  .  ^,  wie  aus  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  unmittelbar  sich  ergiebt,  eine  rationale  Function  von 
sin'^  am  z  ist,  die  wir  mit  0  und  deren  Iterirung  mit  0*  bezeichnen 
wollen,  dass,  wenn  wir  die  in  der  ersten  Verticalreihe  der  obigen 
Zusammenstellung  der  Lösungen  befindlichen  Wurzeln  mit 
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Vi)   ^2;    •  •   •   y2n4-2 

bezeichnen;    sämmtliche  Lösungen   der  Gleichung  (25)  sich   in   das 
ächema  bringen  lassen 

Vi       ®(y,)       ®My,)   ^""-'(Vi), 

wobei  zu  bemerken^   dass  nach  der  Definition  der  primitiven  Wurzel 

®"  (y«)  =  y« 

ist.  Lassen  sich  aber  die  Lösungen  einer  Gleichung  in  dieser  Form 
schreiben^  so  folgt  aus  bekannten  algebraischen  Sätzen  von  Abel*), 
dass  die  Auflösung  der  Gleichung  (25)  abhängig  ist  von  der  Auflösung 
einer  Gleichung  2w  +  2^«"  Grades  und  von  2n  -{-  2  Gleichungen  des 
^jten  Grades,  von  denen  eine  jede  die  n-Grössen  einer  Horizontalreihe 
zu  Lösungen  hat,  während  ihre  Coefficienten  von  den  L(')sungeu  jener 
Gleichung  2n  +  2^**"  Grades  abhängen,  deren  Coefficienten  wiederum 
rationale  Functionen  des  Integralmoduls  sind.  £s  folgt  dann  aber 
femer  nach  einem  Satze  von  Abel,  dass  die  Gleichung,  deren 
Lösungen  die  Glieder  einer  Horizontalreihe  sind,  stets  durch  Wurzel- 
zeichen algebraisch  auflösbar  ist,  wie  dies  von  demselben  für  alle 
Gleichungen,  deren  Lösungen  sich  durch  iterirte  rationale  Functionen 
einer  darstellen  lassen,  die  wieder  auf  die  erste  Lösung  zurückführen, 
nachgewiesen  worden  ist,  und  es  ergiebt  sich  somit,  dass  sich  die 
Grössen 

«i°am(-^^J    und     sinam(2/:p-) 

mit  Hülfe  von  Wurzelzeichen  durch  die  L'ösmujcn  einer  einzigen  Glei- 
chung 2n  +  2^**"  Grades  ßiden  lassen. 

Die  Untersuchung,  wann  diese  Gleichung  2  w  +  2^*"  Grades 
algebraisch  auflösbar  ist  oder  wann  die  Lösungen  der  Theiluugs- 
gleichung  für  die  Perioden  durch  Wurzelzeichen  algebraisch  darstellbar 
sind,  hängt  mit  der  Theorie  der  complexen  Multiplication  und  mit 
schwierigen  algebraischen  und  zahlentheoretischen  Fragen  zusammen, 
die  einen  grossen  und  wesentlichen  Theil  der  Anwendungen  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  bilden. 


*)  welche  derselbe  in  seiner  Arbeit:   mdmoire  sur  une  classe  particoli^re 
d'^quations  resolubles  alg<5briqaemeDt  entwickelt  hat. 


